
Szállítási feladatok megoldása matematikai 
módszerrel 

(Egy változat) 

D r . S eh I e i d e r J 6 z s e f pa. 

Kidolgozásra kerülő modelljeinkben mindig arra törekszünk, hogy 
mind a feltételekben szereplő függvények, mind a célfüggvények line
áris függvények legyenek. Ennek igen nagy jelentősége van. Matemati
kailag csak ez a feltevés bizonyítja azt, hogy viszonyaink a lehetséges 
megoldások halmazát és az optimális programok elhelyezkedését illetően 
egyszerűen áttekinthetők legyenek. Másrészt, a jelenleg rendelkezésre 
álló elektronikus számítóberendezéseken is elsősorban nagyméretű line
áris problémákat tudunk gyorsan megoldani. 

A linearitás azt jelenti, hogy a változók csak első hatványukon for
dulnak elő, nem szerepel sem a magasabb hatványuk, sem a különböző 
változók szorzata, sem egyéb függvényeik. Ami e sajátosság gazdasági 
tartalmát illeti: a linearitás a változók bizonyos „additiv" és „multiplika
tív" tulajdonságainak teljesülését jelenti. Az additivitás pl. a következő 
módon nyilvánul meg: ha egy esztergapadon tt órán át I-es fajta alkat
részt munkálunk meg és t, órán át II-es fajtát, akkor a kétféle alkatrész 
gyártásának együttes ideje ti + t2• Nyilvánvaló, hogy ez a feltevés elég 
és.szerű, hacsak a gép átállításának az időszükséglete az I-es alkatrész 
gyártásáról a II-es gyártására elhanyagolhatóan kicsi. Meg kell jegyezni 
azonban, hogy nem minden termelési folyamatban teljesül ez a sajátosság. 

A multiplikatív sajátosság az említett példában azt jelenti, hogy ha 
valamely alkatrész egységének megmunkálása 4 órát igényel, akkor 10 
db elkészítéséhez 40 óra szükséges. 

A gyakorlatban azonban találhatók olyan gazdasági, műszaki folya
matok, amelyeknél ez a sajátosság nem teljesül. Mindez azt jelenti, hogy 
a lineáris programozási modellek linearitási feltételezése nem minden 
esetben tükrözi teljes pontossággal az objektív valóság összefüggéseit. 

A gyakorlati tapasztalatok mindezek ellenére széles körben arra 
mutatnak, hogy a gazdasági összefüggések nagy része ténylegesen line
áris - legalább is a megfigyelés pontosságának határain belül. Az össze
függések egy másik része bár nem lineáris, de attól nincs nagyon messze. 
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Ezért a ténylegesen nem egyenes vonalat elfogadható pontossággal meg 
lehet közelíteni egyenes szakaszokból álló tört vonallal és ilyen módon 
mégis biztosítani lehet a modellek lineáris voltát. Végül vannak esetek, 
amikor tudatosan le kell mondanunk a pontosságnak egy bizonyos foká
ról annak érdekében, hogy egyáltalán módunk legyen modellek alapján 
számolni. Sokan idegenkednek a lineáris modellektől - mondva, hogy 
a gazdasági összefüggések nem lineárisak. Bár mint erre rámutattunk, 
ez a tény magában - főleg hosszabb lejáratú döntések esetében igaz -
mégsem ok erre az idegenkedésre. Nem szabad ugyanis elfelejteni, hogy 
a gazdasági problémák megoldására felállított matematikai modellekkel 
szemben nem szabad a val6sághűségnek valamilyen „abszolút" igényt 
támasztani. Leghelyesebb, ha mindig azt vizsgáljuk, hogy jobb pontosabb 
megoldás, megbízhatóbb eredményt ad-e, mint a más, rendelkezésre 
álló, szóbajöhető, vagy alkalmazott módszer. Márpedig az ún. hagyomá
nyos tervezés gondolkodásmódja minden körülmények között hajlandó 
lineáris felvetésekből kiindulni és ez rendszerint csak azért nem olyan 
világos, mert nem kell feltétlenül megmondani. A matematikai modellek 
világában ilyen természetű diszkrécióra nincs lehetőség. A mi modell
jeink pl. már címükben viselik azt, hogy lineáris modellekről van szó. 

Még egy fontos feltételezésre kell azonban a lineáritási feltételezésen 
kívül a figyelmet felhívni. Ez pedig abban áll. hogy a lehetséges meg
oldások halmazán belül változóink tetszőleges valós számértéket felvet
hetnek. A g;,akorlatban ez annak a feltételezését jelenti, hogy módunkban 
áll a változók mértékegységéül kis mértékegységet választani. Másszó
val az a tevékenység, amelyet a szóban levő változó kifejez, tetszőlegesen 
kis részekre oszthatók. Ez a feltevés bizonyos gazdasági összefüggések
ben teljesen jogosult. Pl. nagy tömegben termelt és kis egyedi értékű 
termékek termelési .szintjeit kifejező változókat minden különös fenn
tartás nélkül folytonosan változónak tételezhetjük fel. Ugyanakkor nagy 
egyedi értékű termékek esetében ez a feltételezés közgazdaságilag már 
elfogadhatatlan. Ha például azt kell eldönteni, hogy egy hajógyár milyen 
választékban termelje a különböző hajótípusait, akkor értelmetlen az 
olyan megoldás, amely eredményeként valamelyik típusból törtszámú 
hajót kellene elkészíteni. 

Ilyen esetben a változókra, vagy azok egy részére további korlátozást 
kell bevezetnünk. Nevezetesen ki kell kötnünk, hogy a lehetséges meg
oldásnak csak olyan megoldást tekintünk, amely nem negatív. Ez eleget 
tesz az összes feltételnek és ezen felül egészértékú. Ez a feltételezés 
azonban gyökeresen megváltoztatja a probléma jellegét. Míg e kikötés 
nélkül, a lehetséges megoldások halmaza általában konvex poliéder, 
addig az egészértékűség kikötése után a lehetséges megoldások halmaza 
leszükül a feltételek által megszabott konvex poliéder egészértékű pont
jainak - ún. rácspontjainak - halmazára. Ez a halmaz már nem konvex, 
hanem bizonyos diszkrét pontok összességéből áll. Ilyen esetben az álta
lános jellegű feladatok megoldása kivezet a szorosabb értelemben vett 
lineáris programozás területéről és speciális eljárásokat igényel. 

Összefoglalva megállapítható, hogy a lineáris programozási model
lek két alap,,ető feltételezése a lineáritás és a változók folytonosnak való 
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feltételezése. Azt, hogy ezek a feltételezések adott konkrét probléma 
esetében elfogadhatók-e vagy sem, mindig megelőző gazdasági elemzés
sel kell eldönteni. 

Az előbbiek figyelembevételével hadtápszolgálatban a lineáris prog
ramozási feladatok - többek között - az alábbi területeken alkalmaz
hatók: 

- a rendelkezésre álló anyagok, optimális elosztása bármely két 
tényező függvényében; 

-- az étkezési választék megállapítása adott időszakban (hónap, 
negyedév) a receptúra figyelembevételével, ezen belül az évszaknak meg
f eleiően; 

- az elrendelt kalóriamennyiség állandó szinten való tartása a ki
képzési feladatnak megfelelően; 

- a ruházati és felszerelési igény megállapítása az illetmény, a lét
szám és az elhasználódás függvényében; 

- a minimális-maximális mutatók aktualizálása a tényleges el
használódástól függően, a ruházati ellátásban; 

- a szolgáltatási illetmény (pl. mosatás) optimális felhasználása, az 
Plőlrt tiszta ruha (csere) és a létszám figyelembevételével; 

- - az üzemanyag fogyasztási keret gazdaságos (minimális) felhasz
nálúsa a gépkocsik száma, mozgása, a kiképzési és szállítási feladatok 
maradéktalan ellátása mellett; 

- a rendelkezésre álló csapathitelek optimális felhasználása a költ
ségvetési tételek (jogcímek) átcsoportosítása űtján; 

- a csapathitel normák (pi. tüzelőanyag, áramdíj, egyéb energia, köz
műdíj stb.) aktualizalása a tényleges felmerüléstől függően. 

Az előbbiekben felsorolt feladatok mindegyike érdekes és önálló 
témaként jelentkezik. Mivel egy cikk keretén belül mindegyikre kitérni 
nem lehet, úgy gondoljuk, hogy legcélszerűbb foglalkoznunk a lineáris 
szállítási programokkal, mert megoldásuk semmilyen bonyolult mate
matikai eszközt sem igényel és napjaink egyik aktuális problémája. 

Mielőtt általánosságban megvizsgálunk bizonyos, a szállítási problé
mákkal kapcsolatos lineáris programozási típusokat, egy egyszerű pél
dán bemutatjuk őket. Mivel a szállítási problémákra vonatkozó számítások 
igen elemiek, az alábbiakban le is írjuk ezeket. 

Három raktárban (felvételező helyen), az A-ban, B-ben és C-ben, 
100, 120, illetve 120 tonnányi anyagunk van. Az anyagot öt helyre szál
lítjuk; az 1. egységnek 40, a 2-nak 50, a 3-nak 70, a 4-nek 90, és az 
5-nek 90 tonna anyagot kell kapnia. Az 1. ábra mutatja be az elvégez
hető szállítások sémáját. 
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1. ábTa. 

As 1. táblázat adja meg az anyag bizonyos egységének szállítási 
távolságát. Például a szállítási távolság a B raktártól a 4. egyégig 5 km. 

Olyan szállitási programot kívánunk kidolgozni, hogy a 340 tonna 
szálIZtásának távolsága minimális legyen. 

Mutassuk meg először, hogy az ilyen probléma 15 változót tartal
mazó és 7 független egyenletből álló feladatot alkot. úgy számozzuk a 
változókat, hogy azok megfeleljenek az 1. táblázat sorainak és oszlopai
nak. 

Célfüggvény: 
min z = 411 + X12 + 2x13 + 6x14 + 9x15 

+ 6x21 + 4x22 + 3x2a + 5x24 + 7x2s 
+ 5xa1 + 2x32 + 6xaa + 4x,, + 8x35 

A 

B 

e 
1 

1. táblázat 

1. 2. 3. 4. 

_21_6 4 l 

----
6 4 3 5 

--------
5 2 6 4 

5. 

9 
--

7 
--

8 

40 50 70 90 90 

Korlátozó feltételek: 

XH + XJ2 + X13 + X14 + X15 

X21 + X22 + X23 + X24 + X25 

X31 + X32 + X33 + X34 + X35 
Xjj + X2! + X31 

X12 + X22 + "32 

x,a + x2a + xaa 

' 
1 

1 

100 

120 

120 

= 100 
= 120 

= 120 
= 40 

50 
70 

X14 + X24 + "34 90 
X15 + X25 + X35 90 

2. táblázat 

1. 2. 3. 

A 40 50 i 10 
------

B 60 
------

e 

40 50 70 

4. 5. 

100 

-- --
60 120 

----
30 90 120 

90 90 

Ez a nyolc korlátozó feltétel azonban nem független egymástól, mert 
fennáll a következő egyenlőség: 
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Az összes elszállított anyag = az összes átvett anyaggal 

100 + 120 + 120 = 40 + 50 + 70 + 90 + 90 = 340 

Végül tehát nem nyolc, hanem csak hét független korlátozó feltételünk 
van. A bázismegoldásokban N - M = 15 - 7 = 8 zérussal egyenlő 
változó van. Az ilyen program optimumát kiszámíthatjuk matematikai 
alguritmusok segítségével, azonban az ilyen természetű problémák kü
lönleges struktúrája miatt előnyösebb egy igen egyszerű elven alapuló 
különleges módszert alkalmazni, amelyet felsőfokú matematikai ismeretek 
nélkül is könnyen megérthetünk és alkalmazhatunk. 

Számítsunk ki egy bázismegoldást az egyszerű, úgynevezett észak
nyugati sarokszabály segítségével. A szállított mennyiségeket megadó 
táblázat északnyugati sarkából indulunk ki. Az első sor és az első oszlop 
találkozásához beírjuk az elszállítható mennyiség (100) és a szükséglet 
(40) közül a kisebbiket. Tehát a 40-et írjuk be. Az első sort (vagy más 
példa esetében az első oszlopot) addig folytatjuk, amíg szállítható anyag
mennyiség marad (vagy amíg szükséglet marad - más példa esetében). 
Ennek alapján a következőket kapjuk: 

XJi = 40, XL). = 50, Xt3 = 10, X14 = X15 = 0 

Ezután kielégítjük a keresletet a harmadik oszlopban, majd kime
rítjük a második sorban. így a következő értékeket kapjuk: 

X2t = X22 = 0, X;,13 = 60, X24 = 60, X25 = 0. 

Elégítsük ki ezután a szükségletet a negyedik oszlopban, majd me
rítsük ki a rendelkezésre álló anyagmennyiséget a harmadik sorban, 
tehát: 

x:11 = XJ2 = x33 = o, xa, = 30, xas = 90. 

Így bázismegoldást kaptunk (2. táblázat). Számítsuk ki az össztávol
ságot: 

z = 40,4 + 50,1 + 10,2 + 60·3 + 60,5 + 30·4 + 90,8 = 1550. 

Ezután ebből a megoldásból kiindulva új kisebb össztávolságnak meg
felelő, de még legalább nyolc zérussal egyenlő változót tartalmazó meg
oldást keresünk. 

Hogy előnyösebb megoldást kapjunk, tegyük fel, hogy egységnyi 
anyagot programozunk az 1,4 rekeszbe (első sor, negyedik oszlop, 3/a 
táblázat) ebben az esetben az 1,3 rekeszből egységnyi anyagot el kell 
vonni, a 2,3 rekeszhez egységnyi anyagot hozzá kell adni és végül a 2,4 
rekeszből egységnyi anyagot el kell vonni. Az egységnyi anyagnak ez a 
kölcsöi1ös felcserélése az 1,4 rekesz esetében c'i14 értékkel változtatja az 
össztávoJságot. 

Ezt az értéket könnyen megállapíthatjuk, ha megvizsgáljuk az 
anyagegységre eső szállítási távolságok táblázatát (1. táblázat) 

ö,,. = 6-2 + 3-5 = 2. 

ö értékek az egységnyi változás eltéréseit fejezik ki, ha az egyik 
bázisról a másik bázisra térünk át, ezek a marginális egységtávolságok. 
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40 50 40 50 10 
-1 +! 

60 60 
+/ -/ 

,o 90 
+{ -1 

caJ (b) 

+/ 
90 

(C) (d) 

40 50 10 10 

+/ 
60 60 60 60 

-1 +I -1 +I 
,o 30 go 

+ 1 -1 

(e) ( f) 

40 ,o 50 /0 
+I 

60 60 60 60 
-1 +I 

30 go 
+! + -t 

( 9) (h) 

3. táblázat 

, 
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Ugyanilyen módon számíthatjuk ki az ilyen felcserélések eredmé
, nyét a többi rekesz esetében is: 

3/b táblázat: 015 = 9 - 2 + 3 - 5 + 4 - 8 = 1 
3/c táblázat: 021=6-3+2-4=1 

3/d táblázat: 022 = 4-3 + 2 -1 =2 
3ie táblázat: 025=7-5+4-8=2 

3/1 táblázat: 031 = 5 -4 + 5 -3 + 2 -4 = 1 
3/g táblázat: Ó32 = 2 - 4 + 5 - 3 + 2 -1 = 1 

3.'h táblázat: Ó33=6-4+5-3=4. 

Keressük meg ezután, hogy melyik felcserélés csökkenti a távolságot. 
Ehhez az szükséges, hogy a O negatív legyen, vagyis 025 = -2 esetében 
csökken a távolság. Azonban egységnyi anyag áthelyezése helyett tegyük 
ezt a lehető legnagyobb számú anyagmennyiséggel, Erre a célra válasszuk 
ki a lépcsőben a legkisebb értéket, amely olyan rekeszben szerepel, ahol 
(-1)-et találunk. A 3/e táblázat szerint ez a 2,4 rekesz, ahol a 60 szá
mot találjuk. Tehát a 60-at átvisszük a 2,4 rekeszből a 2,5 rekeszbe, 
hogy kielégítsük az elszállítandó mennyiségekre és a kielégitendő szük
ségletekre vonatkozó követelményeket, írjunk 90-et a 30 helyett a 3,4 
rekeszbe, és 30-at a 90 helyett a 3,5 rekeszbe. 

fgy a következőt kapjuk 

14~50-- ·- 10 1 1 -1 
1 

60 
1 

60 

90 30 

40 50 70 90 90 

4. táblázat 

Az ennek megfelelő távolság: 

wo 
120 

120 

z = 40 · 4 + 50 .1 + 10 · 2 + 60 · 3 + 60 · 7 + 90 · 4 + 30 · 8 = 1430. 

Ez az eredmény előrelátható volt, mert ha egységnyi termék felcseré
lése 2-vel csökkentette az össztávolságot, akkor 60 felcserélése 120-al csök
kenti. 

Ezzel az új megoldással megismételjük az előbbi számításokat. Az 5. 
táblázat alapján a következőket kapjuk (dolgozzuk ki önállóan): 

5/a. táblázat: /l14 =6-2+3-7+8-4=4 
5/b. tt.blázat: <l15 = 9 -3 + 2 -7 = 3 
5/c. táblázat: il21 = 6-3 + 2-4 = 1 
5/d. táblázat: <l22 = 4-3 + 2 -1 = 2 
5/e. táblázat: Ő24 = 5 - 7 + 8-4 = 2 
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5/f. táblázat: 
5/g. táblázat: 
5/h. táblázat: 

031 = 5 - 8 + 7 -3 + 2 -4 = -1 
032 = 2 - 8 + 7 -3 + 2 -1 = -1 
033 = 6 - 8 + 7 - 3 = 2. 

Választhatunk ~"' és a 032 között, amelyek egyformán (-1)-et ad
nak. Válasszuk például ch1-et. Vegyünk annyi egységet, amennyi az 
5(f) táblázat olyan rekeszeiben szereplő legkisebb számnak felel meg, 
ahol (-1)-et találunk. 30 egységet cserélünk fel a 3,1 rekeszből kiindulva. 
!gy a 6. táblázat szerinti megoldást kapjuk. Ennél az össztávolság 

z = 10·4 + 50·1 + 40·2 + 30·3 + 90•7 + 30-5 + 90·4 = 1400 

-;-;;-,r·;;;:--;;r:;;-7r-- ·--
40 50/ /0 

/ -1 +I --r• ·---l';-6tc.,.--;;---t,5:;;D--;, 

, + 1 -1 

40 fD 
-1 +I 

60 
+I -f 

oo 30 

-1 +t 
/ 30 

(a.J (b) 

liO 50 

-1 
60 

T / 

30 

(C} (dJ 

40 50 

(e) 

40 50 /0 
- / +/ 

60 60 

-1 +I 
go 30 

-t- i -1 + 1 - f 

(9) ( h) 

5. táblázat. 
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(Ez az eredmény is előrelátható volt, mivel a felcserélés 30 · 1 = 30-al 
csökkenti az összköltséget.) 

Isméíeljük meg a műveletet mégegyszer, anélkül, hogy a tábláza-
tokat bemutatnánk: 

/Ju, = 6 - 4 + 5 - 4 = 3 
cl.,,= 9 - 2 + 3 -7 = 3 
J,i=6-3+2-4=1 
Ői, -· 4 -· 3 + 2 -1 = 2 
ö24=5-3+2-4+5-4=1 
ü:11=2-·5+4-1=0 
tÍ:tl = 6 - 5 + 4 - 2 = 3 
/J.15 = 8 - 5 + 4 - 2 + 3 - 7 = 1. 

Semmilyen felcserélés sem csökkentheti a költséget tovább, mert 
minden /j pozitív. Ebből azt a következtetést vonhatjuk le, hogy nem 
lehet jobb megoldást kapni. Viszont van egy ezzel egyenértékű megoldás, 
mert az egyik ó zérussal egyenlő. A /J,'12-vel való felcserélés a 7. táblá
zat szerinti megoldást adja. 

6. tálázat 7. táblázat 

' ' 1 -1 
10 50.401 1 

--!--'·-- ---

30 90 120 

40 20 : 40 1 i l 100 

--'-·-'--:-1 
____ I ~1 __ ,~ 120 

L_~j 90 120 

100 

30 1 90 120 

40 50 70 90 90 40 50 70 90 90 

Ezzel a megoldással ugyanazt az értéket kapjuk. (Valójában végtelen 
sok az optimumnak megfelelő megoldást kaphatunk abban az esetben, 
ha a 3,2 rekeszbe 30-nál kisebb értékeket programozunk. De ezek már 
nem bázismegoldások.) 

z = 40·4 + 20,1 + 40,2 + 30·3 + 90•7 + 30·2 + 90·4 = 1400. 

Az olvasó e példa segítségével pontosan megsemmisítette az ilyenfajta 
problémák természetét, ezután általánosabb formában fogalmazhatjuk 
meg a szállítási problémákat, 

A lineáris szállítási probléma abból áll, hogy olyan szállítási sémát 
keressünk m számú megadott feladópont (ahol a1 (i = 1,2 ... , m) anyag
mennyiségek állnak rendelkezésre), valamint n számú. rendeltetési hely 
között (2. ábra) ahol b 1 (j = 1,2 , .. , n) szükségletek merülnek fel, hogy 
az összes szá!!!tási (távolság) minimális legyen. Ebben a problémában 
ismerjük a feladópontok és a rendeltetési pontok közötti távolságokat 
megadó mn értéket: 

i= 1,2, ... , m 
Cu ~ 0. 

j = 1,2, . . . , n . 
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b2 bn 
rendeltetési hely 

2. ábra. 

li'eltételezzük, hogy az összes szükséglet egyenlő az összes rendelke
zésre álló elszállítandó mennyiséggel: 

n n 

.Z a, = .Z b 1 a 1 > 0, b.1 > 0. 
1=1 ]=1 

!la nem igy lenne, vagyis ha az összes rendelkezésre álló elszállítandó 
anyagmennyiség nagyobb lenne az össz-szükségletnél, akkor fiktív kiegé
szítő rendeltetési helyet vennénk fel, s így kielégítenénk az egyenlőséget. 
Ha ;:11 -vei jelöljük az i-edik feladópontról a j-edik rendeltetési pontra 
szállított anyagmennyiséget, akkor az xu (i = 1,2 ... , m, j = 1,2 ... , n) 
együtthatókból alkotott táblázatot szállított mennyiségek mátrixának vagy 
szállítási sémának nevezzük. 

36 




