Szallitasi feladatok megolddsa matematikai
modszerrel

(Egy valtozat)

Dr. Schleider Jézsef pa.

Kidolgozasra keriild modelljeinkben mindig arra torekszunk, hogy
mind a feltételekben szerepl6 fliggvények, mind a célfiiggvények line-
iris fliggvények legyenek. Ennek igen nagy jelent6sége van. Matemati-
kailag csak ez a feltevés bizonyitja azt, hogy viszonyaink a lehetséges
megolddsok halmazét és az optimélis programok elhelyezkedését illetGen
egyszerfien dttekinthet6k legyenek. Masrészt, a jelenleg rendelkezésre
All6 elektronikus szamitéberendezéseken is elsGsorban nagyméretd line-
aris problémikat tudunk gyorsan megoldani.

A linearitds azt jelenti, hogy a vdltozék csek elsdé hatvdnyukon for-
dulnak elb, nem szerepel sem @ magasabb hatvdnyuk, sem a kiillénbdzé
vdltozdk szorzata, sem egyéb figgvényeik. Ami e sajitossAg gazdasdgi
tartalmat illeti: a linearitds a valtozék bizonyos ,additiv” és ,multiplika-
tiv”’ tulajdonsigainak teljesiilését jelenti. Az additivitds pl. a kévetkezd
médon nyilvanul meg: ha egy esztergapadon t1 6ran 4t I-es fajta alkat-
részt munkalunk meg és tz éran at Il-es fajtat, akkor a kétféle alkatrész
gyartisanak egylittes ideje 1y 4+ t;. Nyilvdnvald, hogy ez a feltevés elég
ésszerl, hacsak a gép atallitisinak az iddsziikséglete az I-es alkatrész
gyartdsdrdl a Il-es gyartdsara elhanyagolhatéan kicsi. Meg kell jegyezni
azonban, hogy nem minden termelési folyamatban teljesiil ez a sajatossag.

A multiplikativ sgjitossdy az emlitett példdban azt jelenti, hogy ha
valamely alkatrész egységének megmunkdldsa 4 o6rat igényel, akkor 10
db elkészitéséhez 40 6ra szitkséges.

A gyakorlatban azonban talilhatok olyan gazdasigi, mdszaki folya-
matok, amelyeknél ez a sajatossag nem teljesiil. Mindez azt jelenti, hogy
a linedris programozasi modellek linearitdsi feltételezése nem minden
esetben tlikrézi teljes pontossiggal az objektiv valésdg Osszefilggéseit.

A gyakorlati tapasztalatok mindezek ellenére széles kérben arra
mutatnak, hogy a gazdasagi &Gsszefiiggések nagy része ténylegesen line-
aris — legalabb is a megfigyelés pontossiginak hetdrain beliil, Az &ssze-
fiiggések egy masik része bar nem linearis, de attdl nincs nagyon messze,
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Ezért a ténylegesen nem egyenes vonalat elfogadhato pontossdggal meg
lehet kozeliteni egyenes szakaszokbél 4116 tért vonallal és ilyen médon
mégis biztositani lehet a modellek linedris voltat. Végiil vannak esetek,
amikor tudatosan le kell mondanunk a pontossignak egy bizonyos foki-
rél annak érdekében, hogy egyaltalin médunk legyen modellek alapjan
szdmolni. Sokan idegenkednek a linedris modellekt§l — mondva, hogy
a gazdaségi Osszefiiggések nem linedrisak, BAr mint erre ramutattunk,
ez a tény magdban — fgleg hosszabb lejarati dontések esetében igaz —
mégsem ok erre az idegenkedésre. Nem szabad ugyanis elfelejteni, hogy
a gazdasagi problémék megolddsira feldllitott matematikai modellekkel
szemben nem szabad a valésaghfiségnek valamilyen ,abszoltt” igényt
tdmasztani. Leghelyesebb, ha mindig azt vizsgaljuk, hogy jobb pontosabb
megoldis, meghizhatdbb eredményt ad-e, mint a mas, rendelkezésre
allo, sz6bajéhets, vagy alkalmazott médszer. Mérpedig az un. hagyomi-
nyos tervezés gondolkoddsmodja minden kériilmények kézétt hajlands
linedris felvetésekb6l kiindulni és ez rendszerint csak azért nem olyan
viligos, mert nem kell feltétleniil megmondani. A matematikai modellek
vilagdban ilyen természetd diszkréciéra nincs lehetfség. A mi modell-
jeink pl. mar cimiikben viselik azt, hogy linedris modellekr3] van s26.

Még egy fontos feltételezésre kell azonban a linearitasi feltételezésen
kivill a figyelmet felhivni. Ez pedig abban &ll, hogy a lehetséges meg-
olddsok halmazdn beliil viltozdink tetszdleges valés szdmértéket felvet=
hetnek. A gyakorlatban ez annak a feltételezését jelenti, hogy médunkban
all a valtozok mértékegységéill kis mértékegységet valasztani, MAsszo-
val az a tevékenység, amelyet a szoban levs valtozs kifejez, tetsz6legesen
kis részekre oszthaték. Ez a feltevés bizonyos gazdasagi Gsszeftiggések-
ben teljesen jogosult. Pl napgy tomegben termelt és kis egyedi értékd
termékek termelési szintjeit kifejezé valtozékat minden kiilonds fenn-
tartds nélkiil folytonosan valtozénak tételezhetjiik fel. Ugyanakkor nagy
egyedi értékd termékek esetében ez a feltételezés kdzgazdasdgilag mar
elfogadhatatlan. Ha példaul azt kell eldénteni, hogy egy hajégyar milyen
valasztékban termelje a kiilénbéz8 hajotipusait, akkor értelmetlen az
olyan megoldds, amely eredménycként valamelyik tipusbél tortszamd
hajot kellene elkésziteni.

Ilyen esetben a viltozékra, vagy azok egy részére tovdbbi korldtozdst
kell bevezetniink. Nevezetesen ki kell ktniink, hogy a lehetséges meg-
olddsnak csak olyan megolddst tekintiink, amely nem negativ. Ez eleget
tesz az Osszes feltételnek és ezen feliil egészértéhil. Fz a feltételezés
azonban gybkeresen megvéltoztatja a probléma jellegét. Mig e kikotds
nélkiil, a lehetséges megolddsok halmaza altaldban konvex poliéder,
addig az egészértékiség kikdtése utdn a lehetséges megolddsok halmaza
lesz(ikdl a feltételek altal megszabott konvex poliéder egészértékd pont-
jainak — dn. rdespontjainak — halmazara. Ez 2 halmaz mar nem konvex,
hanem bizonyos diszkrét pontok sszességéb6l all, Ilyen esetben az 4lta-
lanos jellegli feladatok megoldédsa kivezet a szorosabb értelemben vett
linedris programozéds terliletérél és specialis eljarasokat igényel.

Osszefoglalva megallapithats, hogy a linedris programozdsi model-
lek két alapvetd feltételezése a linedritds és a vdltozdk folytonosnak vald
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jeltérelezése. Azt, hogy ezek a feltételezések adott konkrét probléma
esetében elfogadhatok-e vagy sem, mindig megel6zd gazdasigi elemzés-
sel kell elddnteni.

Az elébbiek figyelembevételével hadtépszolgilatban a linedris prog-
ramozasi feladatok — tébbek kozétt — az alabbi teriileteken alkalmaz-
hatok:

— a rendelkezésre allé anyagok, optimalis elosztisa birmely két
tényezd fliggvényében;

- az 6tkezési vilaszték megallapitdsa adott iddszakban (hénap,
negyedév) a receptira figyelembevételével, ezen beliil az évszaknak meg-
felelden;

-~ az elrendelt kalériamennyiség allandé szinten valé tartdsa a ki-
képzési feladatnak megfelelden;

— a ruhdazali és felszerelési igény megallapitasa az illetmény, a 1ét-
szAm és az eihasznalodas fiuggvényében;

— a minimalis—maximalis mutaték aktualizdldsa a tényleges el-
hazznalédastél fiiggéen, a ruhizati ellatasban;

— a szolgaltatasi illetmény (pl. mosatas) optimalis felhasznéldsa, az
eléirt tiszta ruha (csere) és a léiszam figyelembevételével;

-- az lzemanyag fogyasztdsi keret gazdasdgos {miniméilis) felhasz-
nalisa a gépkocsik szama, mozgdsa, a kiképzési és szallitdsi feladatok
raradéktalan ellitiasa mellett;

— a rendelkezésre allé csapathitelek optimailis felhasznaldsa a kolt-
ségvetési iételek (jogcimek} dtcsoporfositasa utjan;

— a csapathitel normdk (pl. tiizelanyag, dramdij, egyéb energia, kiz-
mdij stb.) akiualizdlasa a tényleges felmeriiléstsl fiiggden.

Az elébbiekben felsorolt feladatok mindegyike érdekes és &nallo
témaként jelentkezik. Mivel egy cikk keretén beliil mindegyikre kitérni
nem lehet, Ogy gondoljuk, hogy legcélszeriibb foglalkoznunk a linearis
sz&llitdsi programokkal, mert megoldisuk semmilyen bonyolult mate-
matikai eszkézt sem igényel és napjaink egyik aktudlis problémdja.

Mieldtt altaldnossagban megvizsgdlunk bizonyos, a szallitdsi problé-
makkal kapecsolatos linedris programozasi tipusokat, egy egyszerl pél-
dan bemutatjuk éket. Mivel a szallitasi problémékra vonatkozd szdmitdsok
igen elemiek, az aldbbiakban le is irjuk ezeket.

Hérom raktarban {(felvételezé helyen), az A-ban, B-ben és C-ben,
100, 120, illetve 120 tonnidnyi anyagunk van. Az anyagot 6t helyre szal-
Litjuk; az 1. egységnek 40, a 2-nak 50, a 3-nak 70, a 4-nek 90, és az
S5-nek 90 tonna anyagot kell kapnia. Az 1. dbra mutatja be az elvégez-
hetd szallitdsok sémdijat.
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1. dbra.

Az 1. tébldzat adja meg az anyag bizonyos egységének szdllitasi
tavolsdgit. Példaul a szallitasi tdvolsdg a B raktartdl a 4. egyégig 5 km.

Olyan szdllitdsi programot kivdnunk kidolgozni, hogy a 340 tonna
szdllitdsdnalk tdvolsdga minimdlis legyen.

Mutassuk meg eldszor, hogy az ilyen probléma 15 valtozét tartal-
mazé és 7 fliggetlen egyenletbsl 4116 feladatot alkot. Ugy szédmozzuk a
viltozékat, hogy azok megfeleljenek az 1. tdblizat sorainak és oszlopai-
nak.

Célfliggvény:
min z = 4y + X2 + 2Xy3 + 6Xq4 + 8x45

+ 6xg1 + 4%z + 3xa3 + Sxgq + Txog
+ 5xa1 F 2x32 + 6x33 + 4x34 + 835

1. tébldzat 2. téblazat
1. 2. 3. 4, 5. 1. 2, 3. 4, 5.
' !
A 4 1 2 8 9 100 A 40 | 50 10 100
B 6 4 3 5 i 120 B 80 80 120
cl 5| 2] 86 4 | 8 | 120 C | 30 { 90 | 120
.40 50 70 80 90 40 50 70 90 90
Korlatozd feltételek:
X11 + Xi2 + X3 + X1+ Xi5 = 100
%+ Xoz + xo3 + Xos + Xa5 =120
%yt + Xaz-+ Xay + Xt + xas =120
' Xys + xu -+ Xy = 40
X192 -+ x99 + X3 = 50
¥13 -+ Xog + X5 = 10
¥14 + X0 + X34 = 90

X5 + X5 + X35 = 90
Ez a nyole korlatozd feltétel azonban nem fliggetlen egymastol, mert
fennall a kovetkezd egyenloség:
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Az Ssszes elszallitott anyag = az Osszes Atvett anyaggal
100 -+ 120 4 120 == 40 <4~ 50 4 70 4 90 -+ 90 = 340

Végiil tehat nem nyole, hanem csak hét fiiggellen korlitozé feltételiink
van, A bazismegoldiasokban N — M = 15 — 7 = 8 zérussal egyenld
valliozé van. Az ilyen program optimumat kiszamithatjuk matematikai
algoritmusok segitségével, azonban az ilyen természet(i problémak kii-
lonleges struktiraja miatt elénybdsebb egy igen egyszeri elven alapulé
kiilonleges modszeri alkalmazni, amelyet felséfokt matematikai ismeretek
nélkiil is kénnyen megérthetiink és alkalmazhatunk,

Szamitsunk ki egy bazismegoldist az egyszer(i, Ugynevezett észak-
nyugati sarokszabdly segitségével. A szallitott mennyiségeket megadd
tablazat északnyugati sarkdbdl indulunk ki, Az elsé sor és az elsé oszlop
talaikozdsahoz beirjuk az elszdllithaté mennyiség (100) és a sziikséglet
(40) koziil a kisebbiket. Tehat a 40-et irjuk be. Az elsd sort (vagy maés
példa esetében az elsd oszlopot) addig folytatjuk, amig szallithaté anyag-
mennyiség marad (vagy amig sziikséglet marad — maés példa esetében).
Ennek alapjan a kovetkezéket kapjuk:

x9; = 40, %3 =050, xi3 =10, X4 =X5=10

Ezutan kielégitjilk a keresletet a harmadik oszlopban, majd kime-
ritjiilk a masodik sorban. Igy a kivelkez§ értékeket kapjuk: .

Xy = Xp =0, xp =60, X4 =200, x5=0.

Elégitsiik ki ezutdn a szilkségletet a negyedik oszlopban, majd me-
ritsiik ki a rendelkezésre 4alld anyagmennyiséget a harmadik sorban,
tehat:

Xy = Xz ==Xgz3 = 0, Xg4 =30, x5 = 90.

fgy bazismegoldast kaptunk (2. tiblazat). Szamitsuk ki az Sssztavol-
sagot:

=40-4450-1+10-2+ 6034 60-5+ 30-4 + 90-8 = 1550.

Ezutdn ebbdl a megoldédsbol kiindulva ) kisebb $ssztdvolsdgnak meg-
lelelé, de még legalabb nyolc zérussal egyenld valtozdt tartalmazé meg-
oldast kereslink.

Hogy elénybsebb megoldast kapjunk, tegyiik fel, hogy egységnyi
anyagol programozunk az 1,4 rekeszbe (elsé sor, negyedik oszlop, 3/a
tdblazat) ebben az esetben az 1,3 rekeszb8l egységnyi anyagot el kell
vonni, a 2,3 rekeszhez egységnyi anyagot hozzd kell adni és végiil a 2,4
rekeszbdl egységnyi anyagot el kell vonni, Az egységnyi anyagnak ez a
kolesonds felcserélése az 1,4 rekesz esetében dy; értékkel valtoztatja az
Ossztavolsdgot.

Ezt az értéket konnyen megéllapithatjuk, ha megvizsgaljuk az
anyagegységre esd széllitdsi tdvolsagok tdblazatat (1. téblazat)

Jy=06—2+3—5=2

d eértékek az egységnyi viltozds eltéréseit fejezik ki, ha az egyik
bézisrél a misik bazisra tériink 4&t, ezek a margindlis egységtavolségok.
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Ugyanilyen médon szdmithatjuk ki az ilyen felcserélések eredmé-
‘nyét a tébbi rekesz esetében is:

3/» tablazat: b5=9—2+3—5+4—8=1

3/c tablézat: g =6—3+2—4=1

3/d tablazat: Spy=4—3+2—-1=2

3/e tablazat: Js=T-—-5+4—8=2

3,”; iablézat: 63135,_4—]—5__3—]—2_.4::1

3/g tabldzat: fpp=2—4+5—-3+2—-1=1

3'h  tablazat: fy3=06—4+5--3=4.

Keressitk meg ezutin, hogy melyik felcserélés csdkkenti a tdvolsagot.
Ehhez az sziikséges, hogy a & negativ legyen, vagyis da; = —2 esetében
csbkken a tdvolsag. Azonban egységnyi anyag athelyezése helyett tegylik
ezt a lehet6 legnagyobb szAmu anyagmennyiséggel. Erre a célra valasszuk
ki a lépceSben a legkisebb értéket, amely olyan rekeszben szerepel, ahol
{(—1-et talalunk. A 3/e tdblizat szerint ez a 2,4 rekesz, ahol a 60 sza-
mot taldljuk. Tehat a 60-at Atvisszik a 2,4 rekeszbdl a 2,5 rekeszbe,
hogy kielégitsiik az elszallitandé mennyiségekre és a kielégitendd sziik-
ségletekre vonatkoz6 koévetelményeket, irjunk 90-et a 30 helyett a 3,4
rekeszbe, és 30-at a 90 helyeit a 3,0 rekeszbe.

Tgy a kovetkez6t kapjuk

4o { 50 10 {00
60 60 | 120
90 1 30 | {20

L 50 70 90 90
4. tablazat

Az ennek megfelel§ tavolsag:
z=40.4+50-1+ 10-2+ 60-3 4 60-7 + 90-4 + 30-8 = 1430.

Ez az eredmény elérelathaté volt, mert ha egységnyi termék felcseré-
lése 2-vel cstkkentette az Sssztavolsagot, akkor 60 felcserélése 120-al csdk-
kenti.

Fzzel az j megoldassal megismételjiik az elébbi szdmitdsokat. Az 5.
téblazat alapjan a kovetkezdket kapjuk (dolgozzuk ki ©&nalléan):
' 5/a. tAblazat: 3 =6—2+3—-T+8—4=14

5/b. t4blazat: S5is=9—3+2--7=3

5/c. tablazat: fy=6—34+2—4=1

5/d. tablazat: dp=4—3+2—1=2

5/e, tablazat: fy=5-—748—4=2
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5/f. tablazat: 0y =5—84+7—383+4+2—4=—1

5/g. tablazat: e =2—84+7—34+2—1=-1

5/h. téblazat: dp3=6—8+7—3=2

Valaszthalunk ¢y és a dgz koézitt, amelyek egyforman {—1)-et ad-
nak. Valasszuk példdul dy-et. Vegylink annyi egységet, amennyi az
5(f) tabldzat olyan rekeszeiben szerepld legkisebb szamnak felel meg,

ahol (—1)-et talalunk. 30 egységet cseréliink fel a 3,1 rekeszbdl kiindulva.
Igy a 6. tablézat szerinii megolddst kapjuk, Ennél az ossztavolsag

z=10-4450-1+40-2+4+30.3+90-7+ 30.5 + 90.4 = 1400

L0 §0.1 40 40,7 50 HY)
1| +4 - + 4
60 50 [ 60
+1 - +i -1
g0 /130 90 |30
—~t L+
(a} (k)
40 50 I 40 50 i
-1 +1 -1 41
60 B0 &0 60
+{ -1 +1 ~1
g0 30 a0 /130
(¢) (d)
up /| 50 to 4o 50 /10
-4 + 1
60 50 4o |5 60 60
+ | -1 -1 vkl
g0 130 : 90,71 30
|+ +19 -1
(e) (f)
40,7150 7110 kg~ 50710
-4+
60 60 50 60
-{ yal -1 +1
g0 1 30 go A 30
+1 —{ + { -
(9) (h)
5. tdbldzat,



(Ez az eredmény is elbreldthaté volt, mivel a feleserélés 30.1 = 30-al
csilckenti az Gsszkéltséget.)

Isméieljilk meg a mdveletet mégegyszer, anélkiil, hogy a tabléza-
tokat bemutainink:

Sy =6—4+5—4=3

d5=9—24+3—-7=3

Jyy=6-—3+2-—4=1

dp=4—34+2—-1=2

by =56—3+2—44+5—4=1

dp=2—-54+4—1=0

O3=6--54+4-—2=3

03 =8—54+4—24+3-—-7=1

Semmilyen feleserélés sem cstkkentheti a kéltséget tovabb, mert
minden 4 pozitiv. Ebb8l azt a kivetkeztetést vonhatjuk le, hogy nem
lehet jobk megolddst kapni. Viszont van egy ezzel egyenértékid megoldas,
mert az egvik ¢ zérussal egyenld. A dmp-vel valé feleserélés a 7. {abla-
zat szerinti mepoldést adja.

6. talazat 7. tablazat
10 | 50 40 | { | 100 40 | 20 , 40 | ! 100
—_——
30 . g0 | 120 30 ! 90 | 120
30 90 120 30 | 90 120
40 5 70 90 90 40 50 70 90 90

Fzzel a megolddssal ugyanazt az értéket kapjuk. (Valéjaban végtelen
sok az optimumnak megfeleld megoldast kaphatunk abban az esetben,
ha a 3,2 rekeszbe 30-nal kisebb értékeket programozunk. De ezek maér
nem bézismegoldasok.)

z=40.-4+20-1+40-2+30-3+90-7+ 30-2 + 90-4 = 1400.

Az olvasé e példa segitségével pontosan megsemmisitette az ilyenfajta
problémak természetét, ezutdn Aaltaldnosabb formdban fogalmazhatjuk
meg a széllitdasi problémakat.

A linedris szdllitdsi probléma abbdl dll, hogy olyan szdllitdsi sémdt
keressiink m szdmd megadott feladopont (ahol a; (1=12... m) anyag-
mennyiségek allnak rendelkezésre), valamint n szdmt rendeltetési hely
kézdtt (2. Abra) ahol by (j=1,2..., n) szitkségletek meriilnek fel, hogy
az Osszes sxdllitdsi (tdvolsdg) minimdlis legyen. Ebben a probléméban
ismerjik a feladdépontok és a rendeitetési pontok kozitti tdvolsagokat
megadé mn értéket:

Cyj oy 5 0
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Feltételezziik, hogy az Osszes sziikséglet egvenld az &sszes rendelke-
zésre allo elszallitandd mennyiséggel:

n n
283":2 b1 al>05 b_1>0.
1=1 1=1

Tla nem igy lenne, vagyis ha az &sszes rendelkezésre 4llo elszdllitandé
anyagmennyiség nagyobb lenne az gssz-sziikségletnél, akkor fiktiv kiegé-
szité rendelietési helyet vennénk fel, s igy kielégitenénk az egyenldséget.
Ha x4y -vel jeldljilk az i-edik feladéponirél a j-edik rendeltetési pontra
szallitott anyagmennyiséget, akkor az x; {i=12.., m, j=12.., n)
egyiitthatolkbol alleotott tdbldzatot szdllitott mennyiségek mdtrixdnek vagy
szdltitdsi sémdnak nevezzilk.
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