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ELŕSZč 

 

Tisztelettel kºszºntºm a felsŖoktat§sban Matematik§t, Fizik§t ®s Informatik§t Oktat·k 

XXXVI. Konferenci§ja tudom§nyos kºzlem®ny®nek olvas·it.  

 

Kiadv§nyunk a K§roly R·bert FŖiskola tudom§nyos kºzlem®nyei k¿lºnkiad§sa. 

 

A K§roly R·bert FŖiskola ®s a Gazdas§gmatematika ®s Informatika Tansz®k oktat·i 

megtiszteltet®snek vett®k, hogy 2012. ®vben megrendezhett®k a konferenci§t ®s 

igyekeztek a hagyom§nyoknak megfelelŖ keretet biztos²tani a 35 ®ves m¼ltra 

visszatekintŖ rendezv®nynek. A MAFIOK konferencia 1976-·ta ®vrŖl ®vre lehetŖs®get 

ad a tan®vkezd®s elŖtt a felsŖoktat§sban oktat·k ®s kutat·k sz§m§ra, hogy kºzz®tegy®k a 

matematika, fizika ®s informatika ter¿let®n el®rt leg¼jabb kutat§si eredm®nyeiket, 

oktat§si tapasztalataikat. A konferencia fŖbb t®makºrei:  

Å a korszerŤ fizika tan²t§s ®s tanul§s ¼j ¼tjai ®s t§vlatai 

Å oktat§sfejleszt®s a matematika, informatika t§rgyakban, 

Å a megl®vŖ oktat§si potenci§l hat®konyabb kihaszn§l§sa, 

Å sz§m²t·g®pes rendszerek a felsŖoktat§sban, 

Å a felsŖoktat§s alapoz· t§rgyainak oktat§s-m·dszertani probl®m§i, 

Å kutat§si, fejleszt®si eredm®nyek, 

Å mesterk®pz®sbe val· bekapcsol·d§s gondjai ®s tapasztalatai. 

 

A konferencia 2012. augusztus 27 ï 29. kºzºtt ker¿lt megrendez®sre Gyºngyºsºn, 

amelyet tºbb mint hetven oktat· tisztelt meg jelenl®t®vel. Az elsŖ napon h§rom plen§ris 

elŖad§st hallottunk, m²g a m§sodik ®s harmadik napon kºzel 60 szekci· elŖad§s hangzott 

el. A konferencia DVD-j®n nyomon kºvethetŖ a teljes rendezv®ny, tal§n n®gy elŖad§s 

kiv®tel®vel. 

 

A lektor§lt tanulm§nyokat a K§roly R·bert FŖiskola Acta Carolus Robertus tudom§nyos 

kiadv§nykºtet®nek jelen k¿lºnsz§m§ban tessz¿k kºzz® ®s rem®lj¿k, hogy a kiadv§ny 

olvas§sa hasznos ºtletekkel szolg§l mind az oktat§s ®s kutat§s, mind a jºvŖ ®vi 

konferenci§ra val· felk®sz¿l®s ter¿let®n.  

 

A konferencia szervez®s®hez ny¼jtott szervez®si ®s szakmai seg²ts®g®rt kºszºnetet 

mondunk az orsz§gos programbizotts§gnak, a matematika, fizika, informatika ter¿letek 

t®mafelelŖseinek. Kºszºnj¿k a FŖiskola vezet®s®nek a rendezv®ny folyamatos 

t§mogat§s§t, a M§trai ErŖmŤ ZRt.-nek mint fŖ szponzorunknak a p®nz¿gyi ®s szakmai 

t§mogat§st ®s a szervezŖ bizotts§g tagjainak a sz²nvonalas megrendez®shez ny¼jtott 

lelkes munk§j§t. 

 

Dr. T·th Zolt§n 

a szervezŖbizotts§g elnºke 
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FADIAGRAMOK ALKALMAZ ĆSA A VALčSZĉNţS£G-SZĆMĉTĆS 

TANĉTĆSA SORĆN 

 

DEBRENTI EDITH 

 

¥sszefoglal§s 

 

A vil§gr·l szerzett inform§ci·ink nagy r®sz®t a szem¿nk seg²ts®g®vel fogadjuk be, a 

vizual²t§snak nagy szerepe van az ®let¿nkben. ĉgy a t§rgyi ®s k®pi reprezent§ci·knak 

fontos szerepe van a tanul§si folyamatban, a szeml®letes oktat§s seg²t a fogalmak 

m®lyebb meg®rt®s®ben, ezt sz§mos pszichol·giai kutat§s is bizony²tja. Az emberek 

jobban eml®keznek egy fogalom vizu§lis aspektuaira, mint az analitikus szempontokra. 

A nemzetkºzi matematikadidaktikai szakirodalomban erŖsºdik az a felfog§s, hogy a 

vizu§lis reprezent§ci·kat a felsŖfok¼ oktat§sban is alkalmazni kell, ezzel is seg²tve a 

meg®rt®st. 

 A klasszikus val·sz²nŤs®g-sz§m²t§s tan²t§sa sor§n j·l haszn§lhat·k a fadiagramok, 

melyek fŖleg tºbbl®pcsŖs k²s®rletekn®l, sokkal §ttekinthetŖbbek, j·l ®szrevehetŖ, l§that·  

rajtuk az ºsszes kimenetel.  

Egy gyºk®rtŖl kiindulva k¿lºnbºzŖ utakat rajzolunk az egym§st kiz§r· eredm®nyekkel, 

amelyek a k²s®rlet elsŖ l®pcsŖj®ben fell®pnek, ®s ell§tjuk a megfelelŖ val·sz²nŤs®gekkel. 

Onnan a tov§bbi l®pcsŖk kºvetkeznek. J·l szeml®ltethetŖ fadiagrammal a teljes 

val·sz²nŤs®g t®tele ®s a Bayes-t®tel is. Az elŖad§sban a val·sz²nŤs®g-sz§m²t§s tan²t§sa 

sor§n ®szlelt tapasztalataimr·l is sz· esik. 

 

Kulcsszavak: val·sz²nŤs®gsz§m²t§s, matematikaoktat§s, reprezent§ci·k, fadiagramok, 

dºnt®si f§k 

 

Using of the tree diagrams in teaching of the probability theory 

 

Abstract 

 

We collect the most part of the information from the world around us with the help of 

our eyes. Our visual ability plays an important role in manôs life. Thus the visual and 

symbolic representations are of great help in learning. The use of visual aids in the 

process of teaching leads to a better understanding of the concepts. The same fact has 

been proved by many psychological experiments, too. 

In teaching the probability theory we can use with great success the three diagrams 

which, mainly in the case of multilevel experiments, can give us a much clearer view of 

the problem, they are easy to look over or grasp their view and can show us an overall 

representation of the case. Starting from the same root, we can draw different 

ramifications which can be marked with their appropriate value of probability. Hence 

the next stages continue. The total probabilityôs theorem and Bayesô theorem can be 

clearly represented on a tree diagram. 

In my lecture I shall also deal with the experiences I had in teaching the probability 

theory. 

 

Keywords: probability theory, teaching of the mathematics, representations, tree 

diagrams, decision trees 
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Bevezet®s 

 

A gazdalkod§si ®s kºzgazdas§gi alap- ®s mesterszakok tanterveiben sz§mos matematikai 

t§rgy szerepel, tºbbek kºzt a val·sz²nŤs®gsz§m²t§s is. A modern tudom§nyos 

eredm®nyek kºzºtt sz§mtalan olyan tºrv®nyszerŤs®g van, amely val·sz²nŤs®gi 

ºsszef¿gg®seken alapszik, az atomelm®let, a statisztikus fizika, a modern biol·gia, a 

genetika, szociol·gia ter¿let®n nincs komoly elŖrel®p®s statisztikus ®s val·sz²nŤs®gi 

fogalmak n®lk¿l. ĂA modern tudom§ny felfedezte, hogy az ¼n. val·sz²nŤs®gi 

szeml®letm·d magyar§zza meg helyesen a benn¿nket kºr¿lvevŖ vil§gegyetem alapvetŖ 

jelens®geit ®s az ®lŖvil§gban lezajl· folyamatok nagy r®sz®t is ez ²rja le j·l.ò 

(Kosztol§nyi et al, 2007). 

ĂA val·sz²nŤs®gi ®s korrelat²v gondolkod§s a pszichol·gi§ban is viszonylag ¼jabb 

kutat§si ter¿letek kºz® tartozik. Az elm¼lt ®vsz§zadok tudom§nyos vil§gk®p®t a 

mechanikus, az elŖre eldºntºtt, kisz§m²that·, determinisztikus szeml®let domin§lta, e 

sz§zad term®szettudom§nyos eredm®nyei viszont nagyobb r®szben a v®letlenszerŤ 

jelens®gekhez, a bizonytalans§gban fellelhetŖ szab§lyszerŤs®gekhez kapcsol·dnak.ò 

(Csap·, 1998) 

Piaget szerint a v®letlenszerŤs®g fogalm§t ugyan¼gy tanulnunk kell, mint sok m§s 

gondolkod§si elemet. (Piaget, 1975)  

 ĂAzt tapasztaltam, hogy a val·sz²nŤs®gsz§m²t§s matematikai elm®let®ben val· 

elm®lyed®shez ®s annak eredm®nyes felhaszn§l§s§hoz nem elegendŖ (b§r persze 

n®lk¿lºzhetetlen) a matematikai elm®let a c®lnak megfelelŖ m®rt®kben val· meg®rt®se ®s 

megtanul§sa: emellett sz¿ks®ges a val·sz²nŤs®gsz§m²t§s saj§tos gondolkod§sm·dj§nak 

elsaj§t²t§sa is.ò(R®nyi, 1973) R®nyi szerint k®t dolog sz¿ks®ges ehhez: az egyik a 

konkr®t alkalmaz§sokkal val· kºzelebbi megimerked®s, valamint az elvi k®rd®sek alapos 

meg®rt®se. 

 

Reprezent§ci·k 
 

ĂA matematika mŤvel®s®hez, matematikai gondolkod§shoz ®s kommunik§ci·hoz 

valamilyen m·don reprezent§lnunk kell a matematikai strukt¼r§k elemeit. A 

kommunik§ci· k¿lsŖ reprezent§ci·t k²v§n nyelvi eszkºzºk, ²rott szimb·lumok, §br§k, 

t§rgyak form§j§ban.ò (Lesh, Post ®s Behr, 1987) A k¿lsŖ reprezent§ci·k lehetnek: t§rgyi 

(materi§lis), k®pi (vizu§lis) ®s szimb·likus (besz®lt nyelv, ²rott nyelv, szimb·lumok). 

Ahhoz, hogy egy matematikai fogalomr·l gondolkodjunk, annak belsŖ (ment§lis) 

reprezent§ci·j§ra van sz¿ks®g, hogy agyunk oper§lni tudjon ezen reprezent§ci·kkal. A 

k¿lsŖ reprezent§ci·val szemben a belsŖ reprezent§ci· nem hozz§f®rhetŖ, kºzvetlen¿l 

nem kutathat·. A kognit²v pszichol·gia kutat·inak k®t hipot®zise van a 

reprezent§ci·kkal kapcsolatban: 1) L®tezik kapcsolat egy fogalom k¿lsŖ ®s belsŖ 

reprezent§ci·i kºzºtt. A belsŖ reprezent§ci·kra, azok minŖs®g®re a k¿lsŖ 

reprezent§ci·kkal v®gzett manipul§ci·kb·l kºvetkeztethet¿nk. 

2) A belsŖ reprezent§ci·k kapcsolatban §llnak egym§sal, egy h§l·zatot alkotnak, ez a 

matematikai fogalmak, elvek kapcsolat§t, ºsszef¿gg®seit jelenti. A kºzt¿k l®vŖ kapcsolat 

szimul§lhat· a megfelelŖ k¿lsŖ reprezent§ci·k kºzºtti kapcsolatok ki®p²t®s®vel, 

l®trehoz§s§val. (Ambrus, 2000) ĂA k¿lsŖ matematikai reprezent§ci·k, p®ld§ul az §br§k, 

a szºveges meghat§roz§sok befoly§solj§k a belsŖ reprezent§ci· term®szet®t. a kapcsolat 

ford²va is igaz: az a m·d, ahogy egy tanul· tud§s§t megjelen²ti, k¿lsŖleg reprezent§lja, 

az felt§r valamit abb·l, ahogy Ŗ belsŖleg reprezent§lta az inform§ci·t. (Dobi, 1998) 
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A k¿lsŖ reprezent§ci·k kºz¿l a szimbolikus fejezi ki legtºmºrebben ®s 

legabsztraktabban az adott elvet, fogalmat. Viszont a t§rgyi ®s a k®pi reprezent§ci·k 

seg²ts®g®vel a tanul·k jobban meg®rtik a fogalom, az elv l®nyeg®t, jelentŖs®g®t, ®rtelmes 

lesz sz§mukra (sensemaking). A konkr®t, vizu§lis reprezent§ci·hoz val· visszat®r®s 

seg²theti a meg®rt®st. Az emberek jobban eml®keznek egy fogalom vizu§lis aspektusaira, 

mint az analitikus szempontokra, mert az eml®kezet jobban tud oper§lni k®pekkel, mint 

szavakkal. (Ambrus, 2000) A h§romf®le k¿lsŖ reprezent§ci· spir§lszerŤ haszn§lata lenne 

c®lszerŤ az oktat§sban. Sikeresebb a tanul§si folyamat, ha k¿lºnbºzŖ kognit²v 

m·dszerekre t§maszkodik, ha integr§lja a verb§lis, elemzŖ ®s vizu§lis tev®kenys®geket. 

Dienes Zolt§n a tºbbszºrºs megtestes²t®s elv®nek nevezi ®s ezalatt azt ®rti, hogy egy 

absztrakt fogalom meg®rt®s®hez sz¿ks®ges annak tºbbf®le konkr®t reprezent§ci·ja ®s a 

vel¿k val· manipul§ci·k birtokl§sa. (Dienes, 1973) 

A vizu§lis reprezent§ci· gyakran seg²t egy probl®ma felfog§s§ban, meg®rt®s®ben. A 

vizu§lis reprezent§ci·k haszn§lat§ra tudatosan kell nevelni a tanul·kat, sok gyakorlattal, 

t¿relemmel. A j· probl®mamegold·k ®ppen azzal tŤnnek ki, hogy a feladatnak legjobban 

megfelelŖ reprezent§ci·s m·dot v§lasztj§k ki, rugalmasan §tt®rnek algebrai feladatokn§l 

a geometriai reprezent§ci·ra. (Ambrus, 2000) 

ĂKonkr®t ®s vizu§lis reprezent§ci·k haszn§lata nem csak az ¼n. lass¼ tanul·k, illetve az 

als·bb oszt§ly¼ tanul·k sz§m§ra sz¿ks®gesek. E fajta reprezent§ci·k fontosak minden 

tanul· sz§m§ra ®s hasznosak a teljes tanulm§nyi folyamat sor§n.ò(Wittmann, 1998) 

 A hagyom§nyos didaktikai felfog§s szerint a vizu§lis ®s t§rgyi reprezent§ci·knak az 

als·bb oszt§lyokban van jelentŖs®ge, a felsŖbb oszt§lyokban a szimbolikus 

reprezent§ci·knak kell domin§lniuk. A nemzetkºzi matematikadidaktikai 

szakirodalomban erŖsºdik az a felfog§s, hogy a vizu§lis reprezent§ci·kat a felsŖbb 

oszt§lyokban, sŖt a felsŖfok¼ oktat§sban is alkalmazni kell. (Ambrus, 2000)  

ĂEgyik fajta reprezent§ci· sem tudja kiel®g²teni egy probl®ma megold§s§hoz, illetve egy 

szitu§ci· kezel®s®hez sz¿ks®ges felt®teleket, kºvetelm®nyeket. Ćltal§ban tºbbf®le 

reprezent§ci· alkalmaz§sa sz¿ks®ges. a matematikai tev®kenys®g sokkal hat®konyabb, 

ha a tanul· tºbbf®le reprezent§ci·t p§rhuzamosan haszn§l ®s ºsszekapcsolja azokat. A 

matematika ereje a reprezent§ci·kt·l f¿ggetlen tulajdons§gokban ®s a reprezent§ci·k 

kºzºtti kapcsolatokban rejlik.ò (Dreyfus, Eisenberg, 1996) 

 

Feladatok megold§sa fadiagramok seg²ts®g®vel 

1. Feladat: A ĂKi nevet a v®g®n?ò nevŤ t§rsasj§t®kban a j§t®kba val· bel®p®s felt®tele, 

hogy a dob·kock§val hatost dobjunk. Mennyi az es®lye annak, hogy valakinek 

legk®sŖbb az ºtºdik kºrben siker¿l hatost dobnia? 

Megold§s: a teljes val·sz²nŤs®g t®tel®t alkalmazzuk, ºsszegezz¿k az ºsszes es®lyt arra, 

hogy az elsŖ 5 kºrben beker¿lhess¿nk a j§t®kba, azaz lecs¼szunk minden §g§n a gr§fnak, 

amely hatoshoz vezet. 

 

. 
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1.§bra: Az 1. feladat fadiagramja 

Forr§s: Saj§t szerkeszt®s 

 

2.Feladat: Egy j§t®k fordul·kb·l §ll, ®s aki a fordul·t megnyeri, az kap egy pontot. 

Hogyan osztozkodjon k®t egyform§n k®pzett j§t®kos, Luca ®s Feri a j§t®k t®tj®n a j§t®k 

f®lbeszakad§sa eset®n, ha tudjuk, hogy a j§t®k megnyer®s®hez Luc§nak 2 pontra, Ferinek 

pedig 3 pontra lenne sz¿ks®ge? J§tsszuk le p®nzfeldob§ssal a j§t®k hi§nyz· fordul·it, ®s 

ebbŖl becs¿lj¿k meg az osztozkod§s ar§ny§t!  

Megold§s: Legyen egy feldob§s egy fordul·, ha fej, akkor Luca nyer, ha ²r§s, akkor 

pedig Feri. A j§t®kot a tov§bbiakban a gr§fon kºvetj¿k nyomon, ahol azt vizsg§ljuk meg, 

hogy mekkora val·sz²nŤs®ggel nyern® Luca a j§t®kot, illetve mekkora val·sz²nŤs®ggel 

Feri. Minden fordul·ban k®t lehetŖs®g van, vagy Luca nyer vagy Feri. Minden pontb·l 

k®t el§gaz§s van, a v®gpontokon l§that· annak a neve, aki nyer. Az ®lekre r§²rjuk annak 

val·sz²nŤs®g®t, hogy az ®l kezdŖpontj§b·l az ®l v®gpontj§ba jutunk. P®nzfeldob§s eset®n 

egyenlŖek az es®lyek, azaz mindkettŖ   -ed val·sz²nŤs®ggel nyeri a fordul·t. A gr§f 

csak addig §br§zolja a j§t®kot, am²g valamelyik j§t®kos meg nem nyeri. Ha a fa 

gyºker®tŖl az §gakon v®gigs®t§lva a fa level®ig ºsszeszorozzuk az ®lekre ²rt 

val·sz²nŤs®geket, megkapjuk, hogy mekkora val·sz²nŤs®ggel nyer valaki (szorz§si 

szab§ly). 

 

 
2.§bra: A 2. feladat fadiagramja 

Forr§s: Saj§t szerkeszt®s 

Sz§moljuk ºssze Luca nyer®si es®lyeit! 

. 

Feri nyer®si es®lye: .  

A nyerem®nyen teh§t Luca ®s Feri 11:5 ar§nyban kell osztozkodjon a j§t®k 

f®lbeszakad§sa eset®n. 
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Megjegyz®s: fontos, hogy a gr§f b§rmelyik el§gaz§s§n§l megjelenŖ k®t esem®ny (fejet 

vagy ²r§st dobnak) teljes esem®nyrendszert alkot, ez az®rt fontos, hogy a fa §gai kºzºtt 

ne legyenek §tfºd®sek. Az es®lyek ºsszegz®se egy j§t®kos eset®n tulajdonk®ppen a teljes 

val·sz²nŤs®g t®tel®nek az alkalmaz§sa alapj§n tºrt®nt. 

3.Feladat (Matlap 1012/4. sz§m): Egy p®nz®rm®t ¼gy cinkeltek meg, hogy a fej 

dob§s§nak val·sz²nŤs®ge ïn®l kisebb legyen. Ha a p®nz®rm®t k®tszer egym§s ut§n 

feldobjuk,  annak val·sz²nŤs®ge, hogy pontosan egy fej jelenjen meg. Mennyi a fej 

dob§s§nak val·sz²nŤs®ge? 

Megold§s: A fej dob§s§nak val·sz²nŤs®g®t nem ismerj¿k, ez®rt jelºlj¿k p-vel. ĉgy az ²r§s 

dob§s§nak es®lye 1-p. 

p(pontosan egy fej)= . 

A m§sodfok¼ egyenlet megold§sai   , illetve . Teh§t a fej 

dob§s§nak val·sz²nŤs®ge 0,2. 

 

 
3.§bra: A 3. feladat fadiagramja 

Forr§s: Saj§t szerkeszt®s 

 

4. Feladat: Egy gy§rban 10 g®p ugyanazt az alkatr®szt gy§rtja: 2 g®p eset®n a selejt 3%, 5 

g®pn®l 1,5% ®s 3 g®pn®l 1%. Felt®telezve, hogy b§rmelyik k®sz alkatr®szt ugyanakkora 

val·sz²nŤs®ggel v§laszthatjuk ki: a) mennyi az es®lye, hogy selejtes darabot v§lasztunk? 

b) mennyi az es®lye, hogy egy selejtes darabot ®ppen az elsŖ g®pcsoport gy§rtotta (®ppen 

az a k®t g®p, melyn®l a selejt 3%)? 

Megold§s: a) ,  

a teljes val·sz²nŤs®g t®tel®t alkalmaztuk, lecs¼szva minden §g§n a gr§fnak, amely 

selejteshez vezet (szorz§si szab§ly). 

b) Ha az elsŖ gr§fot fejre§ll²tjuk, kapjuk a  m§sodik gr§fot, azaz a feladat adatait a 

selejtess®g szempontj§b·l n®zz¿k ®s erre ®p¿l r§ a g®pek szerinti megoszl§s. (Bayes-

t®tel®t szeml®letesen tudjuk megjelen²teni gr§fok seg²ts®g®vel.) 

=0,36. 
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1.§bra: A 4. feladat fadiagramja 

Forr§s: Saj§t szerkeszt®s 

 

 

Kºvetkeztet®sek 

A matematika minden §ga felmer¿l a kºzgazdas§gi alkalmaz§sok sor§n. A 

dºnt®selm®letben a dºnt®si fa, mint kvantitat²v m·dszer seg²ti a dºnt®shoz·t a 

v§laszt§shoz k®sz¿lŖdve az alternat²v§k elemz®s®ben ®s a lehets®ges kºvetkezm®nyek 

®rt®kel®s®ben. (Zoltayn®, 2005) 

Az idei tan®vben 48 elsŖ®ves kºzgazd§sz hallgat·mnak egy f®l®ves val·sz²nŤs®gelm®let 

t§rgy keret®ben, elŖad§sokon ®s a gyakorlatokon is fadiagramok seg²ts®g®vel tan²tottam 

a t§rgyat, ezek seg²ts®g®vel vizualiz§ltuk az adatokat, a gr§fon reprezent§ltuk a 

klasszikus val·sz²nŤs®gelm®let alapºsszef¿gg®seit (a szorz§si szab§lyt, a teljes 

val·sz²nŤs®g t®tel®t, Bayes-t®tel®t, esem®nyek f¿ggŖs®g®t, illetve f¿ggetlens®g®t, stb.)  

Az ®vv®gi teszt sor§n ºsszef¿gg®svizsg§latot k®sz²tettem, t²z megoldand· feladat sor§n 

azt m®rtem, hogy a hallgat· h§ny feladat megold§s§n§l haszn§l gr§fot, illetve hogy ez 

hogyan f¿gg ºssze a hallgat· sz§zal®kos teljes²tm®ny®vel e teszt eset®n. A vizsg§lt 

mennyis®gek kºzºtti Person-f®le korrel§ci·s egy¿tthat· r = 0,4311. Ez az ®rt®k egy 

m®rs®kelten szoros kapcsolatra utal. (A hallgat·k fadiagram- alkalmaz§si gyakoris§ga ®s 

az §ltaluk kapott jegy kºzºtti korrel§ci· r = 0,4451, a jegy alakul§s§t 20%-ban hat§rozza 

meg, hogy haszn§lt vagy sem gr§fot a megold§s sor§n.) 

Saj§t tapasztalatom, ha kontrollcsoportk®nt a tavalyi hallgat·imat tekintem, hogy a 

meg®rt®sben sokat seg²tettek a gr§fok, a hangs¼ly nem a g®pies, rutinszerŤ 

alkalmaz§sokon volt, hanem a meg®rt®sen, az ºn§ll· gondolkod§son. A korrel§ci·s 

egy¿tthat· j·l jellemzi azt, hogy mennyire szorosan f¿ggenek ºssze a teszteredm®nyek 

®s az, hogy a hallgat·k milyen gyakoris§ggal haszn§lt§k a gr§fokat egy 

probl®mamegold§s sor§n:  

a hallgat·k 91,66%-a legal§bb egy feladat eset®n alkalmazott fadiagramot, kºzel 29,16% 

pedig legal§bb h§romszor alkalmazott gr§fot. 

Ha v§ltozatoss§ szeretn®nk tenni m·dszereinket, a fadiagram olyan m·dszer, eszkºz, 

mely seg²ti a tan§rt abban, hogy ®rdekesebb® tegye a matematika·r§t, hol ºn§ll·an, hol 

egy¿ttmŤkºdve lehet ¼jabb ®s ¼jabb tapasztalatokat szerezni, alkalmaz§suk lehetŖv® 

teszi az adatok, a feladatok jobb §tl§that·s§g§t, fejlŖdik a tanul·k probl®mamegold· 

k®pess®ge, elŖseg²ti a di§k akt²v r®szv®tel®t a tan·r§n.  
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GONDOLATOK A LAGRANGE -F¦GGV£NYEK EGYEN£RT£KţS£G£RŕL 

 

GAMBĆR KATALIN 

 

¥sszefoglal§s 

 

A leg-gel kezdŖdŖ jelzŖkkel ell§tott fogalmak §ltal§ban felkeltik ®rdeklŖd®s¿nket. A 

vari§ci·sz§m²t§s alkalmas a fizika k¿lºnbºzŖ diszcipl²n§inak egys®ges²t®s®re, ak§r 

klasszikus mechanik§r·l, elektrodinamik§r·l vagy modern t®relm®letekrŖl van sz·. Az 

egyes diszcipl²n§k alapegyenletei valamilyen vari§ci·s elv kºvetkezm®nyeik®nt 

sz§rmaztathat·k. AlapvetŖ fizikai mennyis®gekbŖl meg lehet konstru§lni egy olyan 

mennyis®get ï a hat§st ï amelynek a megv§ltoz§sa az elk®pzelt fizikai folyamatok kºz¿l 

ott a legkisebb, amely folyamat t®nylegesen megval·sul. A hat§s fel²r§s§hoz sz¿ks®ges 

f¿ggv®nyt Lagrange-f¿ggv®nynek, a legkisebb hat§s elv®t Hamilton-elvnek, az ebbŖl 

sz§rmaztathat· mozg§segyenleteket Euler-Lagrange egyenleteknek, ®s az eg®sz 

ki®p²thetŖ formalizmust Hamilton-Lagrange formalizmusnak szoktuk nevezni. Egy adott 

rendszerhez tºbb megfelelŖ Lagrange-f¿ggv®nyt is megadhatunk, amely visszaadja 

Euler-Lagrange egyenletk®nt a mozg§segyenletet. De vajon ezek a Lagrange-f¿ggv®nyek 

egyen®rt®kŤek-e egym§ssal? Melyek a legink§bb alkalmasak, ha a teljes formalizmus 

kihaszn§l§sa c®lunk? A nem-relativisztikus szabad r®szecske mozg§s§nak le²r§s§hoz 

vegy¿nk n®gy olyan Lagrange-sŤrŤs®gf¿ggv®nyt, amelyek mindegyik®bŖl sz§rmaztathat· 

vari§ci·s elvbŖl a Schrºdinger-egyenlet. Az adott Lagrange-f¿ggv®nyekhez fel²rhatjuk a 

megfelelŖ Hamilton-f¿ggv®nyeket. Tudjuk, hogy egy, a rendszerhez tartoz· fizikai 

mennyis®g idŖbeli v§ltoz§s§t ¼gy is megkaphatjuk, ha vessz¿k a Hamilton-f¿ggv®nnyel a 

Poisson-z§r·jeles kifejez®s®t. Megvizsg§lva a megadott n®gy esetre ezeket a 

kifejez®seket, azt az eredm®nyt kapjuk, hogy csak k®t esetben nyerj¿k a k²v§nt egyenletet. 

EbbŖl arra kºvetkeztethet¿nk, hogy a megadott Lagrange-f¿ggv®nyek kºz¿l a teljes ®s 

ellentmond§smentes elm®let ki®p²t®s®hez nem minden Lagrange-f¿ggv®ny megfelelŖ, 

amelyekbŖl vari§ci·val sz§rmaztathat· a mozg§segyenlet. Teh§t a Lagrange-f¿ggv®ny 

megfelelŖ volt§nak sz¿ks®ges felt®tele, hogy a Hamilton-elvbŖl lesz§rmaztatott Euler-

Lagrange egyenlet az adott probl®ma egyenlete legyen, de ez nem elegendŖ felt®tel a 

teljes ®s ellentmond§smentes elm®let kidolgoz§s§hoz ®s alkalmaz§s§hoz. 

 

Kulcsszavak: Hamilton-elv, Lagrange-f¿ggv®ny, Hamilton-f¿ggv®ny, Euler-Lagrange 

differenci§legyenletek, Hamilton-egyenletek, Poisson-z§r·jel 

 

Bevezet®s 

Legszebb, legjobb, legfontosabb, leg¼jabb, legr®gibb, legnagyobb, legkisebb; ezekre a 

szavakra legink§bb felkapjuk a fej¿nket. Ezek kºzºtt vannak olyanok, amelyek 

objekt²ven m®rhetŖ mennyis®gekre vonatkoznak. P®ld§ul a s²kban k®t pontot ºsszekºtŖ 

folytonos gºrb®k mindegyik®nek megfelel egy-egy hossz¼s§g, amelyet egy pozit²v val·s 

sz§mmal jellemz¿nk. A legkisebb hossz¼s§got a k®t pontot ºsszekºtŖ egyenes szakaszon 

m®rj¿k. A vari§ci·sz§m²t§s seg²ts®g®vel oldhatjuk meg a kºvetkezŖ feladatot: adott 

fel¿leten elhelyezkedŖ, annak k®t pontj§t ºsszekºtŖ gºrb®k kºz¿l melyik hossz¼s§ga 

minim§lis, vagyis legkisebb. A vari§ci·sz§m²t§s alkalmas a fizika k¿lºnbºzŖ 

diszcipl²n§inak egys®ges²t®s®re, ak§r klasszikus mechanik§r·l, elektrodinamik§r·l vagy 

modern t®relm®letekrŖl van sz·. Az egyes diszcipl²n§k alapegyenletei egy vari§ci·s elv 

kºvetkezm®nyeik®nt sz§rmaztathat·k. AlapvetŖ fizikai mennyis®gekbŖl meg lehet adni 

egy olyan mennyis®get ï a hat§st ï amelynek a megv§ltoz§sa az elk®pzelt fizikai 
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folyamatok kºz¿l ott a legkisebb, amely folyamat t®nylegesen megval·sul. Ez olyan 

megdºbbentŖen hangzik, hogy a XVIII.-XIX. sz§zadban olykor az isteni beavatkoz§s 

p®ld§jak®nt emlegett®k. T®ny, hogy a legkisebb hat§s elve, melynek alapjai a klasszikus 

mechanik§ban alakultak ki, az elemi kºlcsºnhat§sok kvantum-t®relm®let®tŖl a kozmikus 

tºrv®nyekig ®rv®nyes. A vari§ci·sz§m²t§ssal ®s a fizik§ban alkalmaz§s§val a XVIII. 

sz§zadt·l kezdŖdŖen nagyon sokan foglalkoztak. H§rom tud·st szeretn®k megeml²teni, 

akik ezen a ter¿leten kiemelkedŖ leg-ek, ®s akiknek a nev®t viselik a t®m§ban 

legfontosabb alapfogalmak; Leonard Euler (1707-1783), Joseph Louis Lagrange (1736-

1813), Rowan William Hamilton (1805-1865). A hat§s fel²r§s§hoz sz¿ks®ges f¿ggv®nyt 

Lagrange-f¿ggv®nynek, a legkisebb hat§s elv®t Hamilton-elvnek, az ebbŖl 

sz§rmaztathat· mozg§segyenleteket Euler-Lagrange-egyenleteknek, amelyek 

egyen®rt®kŤek az ¼n. Hamilton-egyenletekkel, ®s az eg®sz ki®p²thetŖ formalizmust 

Hamilton-Lagrange formalizmusnak szoktuk nevezni (Simonyi, 1986). 

Paul Dirac szerint a sz®ps®gre val· tºrekv®s a term®szetle²r§sban nem ¿res j§t®k, hanem 

hat®kony t®nyezŖ a tudom§ny elŖrehalad§s§ban. A fizika legfontosabb mozg§stºrv®nyei 

differenci§legyenletekben fogalmaz·dnak meg. Ezek tºbbs®ge sz§rmaztathat· a 

legkisebb hat§s elv®bŖl. Tudjuk, hogy azokn§l az elm®letekn®l, ahol a Hamilton-elv 

megfogalmazhat· ®s a Hamilton-Lagrange formalizmus ki®p²thetŖ nemcsak az elm®let 

'eszt®tik§ja' megkap·, hanem a tov§bbl®p®si illetve vizsg§l·d§si lehetŖs®gek is 

nagyobbak. 

 

A hat§s 

Ahhoz, hogy a Hamilton-elvet az elm®let alapelv®nek tekints¿k, meg kell adnunk a 

Lagrange-f¿ggv®nyt, amelynek idŖszerinti integr§lja adja a hat§st. Folytonos kºzegek 

(fizikai terek) szabads§gi fokainak sz§ma v®gtelen. Le²r§suk ez®rt pontr·l pontra, 

pillanatr·l pillanatra tºrt®nik. A geometriai t®r egy adott pontj§hoz ®s adott 

idŖpillanathoz matematikai mennyis®geket (t®rmennyis®geket) rendel¿nk. Ezen 

mennyis®gek idŖbeli fejlŖd®s®nek le²r§s§ra szolg§lnak a t®regyenletek 

(mozg§segyenletek). Ćltal§ban k®t alapl®p®sben lehet az ilyen v®gtelen szabads§gi fok¼ 

rendszerekhez megkonstru§lni a hat§st: a t®rmennyis®gekbŖl elŖ kell §ll²tani a Lagrange-

sŤrŤs®gf¿ggv®nyt figyelembe v®ve a le²rt rendszer tulajdons§gait; a Lagrange-

sŤrŤs®gf¿ggv®nynek a t®r ®s az idŖ minden pontj§ban felvett ®rt®k®t integr§lva 

megkapjuk a hat§st. 

 

(1) 

 

 (2) 

 

Amennyiben a Lagrange-f¿ggv®ny csak egy Yfizikai mennyis®gtŖl ®s annak idŖ 
szerinti ®s hely szerinti deriv§ltjait·l f¿gg, akkor a vari§l§s elv®gz®se ut§n kapjuk az 

Euler-Lagrange egyenletet, amely le²rja a k®rd®ses mennyis®g t®rbeli ®s idŖbeli 

v§ltoz§s§t. (Morse et al., 1953; Gamb§r, 2005) 

 

 

(3) 
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(4) 

 

Ćltal§ban mondhatjuk, hogy ha az L  Lagrange-f¿ggv®nyben egy A  line§ris oper§tor 

hat a  f¿ggv®nyre, akkor a    kifejez®s jelenik meg az Euler-Lagrange 

egyenletben, ahol  az A  oper§tor adjung§ltja. Soroljuk fel a fizik§ban leggyakoribb 

oper§tor-adjung§lt p§rokat: 

 

 
(5) 

 

 (6) 

 

 
(7) 

 

 (8) 

 

Ha az    egyenlŖs®g teljes¿l, ¼gy ºnadjung§lt oper§torr·l besz®l¿nk (Gamb§r, 

2002; Gamb§r, 2008; Gamb§r et al., 1991; M§rkus, 2011; Morse, et al., 1953). 

Amennyiben teh§t ismerj¿k egy mennyis®g v§ltoz§s§t le²r· mozg§segyenletet 

(differenci§legyenletet) kºnnyed®n tudunk Lagrange-f¿ggv®nyt konstru§lni. 

 

A Schrºdinger egyenlet lehets®ges Lagrange-f¿ggv®nyei 

Brown ®s Holland (Brown et al., 2004) cikk®ben figyeltem fel a kºvetkezŖ Lagrange-

f¿ggv®nyekre, amelyekbŖl a nem-relativisztikus szabad r®szecske mozg§segyenlete, a 

Schrºdinger-egyenlet sz§rmaztathat· a vari§ci·s-elv seg²ts®g®vel. A cikk §ll²t§sa szerint 

ezek a Lagrange f¿ggv®nyek ekvivalensek. Ez inspir§lt arra, hogy m®lyebben 

§tgondoljam 

 

 
(9) 

 

 
(10) 

 

 
(11) 

 

 
(12) 

 

ahol  a  hull§mf¿ggv®ny  komplex konjug§ltja. A Hamilton-elvbŖl sz§rmaztatva 

egyenk®nt az Euler-Lagrange-egyenleteket mind a n®gy esetben a Schrºdinger-

egyenleteket adj§k 
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(13) 

 

 

 
(14) 

 

1. A k®rd®s az, hogy vajon ezek a Lagrange-f¿ggv®nyek t®nyleg egyen®rt®kŤek-e 

egym§ssal? Melyek a legink§bb alkalmasak, ha a teljes formalizmus fel®p²t®se ®s 

kihaszn§l§sa a c®lunk? 

2. Keress¿nk a feltett k®rd®sekre v§laszt a formalizmus egy®rtelmŤs®g®re figyelve. 

 

Kanonikus alakok 

A Lagrange-f¿ggv®ny ismeret®ben bevezethetŖ a v§ltoz· mennyis®ghez kanonikusan 

konjug§lt momentum (impulzus), ezt az §ltal§nos vari§l§s elv®gz®se ut§n tudjuk 

leolvasni. Eset¿nkben  

 

 
(15) 

 

 
(16) 

 

Ekkor fel²rhatjuk a r®szecske Hamilton-f¿ggv®ny®t (amely a Lagrange ïf¿ggv®ny 

Legendre-transzform§ltja)  

 (17) 

 

£rdemes defini§lni k®t mennyis®g Poisson-z§r·jeles kifejez®s®t, mert bel§that·, hogy a 

rendszer Hamilton-f¿ggv®ny®vel vett Poisson-z§r·jeles kifejez®se az adott mennyis®ggel 

®ppen annak idŖbeli v§ltoz§s§t adja meg (Gamb§r, 2002; Gamb§r et al., 2008; V§zquez 

et al., 1996; Morse et al.,1953) 

 

 
(18) 

 

 (19) 

 

 

Eset¿nkben: 

 (20) 

 

 (21) 

 

 (22) 

 

 (23) 
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kapjuk a kanonikus egyenleteket, a Hamilton egyenleteket, melyek fizikai ®s 

matematikai ®rtelemben is tejesen egyen®rt®kŤek az Euler-Lagrange-egyenletekkel egy 

adott rendszer eset®n. A kanonikus egyenletek azonban szimmetri§jukn§l fogva sz§mos 

probl®m§n§l elŖnyºsebben alkalmazhat·k. 

Sorra v®ve a (9-12)-ben megadott Lagrange-f¿ggv®nyeket, mindegyikhez fel²rva a 

momentumokat, a Hamilton-f¿ggv®nyeket, majd kisz§molva a Poisson-z§r·jeles 

kifejez®seket a kºvetkezŖ egyenleteket kapjuk: 

 eset®ben: 

 
(24) 

 

 
(25) 

 

2L
 eset®ben:   

 
(26) 

 

 
(27) 

 

3L
 eset®ben :  

 
(28) 

 

 
(29) 

 

4L
 eset®ben: 

 
(30) 

 

 
(31) 

 

 A helyes egyenletek, amelyeket minden esetben meg kellene kapnunk az (13-14)-ben 

szereplŖ egyenletek. L§that·, hogy ez csak (26-27) ®s (30-31) eset®n teljes¿l, m²g a (24-

25) ®s (28-29) eset®n hi§nyzik a 2 a nevezŖbŖl. ĉgy csak az  ®s az  Lagrange-

f¿ggv®nyek helyesek, azaz alkalmazhat·k az elm®leti sz§m²t§sokhoz. 

 

EbbŖl arra kºvetkeztethet¿nk, hogy a megadott Lagrange-f¿ggv®nyek kºz¿l a teljes ®s 

ellentmond§smentes elm®let ki®p²t®s®hez nem minden Lagrange-f¿ggv®ny megfelelŖ, 

amelyekbŖl vari§ci·val sz§rmaztathat· a mozg§segyenlet. Teh§t a Lagrange-f¿ggv®ny 

megfelelŖ volt§nak sz¿ks®ges felt®tele, hogy a Hamilton-elvbŖl lesz§rmaztatott Euler-

Lagrange-egyenlet az adott probl®ma egyenlete legyen, de ez nem elegendŖ felt®tel a 

teljes ®s ellentmond§smentes elm®let kidolgoz§s§hoz ®s alkalmaz§s§hoz. ĉgy e 

tekintetben ezek a Lagrange-f¿ggv®nyek nem ekvivalensek. 
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KOMPLETTEN POZITĉV LEK£PEZ£SEK £S R. V. KADISON EGY SEJT£SE 

 

KOVĆCS ISTVĆN B£LA 

 

¥sszefoglal§s 
 

M¼lt ®vben az oper§tor t®r ®s a kompletten korl§tos lek®pez®s fogalm§t j§rtuk kºr¿l, 

azaz azt vizsg§ltuk, hogyan adhat· meg alkalmas norma sorozat egy line§ris t®r 

vektoraib·l alkotott n®gyzetes m§trixokon. Ez ®vben egy C*-algebra elemeibŖl alkotott 

m§trixok kvant§l§s§val foglalkozunk. Ha A egy C*-algebra ®s Mn (A) az olyan n x n-es 

m§trixok tere, amelyek elemei A-b·l val·k, akkor Mn(A) is term®szetes m·don C*-

algebra, pozit²v elemekkel. Defini§ljuk C*-algebr§k kompletten pozit²v lek®pez®seit ®s 

bemutatunk n®h§ny p®ld§t. Megvizsg§ljuk a pozitivit§s, kompletten pozit²v tulajdons§g, 

valamint a komplett korl§toss§g viszony§t, majd bemutatunk n®h§ny a kompletten pozit²v 

lek®pez®sekre vonatkoz· t®telt. V®g¿l n®h§ny, az oper§tor t®r strukt¼r§b·l sz§rmaz· 

tºbblet inform§ci·t kihaszn§l· t®tel seg²ts®g®vel k®t ekvivalens megfogalmaz§s§t 

ismertetj¿k Kadison egyik, a C*-algebr§k algebra homomorfizmusaira vonatkoz· 

sejt®s®nek. 

 

Kul csszavak: C*-algebra, kompletten pozit²v oper§tor, deriv§ci·   

 

Completely positive maps and a conjecture of Kadisonôs 

 

Abstract 

 

Last year we have introduced operator spaces and completely bounded maps, that is we 

investigated how can a sequence of norms be defined on matrices constructed from the 

vectors  of a linear space. This year we quantize matrices with entries from a C*-

algebra. If A is a C*-algebra then Mn (A) is again a C*-algebra in a natural way, with 

positive elements. We define the completely positive maps of C*-algebras and list some 

examples. We inspect the relationship between complete positivity and complete 

boundedness and quote further theorems on completelypositive maps. Finally, with the 

help of some theorems using the extra information encoded in the operator space 

structure we show two equivalent forms of Kadisonôs conjecture on bounded algebra 

homomorphisms of C*-algebras. 

 

Key words: C*-algebra, completely positive operator, derivation   

 

Bevezet®s  
M¼lt ®vben bevezett¿k az oper§tor t®r fogalm§t 

X Banach t®r;   
()XMA nÍ

,   

ù
ù
ù
ù

ú
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Adjuk meg norma sorozatot 
()XM n -en, n = 2, 3, é., hogy teljes²tse  

                                          

{ }B,Amax
B0

0A
ST ù

ú

ø
é
ê

è
=Ä

 ®s 

                                           
baba ÖÖ¢ÖÖ TT

   axi·m§kat, ahol 

()XMA nÍ
, 

()XMB mÍ
 ®s 

()CM nm,Ía
, 

()CM mn,Íb
. Ekkor 

( )
n

...,A
  

absztrakt oper§tor t®r. Legyen H Hilbert t®r, B(H) korl§tos oper§torok tere, 

( ) ( )k

k HBHBM =)(
 term®szetesen norm§lt. 

( )
n

...),H(B
 konkr®t oper§tor t®r.  

Lek®pez®sek:  
( )

n
...,X

 , 
( )

n
...,Y

 absztrakt oper§tor terek.F: X ­ Y line§ris 
oper§tor. 

                                               n
F

 :    
()XM n   ­   

()YM n   

                     nF  :   
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

nnn

n

xx

xx

.....
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1

111

  ­     
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

FF

FF

)x(.....)x(

..

)x(.....)x(

nn1n

n111

 

F az oper§tor norm§kra n®zve kompletten korl§tos, cb,  ha 
¤<Fnsup

. Ilyenkor 

cb
F

= nsupF
 val·di norm§t a F cb norm§j§nak nevezz¿k. (CB(X,Y), n

...
) 

Banach t®r, ha Y teljes.  (CB(X,Y), n
...
) §ltal§ban nem z§rt (B(X,Y), 

...
)-ban.F 

komplett izometria, ha nF  izometrikus minden indexre. 

 

Pozit²v elemek C*-algebr§ban. A egy C*-algebra, ha Banach algebra, azaz (A
...

) teljes 

algebra ®s teljes¿l 
baab Ö¢

 miden A-beli a, b elemp§rra. Involut·rikus, azaz 

adott  

* : A Ÿ A konjug§lt line§ris lek®pez®s, hogy  (ab)* = b*a*   ®s a** = a , 

tov§bb§

2
aaa =*

. 

Megjegyz®s: Ilyenkor 
aa =*

 teljes¿l. A kºvetkezŖkben csak egys®g elemes C*-

algebr§kkal foglalkozunk. 

 

AaÍ  pozit²v, 0a² , ha aa= * ®s 
Ës )a(

R
+

. Ekvivalensen: 0a²  pontosan 

akkor, ha a = bb* valamely AbÍ -ra. 
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Reprezent§ci·k  
)H(BA: ­p

 * -izomorfizmus, ha algebra izomorfizmus 

®s
** p=p )a()a(

. 

p rendez®s tart·: ha a = bb*, akkor 
0)b()b()a( ²pÖp=p *

. 

T®tel  Minden C*-algebra reprezent§lhat· B(H)-ban. 

 

A pozit²v elemek ¼jabb jellemz®se: 0a²  pontosan akkor, ha 
0h,ah ²

 minden 

HhÍ -ra. 

Dekompo²ci·:  Ha AaÍ , akkor icba += , ahol b ®s c ºnadjung§ltak. Tov§bb§ 

)cc(ibba -+-+ -+-=
, azaz b§rmely elem fel²rat· 4 pozit²v elem 

kombin§ci·jak®t. 

 

C*-algebr§k mint oper§tor terek. Legyen A egy C*-algebra, 
)H(BA: ­p

 *-

izomorfizmus 

                 ekkor    np  : 
()AM n   ­   

( ) )H(B)H(BM n

n =
  is *-izomorfimus, teh§t 

()AM n -n defini§lhat· norma, mellyel 
()AM n  C*-algebra. 

 

T®tel: (B. Aupetit) Egys®g elemes C*-algebra norm§ja egy®rtelmŤ (
1e =

). 

()AM n  pontosan egy norm§val C*-algebra, (A, n
...
) konkr®t oper§tor t®r. 

 

Kompletten pozit²v lek®pez®sek 

 

Legyenek A ®s B C*-algebr§k, F: A ­ Bline§ris oper§tor. Jelentse nF :
()AM n  

­  
()BM n   azt a lek®pez®st, amelyet 

[]( )[ ]
ijijijijn )a(a F=F
defini§l.Fpozit²v, ha 

A pozit²v elemeit B pozit²v elemeire k®pezi.F kompletten pozit²v, ha 
0n ²F

 miden 

n-re. 

P®ld§ul egy BA: ­p  * -homomorfizmus kompletten pozit²v. 

 

Lemma: 
()AM n  pozit²v elemei fel²rhat·k legfeljebb n darab 
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 alak¼ m§trix ºsszegek®nt. Most m§r 
[ ]( )[ ]

ijjiijjin )a()a(aa FÖF=ÖF **

0² . 

 

A komplett korl§toss§g ®s komplett pozitivit§s viszonya 

 

T®tel: (Russo ï Dye) A , B egys®g elemes C*-algebr§k, F: A ­ Bpozit²v lek®pez®s. 

                                       

                                     Ekkor:
)e(F=F

. 

 

Mivel 
()AM n  egys®g eleme 

ù
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ù

ú
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e

...

e

e

, ®s 

 

  

ö
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ö
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õ

æ
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ç

å

ù
ù
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ù

ú

ø

é
é
é
é

ê

è

F

e

...

e

e

n

 = 

ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
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ê

è

F

F

F

)e(

...

)e(

)e(

 = 
)e(F

 = 
F

,     

ez®rt 
F=F

cb . 

 

P®ld§k 

3. Schur szorzat 

Legyen 
[] nijij Maa Í=

, 
[] nijij Mbb Í=

. Schur szorzatuk 

[ ] nijijij Mbaba ÍÖ=*
. 

Rºgz²tett nMaÍ
 induk§lja 

:Sa  nn MM ­
 lek®pez®st 

babSa *=
 §ltal.     

 

T®tel: n
MaÍ

 kºvetkezŖ tulajdons§gai ekvivalensek: 

             a) apozit²v nM
-ben 

             b) 
:Sa  nn MM ­

 pozit²v oper§tor 

             c) 
:Sa  nn MM ­

 kompletten pozit²v 

 

4. T®tel: Legyen A C*-algebra ®s 
*ÍAf . Ha f pozit²v akkor kompletten pozit²v. 
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5. T®tel: Ha V oper§tor t®r, ®s F: V ­ )X(C
 korl§tos oper§tor, akkor 

F=F
cb . 

                 Ha V C*-algebra ®s F pozit²v, akkor F kompletten pozit²v. 

 

6. T®tel: (Stinespring) Ha B C*-algebra ®s F:
)X(C

 Ÿ B pozit²v, akkor F 

kompletten pozit²v. 

 

7. T®tel: (Choi) Ha B C*-algebra, F: nM
 Ÿ B line§ris lek®pez®s, tov§bb§ ijE

 

m§trixegys®gek nM
-ben, akkor a kºvetkezŖ tulajdons§gok ekvivalensek: 

               a) F kompletten pozit²v 

               b) nF  pozit²v 

               c)  
[ ]( ) ( )[ ]

ijijijijn EE F=F
 pozit²v 

)B(M n -ben. 

 

8. Egy pozit²v lek®pez®s, ami nem kompletten pozit²v. A transzpon§l§s, 

      
() ()22 lBlB:t ­

 pozit²v, de mivel nem kompletten korl§tos, ²gy nem lehet  

       kompletten pozit²v sem. 

      Konkr®tan: 22 MM:t ­
,   
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      0AA H ²  2M
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( ) () 0AAAA)AA(t
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Arveson kiterjeszt®si t®tele 

 

Defin²ci·: (E. Effros) A C*-algebra. ASË  oper§tor rendszer, ha SeÍ  ®s S 

ºnadjung§lt altere A-nak. 

 

Arveson kiterjeszt®si t®tele : Legyen A C*-algebra, S pedig oper§tor rendszer A-ban. 

Legyen tov§bb§ 
)H(BS: ­F
egy kompletten pozit²v oper§tor. Ekkor F-nek l®tezik 

kompletten pozit²v kiterjeszt®se A-ra. 

 

Kºvetkezm®ny: (Arveson) Legyen A C*-algebra, MeÍ  line§ris altere A-nak. Legyen 

tov§bb§ 
)H(BM: ­F

 komplett kontrakci· (azaz 
1

cb
¢F
) amely megŖrzi az 

egys®g elemet. Ekkor F-nek l®tezik kompletten pozit²v kiterjeszt®se A-ra. 

 

Lemma: 
)H(BMM: ­+Y *

, 
** F+F=+Y )b()a()ba(
 a F j·l defini§lt 

egy®rtelmŤ kiterjeszt®se 
*+MM -ra. 

Teh§t 
*+Í MMe  oper§tor rendszer, amelyre F-nek a lemma szerint van kompletten 

pozit²v kiterjeszt®se. 

 

Egy alkalmaz§s, McAsey ï Muhly t®tele : Legyen A a felsŖ h§romszºg m§trixok 

algebr§ja nM
-ben, ijE

 pedig a m§trixegys®gek. B§rmely algebra homomorfizmus 

)H(BA: ­p
 amely teljes²ti a 

( ) 1Eij ¢p
 felt®teleket kompletten kontrakt²v. 

 

Legyen ugyanis 
( )ijij E)E( p=F

, ha 
ji¢
, ®s 

( )*p=F jiij E)E(
, ha 

ij¢
. 

A bizony²t§s azt mutatja meg, hogy F kompletten pozit²v. 
( )iiEp

 ortogon§lis 

projekci·k, ºsszeg¿k I.) Ekkor
( ) 1II mHnmmm ==F=F Ö

. 
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Wittstock T®telei 

 

Lemma: Legyenek A ®s B C*-algebr§k, jelºlje e mindkettŖ egys®g elem®t! Legyen 

tov§bb§ V oper§tor t®r A-ban (alt®r) ®s 
BV: ­j
line§ris lek®pez®s. Defini§ljuk 

)A(MS 2Ë
 oper§tor rendszert 

                            

:
eb

ae
S
í
ì
ë

ù
ú

ø
é
ê

è

m

l
=

 
C, Íml

 ®s ý
ü
û

ÍVb,a

 §ltal. 

Tekints¿k 
)B(MS: 2­F

 

                                    :F  

ù
ú

ø
é
ê

è

mj

jl
­ù
ú

ø
é
ê

è

m

l
* e)b(

)a(e

eb

ae

 lek®pez®st. 

Ha 
j

 komplett kontrakci·, akkor F kompletten pozit²v. 

 

Wittstock kiterjeszt®si t®tele: Legyen V az A C*-algebra altere ®s legyen 

)H(BV: ­j
kompletten korl§tos. Ekkor l®tezik 

j
-nek olyan olyan 

)H(BA: ­F
kiterjeszt®se, hogy cbcb

F=j
. 

 

 Lemma: A C*-algebra, 
)H(BA: ­j
kompletten korl§tos. Ekkor l®teznek 1j ®s 

)H(BA:2 ­j
 kompletten korl§tos lek®pez®sek ¼gy, hogy 

cbcb2cb1 j=j=j
, ®s 

                                           
( )22 HB)A(M: ­F

     

                                       

ù
ú

ø
é
ê

è

jj

jj
­ù
ú

ø
é
ê

è
** )d()c(

)b()a(

dc

ba

2

1

   kompletten pozit²v. 

Ha 
j

 komplett kontrakci·, akkor  

                                        

ù
ú

ø
é
ê

è

j

j
­ù
ú

ø
é
ê

è
**

H

H

I)c(

)b(I

dc

ba

   kompletten pozit²v. 

 

Kºvetkezm®ny 1: A Stinespring reprezent§ci·s t®tel egy v§ltozata: Legyen A C*-

algebra, 
)H(BA: ­j
kompletten korl§tos. Ekkor l®tezik K Hilbert t®r ®s egy  

)K(BA: ­p
 reprezent§ci· (*-homomorfizmus), tov§bb§ 

KH:V,V 21 ­
oper§torok, 

melyekkel 21cb
VV Ö=j
, ®s 21 V)a(V)a( ÖpÖ=j

*

. Ha tov§bb§ 
1

cb
=j

, 

akkor 21 V,V
 v§laszthat· izometri§nak. 
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Kºvetkezm®ny 2: Wittstock felbont§si t®tele: Legyen A C*-algebra, 

)H(BA: ­j
kompletten korl§tos. Ekkor l®tezik 

)H(BA: ­y
, hogy 

cbcb
j¢y

, tov§bb§ 
j°y Re

 ®s 
j°y Im

 mind pozit²v oper§torok. 

 

Ilyenkor 
( )( ) ( )( )[ ]j-y-j+y+j-y-j+y=j ImImiReRe2

 elŖ§ll n®gy 

pozit²v oper§tor line§ris kombin§ci·jak®nt. 

 

 

 

Sejt®sek ekvivalenci§ja 

 

Kadison egyik sejt®se: Legyen A C*-algebra. Ha 
)H(BA: ­j

 egys®g elemes 

korl§tos algebra homomorfizmus, akkor 
j

 hasonl· egy *-homomorfizmushoz. 

 

Lemma: A oper§tor algebra, 
)H(BA: ­r
egys®g elemes, kompletten korl§tos 

algebra homomorfizmus. Ekkor l®tezik K Hilbert t®r ®s KH:S ­  invert§lhat· 

oper§tor, valamint 
)K(BA: ­p

 kompletten kontrakt²v algebra homomorfizmus, 

hogy 

                          
1S(...)S(..) -ÖrÖ=p

  ®s    

1

cb
SS -Ö=r

. 

Ilyenkor 
{ :RRmin 1

cb

-Ö=r
 

1R(..)R(..) -ÖrÖ=p }
 

 

Haagerup t®tele: Legyen A C*-algebra, 
)H(BA: ­r
korl§tos, egys®g elemes algebra 

homomorfizmus. Ekkor 
r

 hasonl· egy *-homomorfizmushoz pontosan akkor, ha 
r

 

kompletten korl§tos. 

 

Teh§t Kadison sejt®se pontosan azon C*-algebr§kra igaz, amelyek algebra 

homomorfizmusai kompletten korl§tosak. 

 

Deriv§ci·k: Legyen A C*-algebra. Egy
)H(BA: ­d

 line§ris lek®pez®s deriv§ci·, ha  

                                          
)b()a()b()a()ab( pÖd+dÖp=d

 

valamely 
)H(BA: ­p

 * -homomorfizmussal. Ringrose (1972) t®tele szerint a 

deriv§ci·k korl§tosak. 

  

Rºgz²ts¿k 
)H(BxÍ

-t! Legyen 
)a(xx)a()a( pÖ-Öp=d
. Az ²gy defini§lt d 

deriv§ci·. 

Az ilyen deriv§ci·kat belsŖ deriv§ci·knak nevezz¿k Vannak-e nem belsŖ deriv§ci·k? 

Tekints¿k a 
)HH(BA: Ä­r

, 

ù
ú

ø
é
ê

è

p

dp
=r

)a(0

)a()a(
)a(

 lek®pez®st! 
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EgyszerŤen kisz§molhat·, hogy 
r

 algebra homomorfizmus pontosan akkor, ha d 

deriv§ci·. 

 

Lemma: dbelsŖ deriv§ci· pontosan akkor, ha r
 hasonl· egy *-homomorfizmushoz. 

 

Kºvetkezm®ny, Christensen t®tele: Ha 
)H(BA: ­d

 deriv§ci· 
)H(BA: ­p

 

egys®g elemes *-homomorfizmussal, akkordbelsŖ deriv§ci· pontosan akkor, ha r
 

kompletten korl§tos (pontosan akkor ha d kompletten korl§tos). 

 

Ha A C*-algebr§ra igaz Kadison sejt®se, ®s d deriv§ci·, akkor 
r

 korl§tos algebra 

homomorfizmus, teh§t kompletten korl§tos. Christensen t®tele szerint ekkor d belsŖ 

deriv§ci·. 

 

 

Kirchberg t®tele (1996): Ha A C*-algebra minden deriv§ci·ja belsŖ, akkor A korl§tos 

homomorfizmusai hasonl·k egy *-homomorfizmushoz (®s ²gy kompletten korl§tosak). 

 

Teh§t Kadison sejt®se pontosan azokra a C*-algebr§kra igaz, amelyek minden 

deriv§ci·ja belsŖ. 
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ROOTS OF UNITY AND ADDITIVE REPRESENTATION FUNCTIONS 

 

HORVĆTH GĆBOR 

 
Abstract 

 

Let A  be an infinite, strictly increasing sequence of non-negative integers, and for 

nÍ , let 

() ( ){ };   ,  ,  ,  .k l k l k lR n k l a a n a a a a* = + = Í Í ¢A A  

It is known (Horv§th [2007]) that ()1 2R n*¢ ¢ cannot hold from a point on. We will 

prove this result by using roots of unity, without integral. 

 

Keywords: root of unity, sequence, additive representation function. 

  

 

Egys®ggyºkºk ®s addit²v reprezent§ci· f¿ggv®nyek 

 

¥sszefoglal§s 

Legyen A  nemnegat²v eg®szeknek egy v®gtelen, szigor¼an nºvekedŖ sorozata, ®s 

nÍ  eset®n legyen 

() ( ){ };   ,  ,  ,  .k l k l k lR n k l a a n a a a a* = + = Í Í ¢A A  

Ismert (Horv§th [2007]), hogy nem lehet valahonnant·l kezdve ()1 2R n*¢ ¢. Ezt az 

eredm®nyt egys®ggyºkºk haszn§lat§val, integr§l n®lk¿l fogjuk bizony²tani. 

 

Kulcsszavak: egys®ggyºk, sorozat, addit²v reprezent§ci·-f¿ggv®ny. 

 

 

1. Introduction 

 

If n  is a positive integer, then a complex number z  is called an n  th root of unity if 

1nz = . A complex number is called a root of unity if it is an n th root of unity for some 

positive integer n . Let M  be an arbitrary positive integer, and for kÍ , let 

 

2 ik

M
k

e e
M

p
å õ

=æ ö
ç ÷

,(1) 

which is an M th root of unity. 

Furthermore, let A  be an infinite, strictly increasing sequence of non-negative integers, 

and for nÍ , let 

 () ( ){ };   ,  ,  ,  k l k l k lR n k l a a n a a a a* = + = Í Í ¢A A , (2) 

 () ( ){ };   ,  ,  k l k lR n k l a a n a a= + = Í ÍA A
 

,(3) 

which are called representation functions of the sequence A . It is shown (Horv§th 

[2007]), that if 0d>  is an integer, then 
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 ()
1

2
2

d R n d d* è ø
¢ ¢ + +é ù

ê ú
  

cannot hold for 0n n> . For 1d= , we get the following statement: 

 

THEOREM. It is impossible that 

 ()1 2R n*¢ ¢ for 0n n² .(4) 

 

The proof of this result in [1] contains integrals, but now we will prove it by sums 

involving roots of unity instead of integrals. 

 

 

2. A lemma 

 

 

LEMMA. If lÍ , then 

 

1

0

0         ,

   .

M

k

if M is not a divisor of lkl
e

M if M lM

-

=

ëå õ
=ìæ ö

ç ÷í
ä  

 

Proof of the lemma. If M is a divisor of l , then every term in the sum is equal to 1. If 

M is not a divisor of l , then by (1), 

2

2 2 21 1 1

2 2
0 0 0

1
1

0.

1 1

M
il

M
k

ikl il ilM M M
M M

il il
k k k M M

e
kl e

e e e
M

e e

p

p p p

p p

- - -

= = =

å õ
æ ö-
æ öå õ -å õ ç ÷æ ö= = = = =æ ö æ öç ÷ ç ÷ - -

ä ä ä  

 

 

3. Proof of the theorem 

 

 

By indirect argument, let us suppose that (4) holds for some positive integer 0n . For 

1z< , let 

 () a

a

F z z
Í

=ä
A

 (5) 

be the generating function of the sequence A , then by (3), 

 () ()2

0

.k l

k l

a a n

a a n

F z z z R n z
¤

Í Í =

å õå õ
= =æ öæ ö
æ öæ ö
ç ÷ç ÷
ä ä ä

A A

 (6) 

Let M and Nbe ñlargeò positive integers, and let 

 
1

1 .r
N

= -  (7) 

For lÍ , let us consider the inequality 
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 () ( )
2

2 21
0.

1
F z F r

z
l

å õ
- - ²æ ö
-ç ÷

 (8) 

Setting 
k

z re
M

å õ
= æ ö
ç ÷

 in (8) for 0,  1,  ..., 1,k M= - and adding these expressions, (in 

view of (5) and (8)) we have 

 

2

2
1

2

0

1
0.

1

M
a a

k a a

ka
r e r

kM
re

M

l
-

= Í Í

å õ
æ öå õå õæ ö- - ²æ öæ ö

å õæ öç ÷ç ÷ - æ öæ ö
ç ÷ç ÷

ä ä ä
A A

 (9) 

By appropriating choice of M , N and l, we will deduce a contradiction from (9). 

Taking the square, (9) can be written in the form 

 
2

2 2
1 1

2

0 0

1 1
2    

1 1

M M
a a a

k a a k a

ka ka
r e r r e

k kM M
re re

M M

l l
- -

= Í Í = Í

å õ å õ å õå õ å õ
- - -æ ö æ ö æ öæ ö æ ö

å õ å õç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷- -æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

ä ä ä ä ä
A A A

 

 

 

2
1

2

0

0.
M

a

k a

r
-

= Í

å õ
+ ²æ ö

ç ÷
ä ä

A

 (10) 

Since 

 

0 0

1 1
,

1
1

n n

n n

kn
z r e

k z M
re

M

¤ ¤

= =

å õ
= = = æ ö
-å õ ç ÷- æ ö

ç ÷

ä ä  

therefore by (6) and (10), 

()( )
22

1 1
2

0 0 0

1
2    

1

M M
n a a

k n a k a

kn ka
R n r e r r e

kM M
re

M

l l
- ¤ -

= = Í = Í

å õ å õå õ å õ
- - -æ ö æ öæ ö æ ö

å õç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷- æ ö
ç ÷

ä ä ä ä ä
A A

 

 ()2

0

0n

n

M R n r
¤

=

+ ²ä ,  

that is, by the triangle inequality, 

()( ) ()( ) ()
1

' 2

0 0 ' 0 0

'
'

M
n n n

k n n n

kn kn
R n r e R n r e M R n r

M M
l l

- ¤ ¤ ¤

= = = =

å õå õå õ å õ
- - - +æ öæ öæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷
ä ä ä ä  

 

2
1 1

2

0 0

1
2

1

M M
a a

a k a k

ka
r r e

kM
re

M

l
- -

Í = Í =

å õ
æ öå õ å õå õæ ö² -æ ö æ öæ ö

å õæ öç ÷ç ÷ ç ÷ - æ öæ ö
ç ÷ç ÷

ä ä ä ä
A A
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1 1
2 ' 2

0 ' 0

' 1
2 2

1

M M
a a a a

a k a a a k

ka ka
r r e r e r

M M k
re

M

l
- -

Í = Í Í Í =

å õ å õå õ å õå õ å õ
= - -æ ö æ öæ ö æ öæ ö æ ö

å õç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷- æ ö
ç ÷

ä ä ä ä ä ä
A A A A

. (11) 

By changing the order of summations, 

( )1 1
' '

0 ' ' 0

''M M
a a a a

k a a a a k

k a aka ka
r e r e r e

M M M

- -
+

= Í Í Í Í =

å õå õ -å õå õ å õ
- =æ öæ ö æ öæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷
ä ä ä ä ä ä

A A A A

,(12) 

where the most inner sum, by the lemma, is 0
 
or M , thus 

 
( )1

' 2

' 0

'M
a a a

a a k a

k a a
r e M r

M

-
+

Í Í = Í

-å õ
²æ ö

ç ÷
ä ä ä ä

A A A

. (13) 

Furthermore (applying the lemma), 

()( ) ()( )
1

'

0 0 ' 0

'
'

M
n n

k n n

kn kn
R n r e R n r e

M M
l l

- ¤ ¤

= = =

å õå õå õ å õ
- - -æ öæ öæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷
ä ä ä

 ()( ) ()( )
( )1

'

0 ' 0 0

'
'

M
n n

n n k

k n n
R n R n r e

M
l l

¤ ¤ -
+

= = =

-å õ
= - - æ ö

ç ÷
ää ä

()( ) ()( ) ()( )

( )

2 2 '

' 00 0

'

'

' .n n n

nn n

M n n

n n

M R n r M R n R n rl l l
¤ ¤ ¤

+

== =

-

¸

= - + - -ä ä ä   (14) 

By the indirect assumption, there exists a positive number c  that ()R n c* ¢ , so 

() ()2 2R n R n c*¢ ¢ , therefore  

()( ) ()( )

( )

( )

( )

2' '

' 0 ' 00 0

' '

' '

' 2n n n n

n nn n

M n n M n n

n n n n

M R n R n r M c rl l l
¤ ¤ ¤ ¤

+ +

= == =

- -

¸ ¸

- - ¢ +ä ä ä ä  

( ) ( ) ( )
2 22 2

0 1 0 1

2 2 2 2
t

n tM n M

n t n t

M c r M c r rl l
¤ ¤ ¤ ¤

+

= = = =

= + = +ää ä ä  

 ( )
2

2

1 1
2 2

1 1

M

M
M c r

r r
l= +

- -
. (15) 

Thus by (11)-(15), 

()( ) ( ) ()
22 2 2

2
0 0

1
2 2

1 1

M
n n

M
n n

r
M R n r M c M R n r

r r
l l

¤ ¤

= =

- + + +
- -

ä ä  

 

2
1

2 2

0

1
2 2

1

M
a a

a a k

M r r
k

re
M

l
-

Í Í =

å õ å õ
² -æ ö æ ö

å õç ÷ ç ÷ - æ ö
ç ÷

ä ä ä
A A

. (16) 

Since 
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2 2 2
22 2

1 1 cos sin
k k k

re r r
M M M

p på õ å õ å õ
- = - +æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ 

 
( ) ( )

2
2 22

1 2 1 cos 1 4 sin
k k

r r r r
M M

p på õ å õ
= - + - = - +æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ 

and 
2 2

sin
k k k

M M M

p p

p
² =  for 0

2

k

M

p p
¢ ¢ , therefore 

2 21

0 0
1

2

1 1 1 1
2

1 1 1 1

M M M

NM

M Mk k
k k

N

k k k k
re re re re

M M M M

è ø è ø è ø
é ù é ù é ù- ê ú ê ú ê ú

= =è ø è ø
=- = +é ù é ù
ê ú ê ú

å õ
æ ö
æ ö¢ ¢ +
æ öå õ å õ å õ å õ

- - - -æ ö æ ö æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷

ä ä ä ä  

2 2

0
1 1

1 1 1 1
2  2 1  

1 1 22
2 sin

M M M

N

M Mk
k k

N N

M M

kr r N kr
r

M

p

è ø è ø è ø
é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú

= è ø è ø
= + = +é ù é ù
ê ú ê ú

å õ å õ
æ ö æ öå õè ø
æ ö¢ + ¢ + +æ öæ öé ù- -æ ö ê úç ÷æ öæ öæ ö

ç ÷ç ÷

ä ä ä  

 
2

1

1 1
2 1  

1 4

M

M
k

N

M M

r N kr

è ø
é ù
ê ú

è ø
= +é ù
ê ú

å õ
æ öå õè ø

= + +æ öæ öé ù- ê úç ÷æ öæ ö
ç ÷

ä . (17) 

Furthermore, since 

1
1

1

n

e
n

+
å õ
< +æ ö
ç ÷

 for 1,  2, ...,n=  and []
2

x
x >  for 1x² , so if 

2M N² ², then 

2 2 2 2

1 1 1 1

1
ln 1

11 ln 1
    ln 1

1

k

M M M M

M M M M
k k k k

N N N N

ke

k k k k

è ø è ø è ø è ø
é ù é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú ê ú

è ø è ø è ø è ø
= + = + = + = +é ù é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú ê ú

å õå õ
+æ öæ öæ ö-ç ÷ å õç ÷= ¢ = +æ ö

-ç ÷
ä ä ä ä  

 ( )( )
2

1

 ln ln 1 ln ln ln ln ln ;
2 2 2

M

M
k

N

M M M M
k k N

N N

è ø
é ù
ê ú

è ø
= +é ù
ê ú

è ø è ø
= - - = - ¢ - =é ù é ù

ê ú ê ú
ä  

and by (7), 
1

2
r ²  for 2N² , thus in view of (7) and (17) for 2M N² ², 

 
1

2

0

1 2 2
2 ln ln

4
1

M

k

M M
N N C M N

Nk
re

M

-

=

å õ
¢ + ¢æ öæ öå õ ç ÷- æ ö

ç ÷

ä , (18) 

where 2C  is a positive constant.  

By (6), (7), (16) and (18), 

()( ) ( ) ()
22 2 2

0 0

2 2
1

M
n n

M
n n

r
M R n r M c N M R n r

r
l l

¤ ¤

= =

- + + +
-

ä ä  
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 () ()2 2
2

0 0

2 2 lnn n

n n

M R n r R n r C M Nl
¤ ¤

= =

² -ä ä , 

that is, 

 ()( ) ( ) () ()
22 2 2 2

2

0 0 0

2 2   2 ln
1

M
n n n

M
n n n

r
R n r c N R n r R n r C N

r
l l l

¤ ¤ ¤

= = =

- + + ² -
-

ä ä ä

. (19) 

If, for example, 2M N=  then by (7), 

1
1

1 0

M
M

M NNr e e
N

-
-

å õå õ
æ ö= - ¢ = ­æ ö æ öç ÷ ç ÷

 as 

N­¤, and so 0
1

M

M

r

r
­

-
 as N­¤. On the other hand, by (4) and (7), 

() () 0 0

0

2 22 2 2

2
0 0

1 1 1

2 31

n nn n n

n n n n

R n r R n r r r r N N
r

¤ ¤ ¤
*

= = =

² ² = ² ²
-

ä ä ä   (20) 

  for all sufficiently large N . Thus by (19) and (20), 

  ()( ) ()( ) ()
2 2 2

0 0

1 1n n

n n

R n r o R n r
¤ ¤

= =

- ² -ä äl , (21) 

where ()1o  denotes a term which tends to 0  as N­¤. 

Let l be such a real number, for which ( )
2

2 2l- < and ( )
2

4 4l- < hold (that is, 

2 2 2l< < + ). By (2) and (3),  

 ()
()

()

2 1 if ,
2

2 otherwise.

n
R n

R n

R n

*

*

ë
- Íî

=ì
î
í

A
 (22) 

Therefore, by (4), there exists 0e>  such that ( 1e<  and) ()( ) ()
2

R n R nl e- ¢ - 

if 0n n²  ( nÍ ) and 
2

n
ÎA , and so by (4), (6), (7), (20) and (22), 

()( ) ()( ) ()( ) ( )( )
0

0

1
2 2 22 2 4

0 0

2
n

n n a

n n n n a

R n r R n R n r R a rl l e l
-¤ ¤

= = = Í

- ¢ - + - + -ä ä ä ä
A

 

  () ( )
0 0

22 2 2
3 2n n a

n n n n a

C R n r r c re l
¤ ¤

= = Í

¢ + - + +ä ä ä
A

 

() () () ( ) ()
0 1

22 2 2 2
3

0 0 0 0

2
4 4

n
n n n n

n n n n

C R n r R n r R n r c R n r
e e

l
-¤ ¤ ¤

= = = =

¢ + - + + +ä ä ä ä  

 () ()2

0

1 1
4

n

n

o R n r
e ¤

=

å õ
= - +æ ö
ç ÷

ä , (23) 

where 3C  is a positive constant. 

By (21) and (23), we get 
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 ()( ) () () ()2 2

0 0

1 1 1 1
4

n n

n n

o R n r o R n r
e¤ ¤

= =

å õ
- ¢ - +æ ö

ç ÷
ä ä , 

 i.e., () ()1 1 1 1
4

o o
e

- ¢ - + , and this contradiction proves the theorem. 
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AZ INTEGRĆLSZĆMĉTĆS OKTATĆSĆRčL 

 

K¥RTESI P£TER 

 

¥sszefoglal§s 

 

A hat§rozott integr§l ®rtelmez®se sor§n k¿lºnbºzŖ integr§l-ºsszegekkel tal§lkozhatunk. 

Nyilv§nval·, hogy a hat§rozott integr§l pontosan akkor l®tezik, ha ezek az integr§l-

ºsszegek konvergensek. Ez azt is jelenti, hogy ha egy hat§rozott integr§l l®tezik, mert pl. 

van primit²v f¿ggv®nye az adott intervallumon, vagy az intervallumon folytonos f¿ggv®ny 

integr§lj§t tekintj¿k, akkor ez a hat§rozott integr§l egyben mindenfajta, saj§tos 

form§ban fel²rt integr§l-ºsszegnek a hat§r®rt®ke is. 

 

Kulcsszavak: integr§lsz§m²t§s, integr§l ºsszegek, oktat§s,  

 

The education of the integral calculus 

 

Abstract 

 

While introducing the notion of definite integral one use different integral sums. By 

definition the definit integral exists exactly when the given sums converge. Once the 

definite integral exists (e.g. the given function has pimitive or it is continous on that 

interval) it will be the limit of all sums, even special form integral sums as well. 

 

Keywords: integral calculus, integral sum, teaching 

 

Elm®leti h§tt®r 

Ha az  f  Riemann integr§lhat· az elm®let szerint a  
),f( n

kn
xsD   ([Denkinger, Gy¼rk· 

1999) Riemann integr§l ºsszeg hat§r®rt®ke az  

,dx)x(f
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ñ
  ahol  nD   a feloszt§sokat,  

n

kx  az adott feloszt§snak megfelelŖ intervallumhoz tartoz· f¿ggetlen v§ltoz·t jelºli. 

Ha teh§t adott egy integr§lhat·  
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  f¿ggv®ny ®s az  
[ ]b,a
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 rendre az  f f¿ggv®nynek az  
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 r®szintervallumok jobboldali v®gpontj§ban felvett ®rt®kei, ekkor az elŖbbiek 
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Ha bizonyos ºsszegek hat§r®rt®k®nek a kisz§m²t§sa a c®lunk, akkor m§r csak azt kell 

felismern¿nk, hogy milyen f¿ggv®nyhez ®s milyen intervallumhoz tartoz· integr§l- 

ºsszeg ²rhat· fel. 

 

1. P®lda.  
 

Sz§m²tsuk ki a kºvetkezŖ ºsszeg hat§r®rt®k®t:  
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ez viszont egy integr§lhat· f¿ggv®ny, ®s ismert, hogy: 
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A v§zolt m·dszer nyilv§n m§s m·dos²t§sokkal is alkalmazhat·, pl. ha az integr§l-

ºsszeget nem a r®szintervallumok felsŖ, hanem az als· v®gpontj§ban, vagy ak§r egy 

kºztes pontj§ban (felezŖpont) ²rjuk fel, vagy ha az intervallum feloszt§sa nem n, hanem 

pl. 2n, 2
n
 r®szre tºrt®nik. Ezekben az esetekben a megfelelŖ m·dos²t§sok ut§n hasonl·an 

sz§m²that· ki az adott ºsszegek hat§r®rt®ke. 

 

2. P®lda. 
 

Sz§m²tsuk ki a kºvetkezŖ ºsszeg hat§r®rt®k®t: 
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ez viszont egy integr§lhat· f¿ggv®ny, ®s ismert, hogy: 
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Teh§t fel²rhat·: 
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Az elv alkalmazhat· a hat§rozott integr§l helyett p®ld§ul az improprius integr§lok eset®n 

is, bizonyos megszor²t§sokkal. El®gs®ges p®ld§ul, ha az integrandusz f¿ggv®ny pozit²v 

®s monoton csºkkenŖ l§sd pl.:( D®midovitch et al., 1968). 

 

3. p®lda. 
 

Sz§m²tsuk ki a kºvetkezŖºsszeg hat§r®rt®k®t:  
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Bizonyos esetekben az adott ºsszeg csak egy felsŖkorl§tj§t tudjuk meghat§rozni, de ez is 

fontos, hiszen a fel¿lrŖl korl§tos pozit²v tag¼ ºsszegek egy monoton nºvekvŖ sorozatot 

alkotnak, teh§t az ºsszegek-sorozata (sor) monoton nŖ ®s fel¿lrŖl korl§tos akkor 

konvergens a sorozat (a sor konvergens). Teh§t ez a m·dszer alkalmas bizonyos sorok 

konvergenci§j§nak a vizsg§lat§ra is. 

 

4. P®lda. 
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 egy konvergens sor r®szºsszege (Draghicescu et al., 1976). 

Az adott sor fel¿lrŖl korl§tozhat· az  
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   improprius integr§l egy lehets®ges 

integr§l ºsszeg®nek hat§r®rt®k®vel, csak p®ld§ul elengedj¿k azt a kikºt®st, hogy a 

r®szintervallumok hossza csºkkenŖ kell, hogy legyen. 

Fel²rhatjuk: 
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mivel az  
[ )¤,1

  intervallum egy lehets®ges feloszt§sa az  
{ },,...n,...,3,2,1

  ®s ekkor a 

r®szintervallumok hossza 1, ez ugyan nem csºkken a 0-hoz, de alkalmas arra, hogy 

alulr·l korl§tozza az integr§l ®rt®k®t. Teh§t maga az ºsszeg is hat§r®rt®kben az adott 

improprius integr§lnak egy als· korl§tja. Ugyanakkor:   
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azaz a sor fel¿lrŖl korl§tos ®s emellett a sor pozit²v tag¼, teh§t monoton nºvekvŖ, ®s ²gy 

konvergens. 

 

5. P®lda. 
 

Legyen  
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  Egy Riemann-®rtelemben integr§lhat· f¿ggv®ny. Az  
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®s ²gy ezen ºsszegek sorozat§nak hat§r®rt®ke (mivel a feloszt§sok norm§ja tart null§hoz), 
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Mivel az f f¿ggv®ny integr§lhat·, ²gy korl§tos is, teh§t l®tezik olyan  0M>  , amelyre  
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 vagyis az (1)-es ºsszef¿gg®s jobboldal§n a m§sodik tag hat§r®rt®ke nulla. 

Az (1) ºsszef¿gg®sben hat§r®rt®kre t®rve kapjuk: 
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ANDROID FIZIKA, ANDROI D MATEMATIKA  

 

NYIRATI LĆSZLč 

 

¥sszefoglal§s 

 

Egyre tºbb okostelefon ker¿l forgalomba, viszont sokan elk®pzelni sem tudj§k, hogy 

mitŖl okos a telefon. Term®szetesen az elnevez®s kifejezetten rossz ®s megt®vesztŖ, amire 

igen kev®s informatikai alapismerettel b§rki r§jºhet. M®gis megragadt, (tal§n az volt 

okos, aki az elnevez®st kital§lta). 

Az Android oper§ci·s rendszer, amely legtºbbj¿kben mŤkºdik el®gg® rugalmas, ®s 

nagysz§m¼ alkalmaz§st lehet a telefonra install§lni ingyenesen. Tºbbnyire JAVA 

alkalmaz§sokr·l van sz·, amelyek telefonba ®p²tett szenzorok §ltal rendelkez®sre §ll· 

adatokat haszn§lj§k fel ºtletesen, n®ha j·, n®ha kev®sb® j· c®lokra. £n kifejezetten 

ingyenes alkalmaz§sokat keresek, ®s megpr·b§lom hasznosan felfogni a kapott 

eredm®nyeket. 

N®h§ny alkalmaz§st eml²tek: 

Elixir: a szenzorok adatait ®s m®r®si eredm®nyeit mutatja meg. 

Sound meter: zajszintm®rŖ 

Vibrometer: rezg®sm®rŖ 

Swiss Army Knife ®s SuperSwiss Armi Knife: ir§nytŤtºl a t§vols§g ®s szºgm®rŖn §t az 

v²zszintezŖig, ®s f¿ggŖ·nig  mindenf®le. 

Google Sky Map: val·s idejŤ teljes ®gk®pet mutat 

AndroSensor: a szenzorok §ltal szolg§ltatott adatokb·l mintav®telez®ssel t§bl§zatot 

k®sz²t. A szenzorok gyorsul§st, m§gneses indukci·t, poz²ci·t, hangszintet, orient§ci·t, ®s 

kis t§vols§got m®rnek.  

ElŖad§somban az AndroSensor seg²ts®g®vel m®rt n®h§ny adat feldolgoz§si eredm®ny®t 

szeretn®m megmutatni, amely ²zel²tŖt adhat arr·l mi®rt Android fizika, Android 

matematika az elŖad§s c²me. Olyan m®r®sekre koncentr§lok, amelyek a fizika oktat§sban 

hasznosak lehetnek, k¿lºnºsen, ha az adatfeldolgoz§s matematik§ja is szerepet kap. 

 
Kulcsszavak: okostelefon, android, gyorsul§s, m§gneses indukci· 

 
Bevezet®s 

Napjainkban egyre tºbb ember (valljuk be di§k) kez®ben l§tunk ¼.n. okostelefon 

k®sz¿l®ket. Mindenf®le c®lra haszn§lj§k, legtºbb esetben j§t®kra, de mikor kider¿lt 

sz§momra, hogy pl. a csillagos eget is megmutatja, ak§r nappal, ak§r ®jjel, ®s a d®li 

f®ltek®t is, gondoltam, hogy valami fizika csak van a dologban. Nem csak informatikai 

cs¼csteljes²tm®nnyel van dolgunk, (term®szetesen az sem lebecs¿lendŖ, sŖt), hanem 

valami m®rŖeszkºznek is kell lapulnia valahol, amivel ir§nyt, helyzetetéstb. ®rz®kelni 

tud. L®nyeg®ben k®tf®le szenzorral szeretn®k foglalkozni. A gyorsul§sm®rŖ, ®s m§gneses 

indukci·m®rŖ szenzorral. £rdekes lenne ezek mŤkºd®si elve is, ny²lv§n ®rdemes lenne r§ 

hosszabb idŖt ford²tani, de most csak azt n®zz¿k meg, mik®ppen m®rhet¿nk a telefonnal. 

 

Elixir ®s Androsensor 

A telefonra k¿lºnf®le alkalmaz§sok tºlthetŖk le, amelyek tºbbnyire JAVA applettek. 

Ingyenesen hozz§f®rhetŖ programokr·l van sz·, de viszonylag olcs· fizetŖsek is 

l®teznek. Az ELIXIR nevŤ alkalmaz§s pl. megmutatja a telefon erŖforr§sait, ²gy a 
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szenzorokat is. Felsorolja a tulajdons§gokat: m®r®shat§r, pontoss§g stb. Az Androsensor 

a be§ll²tott m®r®si adatokat,  grafikonon is §br§zolja, illetve t§bl§zatba lementi, amely 

azt§n pl. excelben feldolgozhat·, ezt gyakran fogjuk alkalmazni. 

Telefon helyzete ®s a m§gneses t®r. 

Bekapcsoljuk az Androsensor alkalmaz§st. Konfigur§ljuk olyan m·don, hogy a 

gyorsul§st ®s a m§gneses indukci·t m®rje. A m®r®si eredm®nyeket 0.1sec idŖkºzºnk®nt 

fogja rºgz²teni egy t§bl§zatban. A k®sz¿l®ket letessz¿k az asztalra ®s elind²tjuk a 

rºgz²t®st. Lassan egyenletesen forgassuk meg a k®sz¿l®ket az asztalon. 360
o
ïos 

elfordul§s ut§n fejezz¿k be a rºgz²t®st. Valamilyen eszkºzzel (email, bluetooth stb.) 

§tvissz¿k az adatokat egy PC-re. Konvert§ljuk excelbe ®s grafikont rajzoltatunk. 

M®rett¿k a gyorsul§s ®s a m§gneses t®r adatait. A gx, gy gyakorlatilag 0, a gz 10 m/sec
2
 

®rt®ket mutat. A m§gneses t®r Z ir§ny¼ komponense bz=-32 mikrotesla, m²g a bx ®s by 

egy peri·dusban v§ltozik. (1. §bra.) 

 

LengŖ telefon 

A m§sodik esetben meglengetj¿k kiss® a telefont. Ez¼ttal bekapcsoljuk az alkalmaz§s 

saj§t grafikon-rajzol· eszkºz®t. N®h§ny leng®s ut§n a k®pernyŖk®pet rºgz²tj¿k. (§bra A 

telefon mozgat§sa le-fel) Most nincs sz¿ks®g t§bl§zatos rºgz²t®sre. Csak a gyorsul§si 

adatokat l§tjuk. Az eredetileg 10 m/sec
2
 kºr¿li ®rt®ket mutat· Z-vel jelºlt ®rt®k erŖs 

v§ltoz§sokat mutat, ahogy a telefont le ïfel mozgattuk. Mindezt a k®k vonal jelzi. Az X-

el ®s Y-al jelzett ®rt®kek is v§ltoznak term®szetesen. A k®pernyŖk®p rºgz²t®sekor 

nyugalom van a gyorsul§s ®rt®ke 9.831m/sec
2
. (2. §bra.) 

 

 
1. §bra Forgat§s 

 

 
2. §bra A telefon mozgat§sa le-fel  
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Ejt®si k²s®rlet 

Enn®l durv§bb dolgot is elkºvethet¿nk. Ejts¿k le a telefont. 1,5m magasr·l ejtve kb. 0,54 

sec ideig zuhan. Az Androsensor mintav®teli ideje 0,1 sec. Kb. 4-5 m®r®si adatot kapunk 

es®s kºzben. (3. §bra Ejt®s 1,5m magasr·l) 

 
3. §bra Ejt®s 1,5m magasr·l 

 

A 2000 ms idŖ®rt®kn®l minden gyorsul§s 0 ®rt®kre esik. A gz eredetileg 10m/sec
2
 volt. 

 

A telefon helyzete a t®rben 

A gyorsul§s ®s a m§gneses t®r adatai egy-egy h§romdimenzi·s vektort alkotnak. Ennek 

megfelelŖen, ha telefon v²zszintes helyzetben van, a Z tengely lefel® f¿ggŖlegesen §ll, 

akkor gx, ®s gy=0, m²g a gz=9,81. A k®sz¿l®khez rºgz²tett koordin§ta rendszer X 

tengelye a kijelzŖ rºvidebbik oldal§val, az Y tengely a hosszabbik oldal§val 

p§rhuzamos. A Z tengely a kijelzŖre merŖleges. Amennyiben a kijelzŖ v²zszintesen §ll, 

(4. §bra) akkor a gyorsul§s Z ®rt®ke 9,81m/sec
2
 mint az 1. §bra mutatja. 

Ha a telefont megdºntºm, akkor a g tov§bbra is 9,81, de gx, gy, gz m§s ®rt®kei mellett. 

Vil§gos, hogy ezen a m·don jelz®st kapunk a telefon t®rbeli helyzet®rŖl. Egy vektor 

term®szetesen nem ad teljes t§j®koztat§st. 

 

 

 
4. §bra Samsung Galaxy ACE 

 

Hasonl· dolgot mondhatok el a m§gneses t®r vektor§r·l. Ćll²tsuk a telefont ¼gy, hogy az 

Y tengely az d®li ir§nyba mutasson, ekkor az X tengely keletre fog §llni. Dºnts¿k meg 

az x tengely kºr¿l. Ekkor a g vektor az Y, Z s²kban marad. Ny²lv§n a g vektor 

tengelyekkel bez§rt szºg®nek cos f¿ggv®ny®vel szorzott ®rt®k adja a koordin§t§kat. Ha 

telefont ¼gy forgatjuk, hogy az YZ s²k f¿ggŖleges marad, az X koordin§ta nem v§ltozik. 

Egy vektor teh§t kev®s a t®rbeli helyzet meghat§roz§s§hoz. Ha a m§gneses 

indukci·vektor ir§ny§t is sz§m²t§sba vessz¿k, akkor m§r ezt az elfordul§st is m®rhetj¿k. 

 

 

z 

Y 

X 
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A telefon dŖl®sszºge (a szºgm®r®s hiteles²t®se) 

KºvetkezŖ m®r®s¿nk az elŖzŖket reprezent§lja. Egy deszk§ra helyezz¿k a k®sz¿l®ket az 

elŖbb eml²tett m·don.  

 
5. §bra Az emel®si k²s®rlet k®pe 

 

5cm-es l®p®skºzzel emelem a 60 cm hossz¼ deszka egyik v®g®t. A szºget ²gy a sinus 

szºgf¿ggv®ny alapj§n kapom. A gyorsul§s ®s m§gneses adatokat rºgz²tem. Ezzel 

mintegy hiteles²thetem a k®sz¿l®k saj§t helyzet®nek m®r®s®t. Minden emel®s ut§n kb. 10 

sec idŖtartamot v§rok, hogy az §lland·sult ®rt®kek j·l l§tszanak. A gy ®s a gz m®r®si 

adatai alapj§n j·l kiv§laszthat·k az egyes emel®si magass§gokhoz kapott m®r®si adatok. 

L§that· az is, hogy nem §lland· ®rt®keket kapunk. Az adatok 0.153m/sec
2
 l®p®skºzºkkel 

rºgz²tŖdtek. A be§ll²t§sok szerint 0,1 m§sodpercenk®nt tºrt®nik mintav®tel. Az adatokat 

digitaliz§lva kapjuk ®s ennek felbont§sa 0.153m/sec
2
. A telefonk®sz¿l®ken k²v¿l m®rt 

adat a lejtŖ hossza (60cm), illetve a lejtŖ emel®si magass§ga. BelsŖleg rºgz²tett adat a 

m®r®si idŖpont, valamint a gyorsul§s ®s m§gneses indukci·vektorok koordin§t§i. Az 

al§bbi grafikont kapjuk a m®r®si adatokb·l. (6. §bra.) 

 

 
6. §bra rºgz²tett adatok grafikonja 

 

A kb. 10 m§sodperces v§rakoz§s kb. 100 adatot gyŤjt, amelynek §tlag§t c®lszerŤ venni. 

ĉgy jutunk egy t§bl§zathoz, amelyben az egyes emel®si magass§gokhoz tartoz·, kezdeti 

®s v®gsŖ idŖpontok, majd az ezekhez tartoz· sorsz§mok, v®g¿l a sorsz§mok kºzºtti 

m®r®si adatok §tlagai vannak felt¿ntetve, v®g¿l a m®rt gravit§ci·s vektor hossza. 

C®lszerŤ az emel®si magass§gb·l a lejtŖ hajl§sszºg®t kisz§m²tani, ®s annak 

f¿ggv®ny®ben megmutatni a gyorsul§s komponenseit. Az al§bbi t§bl§zat (r®szlet) a lejtŖ 

hajl§sszºg®t, a gyorsul§s koordin§t§inak §tlag®rt®k®t, a gyorsul§svektor hossz§t, ®s a 

gyorsul§s komponenseibŖl sz§m²tott szºget tartalmazza. A gy ®s gz h§nyadosa a telefon 
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dŖl®sszºg®nek tangens®t adja, amibŖl a telefon §ltal m®rt saj§t dŖl®sszºg®t kapjuk. 

¥sszehasonl²thatjuk a k¿lsŖleg m®rt szºget azzal, amit a telefon ®rz®kel. (7. §bra.) 

 

lejtŖszºge §tlag_gx §tlag_gy §tlag_gz vektorhossz m®rt szºg szºgdiff. 

0,083430087 0,272918 0,725857 9,802201 9,832827961 0,073915492 0,009514594 

0,167448079 0,275381 1,47679 9,688955 9,804723018 0,151255783 0,016192296 

0,252680255 0,308635 2,29842 9,543356 9,821081361 0,23633886 0,016341395 

0,339836909 0,48916 3,105832 9,30179 9,818796409 0,32225703 0,01757988 

0,429775431 0,284319 3,928584 9,0405 9,861300756 0,409934958 0,019840473 

 

 

 
7. §bra A szºgm®r®s hiteles²t®se 

 

T§vols§gm®r®s 

Ezen alapulhat a t§vols§g ®s magass§gm®rŖ alkalmaz§s. Meg kell adnunk egy 

b§zismagass§got, ami a telefon magass§ga m®r®skor.  

 

8.§bra T§vols§gm®r®s 

 

C®lozzuk egy objektum (oszlop, torony) legals· pontj§t a telefon y ®l®vel. Rºgz²ts¿k ezt 

a helyzetet. A b§zismagass§g ®s a telefon szºge meghat§rozza az objektum t§vols§g§t. 

Most c®lozzuk meg az objektum tetej®t. A m§r megm®rt t§vols§g, az ¼jabb szºg ®s a 

b§zismagass§g megadja az objektum magass§g§t.  A pontoss§g n®mi k²v§nnival·t hagy 

maga ut§n. Ink§bb j§t®k, mint m®rŖeszkºz. Hasonl· pl. a f¿ggŖ·n mŤkºd®se. A telefon 

f®nyk®pezŖg®p®n §t ben®z¿nk, ®s egy f¿ggŖ·n minden helyzetben f¿ggŖlegesen §ll. 

Meg§llap²thatjuk az ajt·k, szekr®nyek ®p²tm®nyek f¿ggŖleges helyzet®t. Tºbb ilyen 

alkalmaz§s tal§lhat· ingyenesen. 
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M§gneses m®r®sek 

 

 
9. §bra Homog®n m§gneses t®r szolenoidban 

 

T®rj¿nk §t a m§gneses m®r®sekre. A tekercs m§gneses ter®nek sz§m²t§sakor arra 

hivatkozunk, hogy annak belsej®ben a t®r homog®n, ®s p§rhuzamos a tekercs 

tengely®vel. M®rj¿k meg egy el®g nagym®retŤ l®gmagos tekercsben a m§gneses teret a 

tekercs tengely®tŖl tºbb t§vols§gban. A mell®kelt video szolenoid.avi. 4 helyzetet 

v§lasztunk, ®s az ezekhez tartoz· m®r®si eredm®nyeket mell®kelj¿k. A grafikonok j·l 

mutatj§k, hogy a tekercsben homog®nnek tekinthetŖ a m§gneses t®r.  (9. §bra) 

 

Egyenes vezetŖ m§gneses tere 

Tal§n legizgalmasabb az egyenes vezetŖ m§gneses tere. Gauss tºrv®ny szerint a 

t®rerŖss®g vonal menti integr§lja z§rt gºrb®re vonatkoz·an, a gºrbe belsej®nek ter¿let®n 

§thalad· §ramok ºsszeg®vel azonos. Fogalmi szempontb·l fontos tºrv®ny, mert azt fejezi 

ki, hogy a m§gneses t®r a tºlt®sek §raml§sa miatt jºn l®tre. 

Hossz¼ egyenes vezetŖt felt®telezve, a hengerszimmetria miatt a vezetŖtŖl azonos 

t§vols§gra minden¿tt azonos t®rerŖss®g alakul ki. Egy kºr ment®n sz§m²tjuk a 

vonalintegr§lt, akkor az al§bbi azonoss§got kapjuk. 

 

p**
=

r

I
H

2
 

1. ºsszef¿gg®s 

H a m§gneses t®rerŖss®g. I az §ram. r a vezetŖtŖl m®rt t§vols§g. A m§gneses 

permeabilit§ssal szorozva kapjuk a m®rhetŖ indukci· ®rt®kr®t.  

Pr·b§ljuk m®r®ssel igazolni az indukci· t§vols§gf¿gg®s®t. A m®r®si folyamatr·l k®sz¿lt 

video egyenesvez.avi megtekinthetŖ. Rºgz²tj¿k az indukci· ®rt®k®t az §rammal §tj§rt 

vezetŖtŖl 1, 3, 5, 7, 9 cm t§vols§gra, mikºzben a telefon X tengelye a vezet®kkel 

p§rhuzamos, a Z pedig merŖleges ugyanarra. ĉgy v§rhat·an a m§gneses indukci·nak az 

Y komponensei a legnagyobbak.  
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10. §bra Egyenes vezetŖ m§gneses tere 

 

A 10. §bra a m®rt adatokb·l k®sz¿lt grafikont, majd az adatfeldolgoz§s ut§ni 

grafikonokat mutatja. J·l l§tszik az indukci· §ramir§ny v§ltoz§sai miatti szignifik§ns 

v§ltoz§sa, valamint a t§vols§g nºvel®se miatt tºrt®nŖ csºkken®se. A t§vols§g 

f¿ggv®ny®ben m®rt indukci· §tlag®rt®keit §br§zoljuk egy t§bl§zatban, ®s 

ºsszehasonl²tjuk az elm®let alapj§n sz§m²that· ®rt®kekkel. 

dr

I
cB
-

*=
 

2. ºsszef¿gg®s 

B az indukci·, c minden szorz·t®nyezŖt mag§ban foglal· konstans, I az §ramerŖss®g, d a 

t§vols§gm®r®s hib§ja (Eltol§s). A c, I, d ®rt®keket nem tudjuk pontosan. (11. §bra) 

 

 
11. §bra Az indukci· f¿gg®se a t§vols§gt·l 










































































































































































































































































































































































