ACTA CAROLUS ROBERTUS

Kg§roly R-bert FRiskola tudc
Al ap2tva: 201

3 (1)



FRszerkesztR:
Tak8csn® Gy°rgy Katal:i

Megh?2vott szerkesztR:
T-th Zolt§gn

Felel Rs szerkeszt R:
Cserng8k J-zsef

Szerkeszt Rbi zotts§gg

Bandlerova, Anna Slovak University of Agriculture in Nitra
D8vid iLKg§B8mlty R-bert FRis
Dinya iLBSzdlly R-bert FRis

Florkowski, Wojciechi University of Georgia
Agot a Gi e d-rMykoRsaRomers &nivarsity

KirsglyKBgwllty Rolbert FRis
KoFfuch, TRarnlwarasaytetu Jagi e
Liebmann Lajosi K&8r ol'y R-bert FRis
Magda RKBemwmty R-bert FRis

Noworol, Alexandri Uni wer syt etu Jagi e
Przygodska, Renata Uni wer syt et u Jagi e
R®t hy ilKksStrveBlnpert FRi skol a

Sadowski, Adami’ University of Bialystok

n

Tak8cs ilIKStrw8§rny R-bert FRiskol a
[

Tamus Anké&riél® ERL sko

Szerkeszt Rs®g
Kg8roly R-bert FRiskol a
3200 Gy°ngy°s MS8trai u.
Kiadja a K§8r oOkt &Rt ‘b eK % zpgkditKitart 4 No n

Jegyzetbolt

Fel el Rs kiad-
Hel gerSza® - drektoo n a

ISSN20628269
Megjelent B0 p ®l d8nyban
2013

36.

skie
skie
skie



ELFSZ¢

Tisztelettel kosz°ont°m a fel sRokthkta8shtkan Me
XXXVI . Konf er encieSm@&n yt@ndeokm 8onl yvoass -ki°tz.|

Kiadv8&nyunk a K8roly R-bert FRiskola tudoms§

A K8roly R-bert FRi skola ®s a Gazda §gmate
megtiszteltet ®snek vett ®k, hogy 201 ®v b
igyekeztek a hagyom8nyoknak megfeIeIR ker e
Vi sszatekintR rendezv®nyneka A&vMRFI|I ®Kr &ohte
ad a tan®vkezd®s el Rttt a felsRoktat8sban ok
matematika,f i zi ka ®s informati ka terg¢l et ®n el ®r
okt at §si tapasztalatalkat. A konferencia fR
tan2t8s ®s tanul §8s Yij
a matemati ka, i nformat
tenci 81 hat®konyabb ki
szerek a felsRoktat&8shb
-mapdbzzernt8a iy ap malkl ®k§ia,t
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A konferencia 2012. augusztus 272 9 . kozott ker ¢l t
amel yet t°bb mint hetven oktat - ti
el Radg8st hallottunk, m2g a m8sodik
el. A konferencia DVH ®n nyomon k°%°vethetR a te
ki v®tel ®vel
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a hasznos °t|etekke| szol g§gl mi nd a
nci 8ra val - fel k®sz¢gl ®s ter ¢l et ®n.
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A konferen@®ieaz smzyeWjvtezt®ts szer vez®si ®s szak
mondunk az orsz8gosmprematimba,zotisB8lkhgaakinto
mafel el Rsei neFRi skkK®°lsaz®° mpzhkt ®s ®nek a rend
ogat §s8t, ZRt-ndkft nai f Rr BmPonzorunknak a pod
gat§st ®s a szervezRs bmegtésg8egz @®xalpgza i n
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FADIAGRAMOK ALKALMAZ CSA A VAL ¢ S ZSEZNG MEETAC S
TANE TACSSORCN

DEBRENTI EDITH

¥sszefogl al §s

A vilsggr | szerzett inform8ci-ink nagy r ®s
vizual 2t 8snak nagy szerepe van az ®let¢nkbi
fontos szerepe van a tal 8 s i folyamatban, a szeml ®l et e:
m®|l yebb meg®rt ®s®ben, ezt sz8mos pszichol
jobban eml ®keznek egy fogalom vizug8lis aspe
A nemzetk©ozi mat emaki kadiad @aknbialkna er Rs°di k a
vizu8lis reprezent8ci-kat a felsRfok% okt af
meg®rt ®st .

A klasszikusz&m?t-&Sz2nds®gs§sa sorsn | - | ha s

mel yek f RI ek st@rHbkelt@kmnsBR s, sokkal §ttekinthet
rajtuk az ©°sszes kimenetel.

Egy gy°k®rtRI kiindulva k¢l °onb°zR utakat ré
amelyek a k2s®rlet elsR | ®pcsRj2®@blen® o ekl kl eBlp.n

Onnan a tovs8bbi | ®p cs Rk kevetkeznek. J - |
val - sz2nTs®g -tt®@ttell ei Vs Az BalyRssaddS8mbtadhis at avma?l t-
sor8n ®szlelt tapasztalatai mr - | is sz- esik
Kulcsszavak:v al - sz2 nSfs,@gmaGenfati kaoktat §s, reprez

dent ®si f 8k
Using of the tree diagrams in teaching of the probability theory
Abstract

We collect the most part of the information from the world around us with the help of

our eyes. Our visual abilitp | ays an i mportant role in manb
symbolic representations are of great help in learning. The use of visual aids in the
process of teaching leads to a better understanding of the concepts. The same fact has

been proved by many p$yiogical experiments, too.

In teaching the probability theory we can use with great success the three diagrams

which, mainly in the case of multilevel experiments, can give us a much clearer view of

the problem, they are easy to look over or grasp thiew\and can show us an overall
representation of the case. Starting from the same root, we can draw different
ramifications which can be marked with their appropriate value of probability. Hence

the next stages conti nue. Blahyee stdo ttahle op rearb acbs
clearly represented on a tree diagram.

In my lecture | shall also deal with the experiences | had in teaching the probability

theory.

Keywords: probability theory, teaching of the mathematics, representations, tree
diagrams, decisio trees
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Fadiagramok alkalsag®snga vah2sg88als®gsn

Bevezet ®s

A gazdal kod8si @®Bs kmezsgtaezrdsazsaS8kgoik atlaanpt er vei ber
t 8rgy szerepel, t°bbek kozt a val - sz2nTs(
eredm®nyek kozott sz8mtal an ol yan t°rveny
°sszef ¢igg®@s kkenazalaaposmel m®I| et |, a statisztik
geneti ka, szociol -gia terg¢glet®nN nincs komo
fogal mak n®l k¢l . AA modern tudom8ny felf
szeml ®l et m-d myeyaems8zmz b emarg nkkelt k°r ¢l vevR
j el ens®geit ®s az ®l Rvil 8gban l ezajl - fol
( Ko s z tebal, 07y i

AA val -sz2nTs®gi ®s korrelat2v gondol kod§s
kut at §sk kez®| ¢tae t ozi k. Az el m¥l t ®vsz8§za
mechani kus, az el Rre eld°ntott, ki sz8§m2t ha
sz8zad term®szettudom8nyos eredm®nyei Vi sz
jel ens®gekhez gban bfiglolngltladtaRsSzabglyszer Ts
(Csap-, 1998)

Piaget szerint a v®letlenszer Ts®g fogal m§t
gondol kod§&si el emet. (Piaget, 1975)

AAzt tapasztaltam hogy a val - -szwvalTs®gs z§
el m®l yed®s he ®s annak eredm®nyes fel hasz|
n®|kg,|°zhetet|en) a matemati kai el m®l et a c¢
megtanul 8sa: emel | et t sz¢ks®ges a val -sz2nf
elsaBt 2t 8sa i s.0(R®nyi, 1973) R®nyi szerint

konkr ®t al kal maz8sokkal val - k°ozel ebbi me g i
meg®rt ®s e.

Reprezent 8ci - k

AA mat emati ka mTvel ®s ®hez, mat eknmfactii -khadz go
val amil yen m- don reprezent 8l nunk kel a

kommuni k8ci - k¢l sR reprezent8ci -t k2vgn nye
t8rgyak form8j8ban.o (Lesh, Post ®s Behr, 1
(materi8lis), k®pi (vizuglis) ®s szimb-1I1ikus
Ahhoz, hogy egy mat emati kai fogal omr - | go
reprezent8ci-j8ra van sz ks®g, hogy agyunk
k¢l spR ezent §8ci - val szemben a belsR reprezen
nem kutat hat - . A kognitz2zyv pszichol -gi a

reprezent8ci - kkadl®t Eapks Klagptctsaod :tat 1)egy fogal
reprezent 8ci - i keprdazent ci bé&lr aR azok mi n
reprezent 8ci - kkal v®gzett manipul 8ci - kb- | k
2) A belsR reprezent8ci- -k kapcsolatban 8111
mat emati kai fogal mak, elvekkRapegkol ®v Rt kaps
szimul 81 hat - a megfelelR k¢l sR reprezent §
| ®t rehoz8&8s8&val. (Ambrus, 2000) AA k¢l sR mat
a sz°veges meghat 8roz8sok befondty®@ts.olg 8kamc D
ford2va is igaz: az a m-d, ahogy egy tanul
az felt8&r valamit abb-lz, ianlfoogrym8R i el.s RIDeogp ir,

12



ACTA CAROLUSROBERTUS3 ()T Mat emat i ka szek:

reprezent8ci - Kk kozg¢l dbenszi®mbol i
aktabban az adott el vet , fogal mat
v el a tanul -k jobban meg®rtik a fo
(sensemaking) . A bkoezlt ®r ®s v i
Az emberek jobban em
k pontokr a, mert az en
r 0) A hé8&rzonngfl@ltea Kkl éelnsnk
tat§s Si keresebb a tantu
aszkodi k, ha integr8lja a ve
°s megrnewdzis?2 s elpgyle®ne k azt
om meg®rt ®s®hez sz¢iks®ges an
i pul 8ci -k birtokl &8sa. (Dienes
is reprezents8ci - gyakran seg?2t egy
| repleae@t &ciuttathasam kell nevel ni
emmel . A j - probl ®mamegol d- k ®ppen azz
|l el R reprezent8ci-s m-dot v8lasztj 8k Kk

%

zu§

rel

gf e

eometriai reprezén§ c i - r a . (Ambrus, 2000)
0
S
n

D T

- >3 ~< >
Q

z
ri
nkr ®: ®s Vvizu8lis reprezent8ci-k haszngl
bb oszt8ly% tanul -k sz8m8ra sziks®gesel
ul sz8§m8ra ®s hasznogdlk.a(tWItjtenantngn uiom
hagy0m§nyos di dakti kai felfog8s szerint

oszt 8l yokban van j el ent Rs®ge, a f
i - knak kel domi n8l ni uk. A

mbanf elrfReg 89 k hhaegy a vizu8lis r
n, sRt a felsRfok% oktat8sban is
a reprezents8ci - sem tudja kiel ®g
kezel ePPlRé¢ 2 ketz, k kK®Pyges elfm®nyeket .
§ci - al kal mazg8§sa szigks®ges. a mat e
I t°bbf®l e reprezent8ci -t p8rhuzeze
a ereje @&ttepr dadnmnmt) Yoin-sktg-olk b pg Ps
apcsolatokban rejlik. o (Dreyfus, E

o — X

w — O T
< O
T T w

C
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o @O0
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Fel adat ok mego
1. Fel adata =A®
hogy a dob- - kock

0t0

sa fadiagramok seg?ts®g®ve
?MenevT tS8rsasj8§t®kban a |

al hat ost dobj unk. Menny
|l egk®s Rbb az k k°rben siker ¢l hatost d
Megol d§8s: a tel] s val -sz2nTs®g stzRtse 1e®Bt®| aylt k
hogy az el sR 5 k°rben beker¢l hesse¢gnk a jJ 8§t ®
amely hatoshoz vezet.

0=ttt £ 2 @) 2= ommn
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Fadiagramok alkalsa@§$as a andlt §sa2 sDs @

2. Fel adat: Eg
Hogyan o0sztoz
S
r

j 8§t &k
odjon k®t

f ® beszakads§

y

k

a eset ®n
pedig 3 pontra
<
y

1. feladat
Saj 8t

fadi agr amj
szerkeszt ®s

ffoarddud |- -tk bmd g n§lelr,i , ®saza

egyfor mg&n
, ha tudj uk,
| e npn®&n zsfze¢l kdso®bg8es?s all § tas sjz8utk® kl eh

k®pzett
hogy

a

j

j
8

ebbRI becs¢lj ¢k meg az osztozkod8§8s ar8§ny§t!
Megol d8s: Legyen egy feldob8s egy fordul -,
pedig Feri. A j8t®kot a tov8bbiakbmey, a gr §f
hogy mekkora val-sz2nTs®ggel nyern® Luca a
Feri. Mi nden fordul -ban k®t | ehet Rs®g van,
k®t el 8gaz8s van, a v®gpontokon | &indkat - ann
val -sz2nTs®g®t, hogy az ® kezdRpontj §b-1 a
egyeh Rek az es®|ye{k—edazvai-m'zhdffe@g&el nyer:.
csak addig 8br8g8zolja a |8t ®koyer. Hmanfag val a
gy°ker ®t RI az §gakon v®gi gs®t 8§l va a f a I
val -sz2nTs®geket, megkapj uk, hogy mekkor a
szabsgly).

Lu

Szﬂ§mo|qj u k 4ze
CRENCEEHO IR

A nyerem®nyen t
f ®l beszakadg8sa e

14

2. feladat

Saj 8t
ca
Luca

szerkeszt ®s

®s

nyer ®s i

Feri
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ACTA CAROLUSROBERTUS3 ()T Mat emat i ka szek:

Megj egyz®s: fontos, hogy a gr 8f b8rmelyik ¢
vagy 2r8st dobnak) teljes esem®nyrendszert
ne |l egyenek 8tf°od®sek. Az es®lyek °sszegz®s
val -sz2nTs®g t®tel ®nek az al kal mazg§sa al apj
3.Feladat (Matlap 10124 . sz8m): Egy p®nz®r m®t Yag y Ci
dob8s8nak v%&d@lszkiné‘s@lgelegyen. Ha a p®nz®r
feldobjuk,fannak val -sz2nTs®ge, hogy pontosan eg

dob§s§msak nial®ge ? )
Megol d8s: A fej dob8s8nak valpselPnTéd®Py®az n2
dob8s8nd¥b es®l ye

p(pontosan egy fej)p - (1 —p) + (1 —p) - p=2-p-(1 - p) :f.
A m8sodf ok eg)plem!—%%::t%,rﬂiet\gapﬂ:é—?&&emz. Teh8t a fe
dobg&§s&§makR niiasl®ge 0, 2.

3.8bra: A 3. feladat fadiagramja
Forr8s: Saj 8t szerkeszt ®s

4 . Fel adat : Egy gy8rban 10 g®p ugyanazt az
g®pnw®l 1, 5% ®s 3 g®pn®l 1%. Felt®tel ezve, h
vl - sz2nTs®gg«&li :v&lasnetnmytsjelnlej ese®| gar abogyvs§
b) mennyi az seesl®ljytee,s hdoagrya beoggy ®ppen az el sR
az a k®t g®p, mel yn®l a selejt 3%)7?

Me g o | dp55%=0.2a0.03 + 050,015 + 0,3-0,01 = 0,0165,

a teljeads®gl t®2%e] ®t al kal maztuk, | ecs¥szva
selejteshez vezet (szorz8si szab8ly).

b) Ha az el sR gr §8fot fejres8ll 2tjuk, kapj uk
selejtess®g szempontj 8b- | n @zezgioks z@s§-ser r(Ba®

t ®t el ®t szeml ®l et esen tudjuk megjelen2teni

_ pIGPISI6) 020,02
p(G,15) = (s - 0_0155_0’36'

15



Fadiagramok alkalsag®snga vah2sg88als®gsn

1.8bra: A 4. feladat fadiagramja
Forr8s: Saj 8t szerkeszt ®s

Kevetkeztet ®sek
mat emati ka mi nden §ga fel mer ¢l a k°zg
s

A
dht ®sel m®l et ben a dont ®si f a, mi nt kvant.i
v8l aszt88§shoz k®sz¢ ¢l Rdve az alternat2vg8k el ¢
®rt ®k el ®s®ben. (Zoltayn®, 2005)
Az i dei tan®vben 48 el sR®v e sv akl° zsgza?2zndT8ss@zg ehl am
t8rgy keret®ben, el Rad8§sokon ®s a gyakorl at
a tS8rgyat, ezek seg?ts®g®vel vizual i z8Il tul
kl asszi kus val -sz2nTs®gel m®l et§l vatl,apasszel j
val -sz2nTs®g Ot @ ®t ®t esPRamPayek f s ggRs®g®t , i
Az Q®vv®O®gi teszt sor8n ©°sszef¢igg®svizsgs8lato
azt m®r t e m, hogy a hallgat - 8hény fkeladaée m
hogyan f¢gg °ssze a hallgat - sz8zafl®kos t e
mennyi s®gek -k®z&t kor PelrSoin-s egy¢tthat - r
m®r s®kel ten szoros kapcsodlkaltarza8 suit agy. a k(oA ihsas8l¢
az S8ltaluk°kapottkpegegl 8ci - r Dbanbadgd8badazza |
me g, hogy haszng8lt vagy sem gr8fot a megol d
Saj §t tapasztal at om, ha kontrollcsoportk®n-
me g ®bte® sokat seg2tettek a gr 8f ok, a hal
al kal mazg8sokon volt, hanem a meg®rt®sen, a
egy¢é¢tthat - i - j I I emzi azt , hogy mennyire
®s az, hogy mia keal |l gpakaé&ri s8§ggal haszn8lt
probl ®mamegol d§ sor 8n:

W egy feladat eset®n al kal

pedig | egal 8bb romszor al kal mazott gr 8fot
Ha v8ltozatosss§ Z er e tand® nakg r taem noil ym-nd snz-edrsezi e
mely seg?2ti a tan8rt abban, hogy ®rdekesebt
egycttmTkodve | ehet “%j abb ®s Y abb tapaszt
teszi az adat ok, a feRdAdd&t mk tjamhub - 8t Ip§ totbd td
k®pess®ge, el Rseg?2ti a di 8k aktzv r®szv®tel

e
)
e
(Y%
s
a hallgasa- keg9ga) 86
h §
s
n
h

Hi vatkozott forr 8sok:

Ambrus A (20000 Az integr8ci:- elve a matematika t a
vVill. ®vfolyam3 2000 m8rcius, 6

Cs ap.(szef)(1998y Az iskolai tudg§8s, Osiris Kiad:-,

Dienes Z(1973) £p2ts¢k f el a matemati k8t!, Gondol
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GONDOLATOK A LAGRANGE-F| GGVENYEK EGYKINERGERS L
GAMBCR KATALI N

¥sszefogl al §s

A legg e | kezdRdR j el zRkkel el l §tott fogal mak
vari 8ci -sz8m2t §s al kal mas a fizika akgr°nb?©
kl asszi kus mechani k8r -1, el ektrodinami k&§r - |
egyes di szcipl2n8gk al apegyenl etei val amil
sz8rmaztathat - k. Al apvetR fizikai mennyi s®
mennys ® g @t h aita§metl ynek a megvg8ltoz8sa az el k®p:
ottt a |l egkisebb, amely folyamat t®nyl egeser
f¢eggv®nytf ¢lgaggrRennygnee k a | egki-slewbbe khat®zs ebh
sz8rnmahat - mo z g 8§ s elLgaygernal negtee k etg y eEnull eetre k n e k

ki ®p2thet R f or-bagrangezfonmatizinusivhl snokiuk nevezni. Eqy adott

rendszer hez t°bb-f pnpeggyv@hed Ri dagnegmagdat unk,
Euler-Lagrange egyenleknt a mozg8segyenl et eftigde®mviaglon
egyen®et @igyen€ssal ? Melyek a |l egink8bb alka
ki haszn8l §sa-re®laumnk? s At inkkuus szabad r ®szecs
vegyénk n®gy -sollsWarh cggy®ayge amel yek mindegy
vari 8ci - s el v-égihlet.dAz a8atthagrardfé cngggevr® ny ek hez f el 2

megf el el Rf ¢lgagmi®ntyerk et . Tudj uk, hogy egy, a
mennyi s®g i dRbeleigkw®lhtadj &1k§t hadwescs@phky al Ha
Poissonz 8r - j el es kifejez®s®t. Megvizsg8l va a
kifejez®seket, azt az eredm®nyt kapj uk, hog

EbbRI arra k°vet keadott eagrangd ¢ oy @mpgl k° anglg a
el l ent mond8smentes el m®l et -ki®p?®®E ®mMmegf alk
amel yekbRI vari 8ci -val sz8rmaztat pggv ®my mo :
megfelel R volt8nak sz dlttrse®gvebsRI f ellets@t8erlmea,z tad
Lagrange egyenl et az adott probl ®ma egyenl «
teljes ®s ellentmond8§smentes el m®l et kidolg

Kulcsszavak: Hamilton-elv, Lagrangef ¢ g g v ® ny f ¢ 4 a vEGkri/agrange
di fferenci 81| e gegyentetele Poessen § rH-ajme Il t o n

Bevezet ®s

Legszebb, |l egj obb, | egf ontosabb, |l eg¥%j abb,
szavakra |l egink8bb fel kapj uk a fejeé¢nket .
objeke ven m®r het R mennyi s®gekre vonatkoznak.

folytonos g° rb®k mieggghiok®n éids Smeghaeedélyetgye
sz 8mmal ]eIIemz(,nk. A |l egkisebb hossz¥%Ws8got
m®r jA kvari 8ci -sz8m2t8s seg2ts®g®vel ol dhat|
fel¢leten el helyezkedR, annak k®t pontj §t

mi ni m8l i s, vagyi s | egki sebb. A vari 8ci - sz
diszcipl?2r$Pn® ®egys@kSEr klasszi kus mechani
modern t®rel m®l et ekr RI van sz- . Az egyes di
kevetkezm®nyei k®&nt sz8rmaztathat:- k. Al apvet

egy ol yan im&nhwia&8mMaglexnek a megv§ltoz§§sa az
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fol yamat ok k°z¢| ot t a | egkisebb, amely fo
megd°®bbent Re hanglzXk, sh®ggdmanXVdllykor az i
p®l d8§8j ak®nt emlaagleegl®|kse5rt®nfyat§1sogey|ve, mel vy
mechani k8ban al akultak ki ® 2| enl®é it ®k RIl ¢ f1° rk
t°rv®nyekig ®rv®nyes. A vari8ci-sz8m2tgssal
sz8§zadt - | kezdRdJdBREBl hagyak. sHEaomftud- st sz

aki k ezen a teregeélet e®s kiakmé&inlke&kdRa nev®t %
legfontosabb alapfogalmak; Leonard Euler (1:2083), Joseph Louis Lagrange (1736

1813), Rowan William Hamilton (1805865). Aha 8 s f el 2r 8s8hoz sz¢kse@
Lagrangef ¢ ggv®nynek, a | egki sedlbvnélkf 8sazel e/l®l1
sz8rmaztathat - mo z glégrangegggenléteknele k eamelyek Eu |l e r
egyen®rt ®kTek -eagzy evih et éllaknéll t o ®s azmuse g ®s z k
Hamilton-Lagrange formalizmusnak szoktuk nevezni (Simonyi, 1986).

Paul Dirac szerint a sz®ps®gre val- t°rekv®
hat ®kony t®nyezR a tudom8ny el Rrehal ad8s8ba
di ffeggeral 8t ekben fogal maz-dnak me g . Ezek
| egki sebb hatgs el v®bRI. Tudj uk, helvgy azok
megf ogal mazhat-LagirsanageHafmirlmaon zmus ki ®p2the
'"eszt®ti k8§8j a' ametgokvagpb-b,| ®p®@sem il |l et ve Vi zsg
nagyobbak.
A hat §s
Ahhoz, hogy a Hamiltore | v et az el m®I et alapel v®nek t e
Lagrangef ¢ ggv ®nyt , amel ynek i dRsFoeelryitnan o si nkt°ezger ¢
(fizikai terek) szhads 8 gi fokainak sz8ma v®gtelen. L
pillanatr | pillanatra tort®ni k. A geomet
i dRpil |l anat hoz mat emati kai mennyi s®geket
mennyi s®gek i dRbel 8§s8rfacj | Rad®sPhlekak | edr t
(mozg8segyenletek). Cltal 8ban k®t al apl ®p®s
rendszerekhez megkonstru8lni a hatg8st: a t®
sTrTs®gf¢ggv®nyt figyerembel ay®@oe@s8gal e2rta
sTrTs®gf¢ggv®nynek a t®r ®s az idR minder
megrkapjuk a hat §st.
5=J‘Ld1r’dt (1)

£y
L = L(y.%. Vi) @
Amennyiben a Lagrange ¢ ggv ®ny ¥hiaki keagiy mennyi s®gt RI (
szerintsgzedrsi nhteil yderi v8Il tjait:|I feogog, akkor
EulerLagr ange egyenletet, amel vy l e2rja a kK ®1

v8l toz8setd ., (1Mobr3s;e Gamb8r, 2005)
ta

55=6 f LdVdt ©)

31
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arL @ aL '-F‘BL—EI 4
gy Oty AV “)
Cltal §ban mondhlatagranbefc;ggg@nw/&lbmrze@lyis oper §
hatat,f:f¢ggv®nyreﬁﬁ§kld<iofrejaez®s j el eLagrakge meg az

egyenletben, ahoﬁaonper 8§t orj aadjSuonrgo8lljtuk f el a fizik
oper&djorng8lt p8rokat:

=— 0 2 d=_—— S)

A at 4 at ®)

A= grad(=V) ——= A= —grad(= -V) (6)

BI a:

= = — 7

A gtr 4 BEr "
A=A—-dA=4 (8)

Haaz 4=4 egyenl Rs®g teljes&8ltorvigy beadpPupoflt
2002; Gamb §r 200e8al , Galndboslr; M8 r k ues al, 125@)1 1 ; Mo r
Amennyi ben teh§t i smerj ¢k egy mennyi s®g

(di fferenci 8l edguwlwhlagangdts)g gkve@nnyyte dk@nn st r u 81l ni

A Schr°odinger egyenifegtgglv®megtes ®ges Lagrange
Brown ®s Holktlaand2084pwei kk®ben figyeltem fe
féggv®nyekre, amébyvekbBEtiakmemszabad 1 ®szec
Schr° gigyged et sz8r magltvatdhad?t a@®yw®vwdal8.ci A sci k
ezek a Lagrange féggv®nyek ekvival ensek.
8tgondol jam

ARG iR
L=~V T+ 5 (0 = 1) ©)
h:
Ly = — V"V — iRy (10)
B ih ,
L =AY+ (0= ') (11)
B ,
Ly =Sy — iy (12)

aholU" alrhumf §ggv®ny kompl ex lednjbwRd §lstzj8ar.mak t |
egyenk®nt-LagrangeeGylead et ek et mi nd a n®gy ese
egyenl eteket adj 8k
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h:
ikl = —— A (13)

hI
iR = —— (14)

1. A k®rd®s az, hogy -fviag govn®negyzekk ta®nlyeh @ g a rege
egynEssal ? Melyek a |l egink8bb alkal masak,
ki haszng8l 8sa a c¢c®l unk?

2. Keress¢nk a feltett k®r d®sekre v8laszt a

Kanonikus alakok

A Lagrangef ¢ ggv®ny i smer et ®ben biesvRgzheetzh ek &n oan i Kk &

konjugs8lt momentum (i mpul zus), ezt az 81t
|l eol vasni . Eset ¢énkben

aL 15
. oL 16

Ekkor fel2rhatjuk-f &aggrv@&snzye®cts k (ea niéding g va ®nhya g r ¢
Legendret ranszform8ltja)
H=pl+py -1 17)

frdemes defini 8lni-zg®tj meanykb®Pg] Pp®sS®DON me
rendszer Hamiltofi ¢ ggv ®ny ®vet8rvefel Poi ksbaj ez®se az
®ppen annak i dRbeli v8ltoz§getdlt, a2l() &8 ;mey§ 4 (Ga
et al, 1996; Morseet al,1953)

Fa] = 5F 6H GF GH
F.H —HE—EH (18)
F=[FH] (19)
Eset ¢nkben:

b=[MH] (20)
p=[p.H] (21)
b= o] (22)
p*=[p*. HI (23)
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kapj uk a kanoni kus egyenl eteket, a Hami |
mat emati kai ®rt el emben i $agrangeegyenletekkeegy y e n ®r t G
adott rendszer eset ®n. A kanoni kus egyenl et
probl ®&m8ngl el Rny°sebben alkal mazhat - k.
Sorra v-®)ken rmegadoft Lagrange¢ ggv ®nyeket, mindegyi k
momentumokat, a Hamilteh ¢ ggv ®ny ek ezt§ momaad alGirsoj slsen
kifejez®seket a k°vetkezR egyenleteket kapj
Lyeset ®ben:

il
b= —g.ﬂq_r (24)

h
= —ay® (25)

im

I‘2eset®ben:

B
b= —o (26)
B
b = prer L (27)

Ls e she t ®b en
qJ:_%,f.,q; (28)

h
b= —ay (29)

I‘4eset ®ben:
il
b= (30)

h
b= sy (31)

A helyes egyenletek, amelyeket minden esetben meg kellene kapnunk-b4&)-fER
szerepl R egyenl et ek-27D) §t&@sh)t( -0k cito®@ry teel jcessakl

25) @s9)( 2e8s et ®n hi 8nyzi k al;®s alalmgrangez Rb R

fé¢éggv®nyek hel yesek, azaz al kal mazhat -k az
EbbRI arra k°vetkeztetheft gy ®myagly kk° zmelg aa c
ell ent mond8smentes el m®l et -ki®Ppme®y @het Rnei
amel yekbRI vari 8ci -val sz8rmazt aft hadv ®nay mo :
megfelel R voltg&8nak szg¢kseRigwesRIf ell & 3@z &rl nea z thaot
Lagrangeegyenl et az adot't probl ®ma eg®teal ete |

teljes ®s el l entmond8smentes el m®l et kido
tekintetben ezek a Lagranle, ggv ®ny ek nem ekvi val ensek.
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KOMPLETTEN POHEKETREVZASEK KADRSON.EGY SEJTE£SE
KOVCCSVCSTBELA

¥sszefsogl al §

MYal t ®vben az oper8tor t®r ®s a kompletten
azaz azt vizsg8l tuk, hogyan adhat - meg al
vektoraib-|I al kotnoBEz @®@wWye@leger @'€eIr é mokioRI

m8&trixok kvant 8l §s8va-hl §ebtndd) &elgain kes Ha A e

m8trixok tere,-b-almeVglkkhk(eA)a kiedr tAdMr m®s zet es |
algebra pozit2v el emeaklkgeelb.r ke fkionmp8l lejtuke nC*pozi t
bemutatunk n®h8ny p®l d§t. Megvizsg8ljuk a p
valamint a komplett korl|l 8t oss8g viszony§8t,

lek ®pez®sekre vonatkoz- t ®t el t . V®gy¢l n®h §ny
t°bbl et inform8ci -t ki haszn§g8l - t ®t el seg?

i smertetj ¢k Kadalsgoenbr 8gyiakl,gebdr a&C* homomor fi z
sejt®s®nek.

KulcsszavakC*-al gebra, kompl etten pozit2v oper8tor
Compl etely positive maps and a conjec
Abstract

Last year we have introduced operator spaces and completely bounded maps, that is we
investigated how can a sequence of nobmslefined on matrices constructed from the
vectors of a linear space. This year we quantize matrices with entries from a C*

algebra. If A is a C#algebra then M (A) is again a C*algebra in a natural way, with

positive elements. Weefine the completely positive maps of&gebras and list some
examples. We inspect the relationship between complete positivity and complete
boundedness and quote further theorems on completelypositive maps. Finally, with the
help of some theorems usitige extra information encoded in the operator space
structure we show two equival ent forms of
homomorphisms of Calgebras.

Key words C*-algebra, completely positive opeoa, derivation

Bevezet ®s
M¥l t ®wdzet bk az oper 8tor t®r fogal m§t

By A, o A0

€ u

A:éa21 A a2n|:|

¢ . ¥

X Banac'%I IYI@()rQ & n2 U
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Kompl etten pozi tvVav Kladk &@penz &@gek s&g tRs e

Adjukmegnormasorozatdyln(x)-en, n = 2, 3, é., hogy telje
y A O
As=|g pfmadalie]
®s

lad | elal qrie] ., mskat, anol

AT M,(X) BI M, (X) g2l Mn(C) 6T M,.(C) [, (Al])
absztrakt oper 8tor t ®r .) Lkeogryle§ntoH Blpebgt o]

MK(B(H)):B(Hk)t er m@szet e(?%Hg’”"L))k ongk t ®t oper §tor

Lek®pez%(é“'é”fk):, (Y’Hn) absztrakt FpXr sfloirnetsern sk .
oper §tor .

Fn: Mn(X) - Mn(Y)
X e Xin @ eF (X1 e F (xln)g

e u e u
Tue o
Fo. & - Xl - B (X)) F(X..)H
F |<o
Faz oper8tor nor mg§kr a n®zsvug ”ﬂom.pllj/eekbrten kor

”F”Cb: SuFﬂF”” val - di foocm&horam&j §nak n e”'\}”e)z z¢ék. (

Banach t®r, ha ¢'l|nt)el§jletsa.l§beﬁ:B('1”i§”;)}Ma)a.,%rt ( B( X

komplett izometria, haF " izometrikus minden indexre.

Pozitz2v -a&ll genterk§ Ca-algebr# hasBgnach &lgebra, azaﬂ"(ﬂ\) teljes

al gebr a “@kﬂ |La”cwjﬂjm|deq,Abell a, b elemp8rra. I n
dett: A Y A &8njsg8letk®pen®s, hogy (ab) * =
Cov s EH

Megjegyz®sH H_”a” wendkaers ¢l . A k°vetkezRkben <cs
al gebr §8kkal foglalkozunk.

al A pozi 320, pa a=ax S ER" . Exvivalensen:a2 0 pontosan
akkor, ha a = bb* valamelii)I A ra.
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Reprezen t%:é‘i' : %(H) *-jizomorfizmus, ha algebra izomorfizmiu

oP@)=p@)"

Prendez®s tart -p(a)ﬁg(b)aq)(t—l)zb%.*, akkor
T®t el Mil gdeebrr aC*r epr-banent 81 hat - B( H)

2
A pozit2zv el eme 2 G)/4poantbshn akker| Heg%hfnhg ®% eninden

Dekompo?2cdl A akkoHd=D+IC  ahol b ®s ¢ °nadjung
Lt T -

a_b'bﬂ(c'c), azaz b&r mely el em fel2rat .
kombingci - -jak®t.

C*al gebr 8k mierek. Legyere A ®dyoGalgelira, p:A- B(H) .

izomorfizmus

ekkor pn:Mn(A) - MH(B(H)):B(HH) is*I zomor fi mus, t e

IVIH(A)-n def i nimg, mellyetMn(AF) €*-algebra.

. r&qlzl §
T®t el : (B. Aupetailtg)e bEgay sn®g eameesg Y&®T t el mT (
Mn(A)pont osan eg-yalgebra,(Ar“igL\/)alk oh*k r ®t oper 8t or t G

Kompletten pozit2v | ek®pez®sek

Legyenek AI@SH:IB@FC,*BIine§ris opgn:évltn(ﬁo‘l). Jel en
F \a ] |=|F@)|
- Ivln(B)azt a Iek®penzq@5jﬂ)t |' (a”)”ejlewe'ﬁﬁpio§zli.t2v, h a

2
A pozit2zv el emeit 3 kpoonzpi | te2t vt emFepnmgz'rmmee? vk ® pheaz i
n-re.

P®I d§lPFA'ed3y*-homomorfizmus kompletten pozit?2y

Lemma:Mn(A)pozitzv el emei fel2rhat - -k | egfeljebtk
ga;al aa, .. azanfg gal 0 .. Og & a, a,o
* * * * e u
@3, 3,3, .. A,y & O ouc.éo 0 04
I . u e, ué, U
€ « : U e, U e u
@'nai anaz a'nanu = @'n O OU éo O Ol]
:A*AZO
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F.la @l |=F@&) &@)|
al ak¥% m§tril\)tos"tssn%i?’rgeJ )®|th(.') (‘)]”20.

A komplett korl 8toss8g ®s komplett pozitiuvi

T®t el 1 D(yRU s sAo , B e@y sg@d):r.@lkeapaosz iCt*2 v | ek®pez

exkord T 1 =F @

e o
e u
e © 0
€ u
e u
Mivel I\/In(A)e gys®g€el e me®l,  @s
X al JFe
u. e
F & € 09 é F(e)
"% 0 é
N'e >
5 e €
Qe U= — e
oz &l =IF1
P®I| d§k
3. Schur szorzat
a=|a| I M, b=|b,] T M,
Legyen I , I . Schur szorzatuk

a*b=|a @)ij]“ i ™M,

. —_ %
Rogz 2t Myt naurs M Mol ekop2RT® Psital .

T®t%lank°vetkezR tul ajdonsg8gai ekvival ensek:
a)apozilvlnzben

b)Sa:Mn' |vlnpozitzv oper 8tor
c)Sa:Mn' Mnkompletten pozitz2v
4. TO®t el : Leag)geerbfriAaA\*@#afpozitZV akkor komplett
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5, T®t el : Ha Vv ®csd:ev§t%()r() kto®rl,8t os oper 8§tor,
IFl, =IF1

HaVC*al ge bF @0 Wist 2 T ,korplktieropozi v .

6. T®t el : (Stine-slpgdalmb:ac(@a\? BB Qutozithkyv, akko
kompletten pozit?z2v,

7. T®t el : (Ch-algebra,l'_H:Nn B ®* |l ines§riosv §Ib%l@®pez®s,

m§trixe|¥|y—b®gekakkor a k°vetkezR tul ajdons
a)FkompIetten pozitz2y

b)F ozitz2y
) " El)=FE p oz Moé®) pen
8 Egy pozit2zv | ek®pez®s, a mi nem kompl etten

t:B(IZ)' B(IZ)pozitzv, de mi vel nem kompl etten
kompletten pozit2zv sem.

e bz éa Cg
. t., g) d\
Konkr&?tMa?ﬁ:Ma t2v |l ek®pez®s,

pozi
AA" 20 M, ben, akkort(AA )= =AC6A) 2 O. Azonban t
nem2pozitz2v:

cC
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e0g
4
[0-11,0]4,(A)& U=-2<0

e1d
e_.u
é0y

Arveson kiterjeszt®si t ®t el e

Definzci-: (Ealgebre PEAosperster r&Sdesser, ha

°nadjungs8hkk altere A

Arveson kiterjeszt@sigeb®bel & petdegmmope ASICSH

Legyen Fb%@g(ﬁgegy kompl etten chz—n'etIévI ®tpez iSK
kompl etten peAiat 2v kiterjeszt ®s

Kevetkezm®ny: ( Ar-adgzekﬂa)q )'\/I Lieme @mi-sak dlgyerer e A

tov§%b|\é_ B(H)komplett kor“ﬁ”?bga')ciame(layzamegeri
egys®g eIEnmeetk.ejE@]ttkckrompletten cmozit2zv kiter]
Lemma: Y -M+M" - B(H) Y(@a+b)=F@+F() ,F J.
egy®rte|m'T"Vk"‘lM*era.jeszt®se

Te h%ltM"'lvI oper8tor re I'i:dnekzaéemr,nasaemirﬂ\Varykorepletten
pozit2v kiterjeszt®se.

- defini 8l

Egy al kal maz#lshl McA®eel e : Legyen A a fel
E.
aIgebMN§bJera i'pedig a m8trixegys®gekfzmuB&§r mel y

p:A- B(H)amely ‘M xesiftent@teleket kompl etten

Legyen ugyanis F(&) = p( ") hai ¢ j, F®(SEij) = p(Eji ) , hal C1

A bizony?2t 8§8s ,ahngy Fnkuotnaptljeat t m&@ziigmzittozg\o.n§l i s

N L (P I I

projekci - k, Ekkor
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Wittstock TO®tel ei

Lemma: Legyendakgedhr®«, Bj €F°1l je e mindkettR

tov8bb§ V o-ban§t(<anjf\é'®)rBl®se§ris |l ek®pez®s.

SEMZ(A)oper 8t or rendszert

éde ag abl’Va
_l p y U
i eb m’-‘HI,mIC®S Ysital

Teki nt'®; kM2(B)
de ag ele j(a)g
Q U
7 éb rreu S(b) MU ekepez®st .
Ha! kompl et t korFtkoraplektehpoiizakkor

Wittstock kiterjeszt#®lsgehh®d edlett erLe g®® nl &/gyaeal
] V- B(H)kompletten korlj§neloolyanolﬁakkor | ®t ez i k

FiA- BM) it erjeshlogd®lo nogy

Lemma: A C*algebra,’ PA - B(H)kompl etten korl 8ttoes. Ekko

J2 A~ B(H) kompl etten korl 8t os |l ek ®pez®s

”J l”cb :”J 2”cb :”J ||cb, ® s
F:M,(A)- B(H?)
& bg &, jbe
u * o\ K
ng g(c) j (A kompl etten

pozit?2v.

Hajkomplett kontrakci -, akkor
& bg éIH j (b)g
& d4 §@) y
Y du lHH

kompl etten pozit?2v.

Kevetkezm®ny 1: rAzenti Heispgs i h@Pt elepegy VvEI L
algebra,J:A_ B(H)kompletten korl 8t os. Ekkor | ®tezi
p:A- B(K)
ViV, tH- Koper§torok,

ovealilo =VEVL @V 0@, a ey o
V.,V

reprezent 8ehiomomor fli*zmus) , t o

akkor 2v8l aszthat - izometri 8nak.
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Kevet kezm®ny 2: Wittstock f el -blgelord, § s | t
) TA- B(H)kompl etten korI§tcys:A' Eé(k')kohogy | ®t ez

”y”cbq:”j”Cb, toy§58j§®syolmj mind pozit2v oper8toro

iyenkor 2 = +Rei )- (v - Rej )+ily +1mj )- V- 1mi )] o\ g1 1 negy
pozit2zv oper8tor |line8ris kombinS8ci-jak®nt.

Sejt®sek ekvivalenci §j a

Kadison eg i k sejt ®se :-_algehr&.g-|§x]e:riA"AB(|_8*egys®g el emes
korl 8tos al gebr a Jhroarmmmlr-hbm@zrgnﬁzmashoakkor

Lemma: A operr§:f6‘6rB(|_ng§!b®g, el emes, kompl et
agbra homomorfi zmus. EkkoS:HI'®Ke'znivlerK§IHh’dtb-e

oper§tor,p:A\‘/'alBgmikmtmpl etten kontrakt2v algeb
hogy

p(.)=S®(.)&" o Il =Isds7
enkor e = minl [RIR(: p()=Ra ()" }

Haagerup t®tedlgebra,r't’%'g)BéH‘PkArC§tos, egys®g el e

homomorfizmus. Ekko' has on | -homengoxfizmtishoz pontosaakkor, ha'
kompletten korl 8t os.

Teh§8t Kadi son sejt ®slegepoB8kosaani gazon aféel
homomor fizmusai kompletten korl 8t osak.

Derivsgci - k:—algbmagggg:f"ABQ:_l’)!.i ne8§ris | ekhRpez®s d
d(ab) = p(a) Q@i(b) +d(a) ®(b)

valamelyp:A' B(H) **homomor fi zmussal. Ri ngrose (1
deriv8ci- -k korl 8t osak.

RO gzZ)[(is%(L_')-t! Legyen d(a):p(a)C"X-xC"p)(a)_ Az 1 gj/@ldtef

deri vs8ci

Az ilyen deriv8ci-kat bel-sRnamrbel§cR - keraikv §ic
@)= P@ d@o
. A e u
Tekintrs'Aé,'k BQHAH), éo p(a)ulek®pez®st!
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Egys
der i

Ten kish &lgebrh hcenbmorfizmis opgnyosan akkor, Qa
r i

er
§¢c

< N

Lemma:db el sR derivsgci I hpaosnot nol shamengajiznktishnz, h a

Kevetkezm®ny, Chrg:éA‘t'eﬁQ_QMerti®\tp§:'£‘i'e-:B(|_p|a

egys®g @dmemme‘izsmussal,akkcgbelsR derivsgci - rpontosa|
kompletten korl §tdokso n{ppl cent tt oesna nk oar kl k8at ro sh) a.

Ha AC+~al gebr 8ra igaz q(detiiiv§ch-§d<j@lk®@ﬁ,os®sal geb

homomor fizmus, tehs§t kompl etten anlellgiRos. {
deri vsgci

Kirchberg t®tetad geb9 a6 )mi ndanAdETi vE8&ci - -ja b
ho momor f i z mus ai-h ochnaosnoonr! f-ikz neugsyh o*z ( ®s 2 gy komp
Teh§t Kadi son sejt ®s-al gpeobnrt&ksraan iagzaozk,r a a nae |
deriv8ci-ja bel sR.

Hi vat kozott forr8sok

Vern P(2002): Completely Bounded Maps and Operatogé&tiras Cambridge Studies
in Advanced Mathematics 78, Cambridge University Press, Cambridge

Szer zR:

Kovs8cs | sRhk&8n B®I a

docens

BGFRPYZK, M- dszertani Tansz®ki Oszt §ly
kovacs.istvan@pszfb.bgf.hu
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ROOTS OFUNITY AND ADDITIVE REPRESENTATION FUNCTIONS

HORVCTH GCBOR

Abstract

Let A be an infinite, strictly increasing sequence of imagative integers, and for
ni 0, let

*

R(N=f(k)|a a = a A, a Al a 3
Itis known H o r v[2007H) that1¢ R (n) ¢2 cannot hold from a point on. We will
prove this result by using roots of unity, without integral.

Keywords: root of unity, sequence, additive representation function.

Egys®g®ws® ka®dkdi t 2v reprezent8ci - f¢égggyv

¥sszefogl al §s
Legyen A nemnegat ?2v eg®szeknek egy vegtel en, s

ni Jeset®n | egyen

R(N=f(k)|a a = a A, a Al a 3
| smert (Horv8theh@0DOVh)ahbagR{nelhEkazzdve
eredm®nyt egys®ggy°k°k haszng8lats8val, integ

Kulcsszavak:e gy s ®g gy ° k, sor ozaftg,ggavd®dniyt.2 v. reprezen

1. Introduction

If n is apositive integer, then a complex numberis called ann th root of unity if
Zz" =1. A complex number is called a root of unity if it is &wth root of unity forsome
positive integemn . Let M be an arbitrary positive integer, and foil [ | let
a Kk 2,|\u/|ik

egﬁq e (1)
which is anM th root of unity.
Furthermorelet A be an infinite, strictly increasing sequence of-megative integers,
and forni [ | let

*

R(N=f(k)]|a + ma A, aAla g @

R(N=f(k)|a v = a A, a A} @)
which are called representation functions o equenceA . It is shown Hor v 8t h
[2007]), that ifd > O is an integer, then

Qi
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d¢R () ¢d g/zd %+

cannot hold forn > n,. For d =1, we get the following statesnit:

THEOREM. It is impossible that
1¢ R (n) ¢2for n2 ny.(a

The proof of this result in [1] contains integrals, but now we will prove it by sums
involving roots of unity instead of integrals.

2. A lemma

LEMMA. If I [0, then
M-1 sk &0 if M is not a divisor of I.
a e oi .
=M if M ||.

Proof of the lemma. IfM is a divisor ofl , then every term in the sum is equal to 1. If
M is not a divisor ofl , then by (1),

8 201 "%
_ ; 1-a&M §
M-1 o ~M 1 20Kl v o 24 ka e 0 2pil
L eakl 0" aM = ZpeM § =G = 1-¢€ 0
a W ) a - 8 2pil 2 b .
k=0 © "k 9 k e - —=
oc 1-eM 1 -eM

3. Proof of the theorem

By indirect argument, let us suppose that (4) holds for some positive intggefor
|7 <1, let

F(z):a' A (5)
a A
be the generating function of the sequeice then by (3),
» a o) 0.,
F°(z)=ze@ 2« g &7 =0 n Z (6)
X7 o)
Cad A e n-
letMandNbe il argeo positive integers, and | et
r=1 - 7

For / 1 [, let us consider the inequality
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%FZ(Z) =

()

Setting z = reaﬁ in(8) for k=0, 1, ...,M -1and adding these expressions, (in
G

view of (5) and (8)) we have

J-o:ol®

e. (8)

o

2.

o

Mot ska G0 1 S
a araeaqq 00 [ —— " a* oe

k=0 alA - 1- reak Q aA o

2 & 2 0

By appropriating choice oM , N and / , we will deduce a contradiction from (9).
Taking the square, (9) can be written in the form

2

2,. o
M-1& ka g0 1 &, ,, M0, 0 1
a @ar E%W 80-/ Yk -2 ﬁZa r% '/—O—ka
k=0|Ga A T ol-reg- [0 a# - aAl ¢ T 1%re
& 2 M
M-13 25
+a aear o 20. (10)
k=0 Caia +
Since
1 12 . 5 akn
= z r eaem ,
l_ reé‘k gl_ z :SO n:% (; '
&
therefore by (6) and (10),
M-l akn [5 .8 L. B & . k& " 80, 1
a|aRr(n-/)r 5 2 art g aeréwge 00—
k=0[n ® ¢V = caa k0 agi 1 reg - B
gm 2
+Ma R(n) " 20,
n=0
that is, by the triangle inequality,
M- :l.O =] o ~ .
akn o0 & . &N n
A =A(R(N-/) e’ 6 HR M -) Fe B syt
k=0 Gn @( ) ¢ ++n-§ /) @_ ~n 0=
é 2
a.. Sl 4., aka | 917 1
“2ad 1 §8 aaegqqg 5 s
Gal A 0| af Tl k0% 1-re 5
¢ e
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a.. Bl 8., aka 8 '+ O
=2afl 1 08 dleg- 6 o@ke :
i ?ﬁq T a A ¢ ﬁ_ T aAkl ¢ kO

Gal A k0 af

O:On
O: O

b2

(11)
By changing the order of summations,
M1 gk (a- a)

M-1& . aka &0 &, ka 80 ,
a aearaeaﬁ 80 aa""e - Foa a° gt (12)
= i - aA a Al k0=C

where the most inner sum, by the lemmaQisr M, thus

v e ara VL 8k(a- A .0a
a ar &ae% oM & : (13)
a A aia ke C

Furthermore (applying the lemma),
14 ¢ kn &0 &n'
n-/)r" a n e
9033%( (n)-7)regy o éF( ) ) fe &
S ML Ak
=4 AR /) (R e ade(nn)
n=0n' 9 k& G
=MA(R(W) /)™ M A AR H(RAH Jrr 0
M\n n’)

By the indirect assumption, there exists a positive numbethat R*(n) ¢ c, so
R( n) ¢2R (1) @ ¢ therefore
ME A& (R(m)-7)(R(r) - ) F™ ea(2¢ | 1|)'2 a @ar’”"

n=0 n'=0 n'
M|(n- n) M‘(n n)
om(z YA A a(z | AT @)
n=0t % n G t 1=
_ 2 1 M 1
=2M (2 ¥/|) T T (15)

Thus by (11)(15),
M o

M& (R(n)- /)* P em(2c [+)° - L MARDY ™
no

n=0 r’1 o
a ) 3 1
22Maf r*® 52 &> |/|(‘j" T (16)
Cal A + aig K8 |1- re .
8‘?\9& ¢
Since
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Lredk (8 1 fco2l” g s.nﬁf
- o)
¢cM = ¢ M
o ~ 2
=(1 —r)2 s cosPPX 8(1=r)2— il
G M = c;
. pk, 2 & 2k pk r
andsin—?2 —— —— for = , therefore
M M M o¢ M ¢§
M o dme o Moe o
M-1 g2 H &N H 2 &8 H
a 1°k9> a 1@ 02;;" 1k°+~a 1k
k=0 1' rea Q :eM -re 9 1 e — a _l\/@ re —
SYRCA | & Rl N Y
aeM g Me g 6 & M e g
BN i £ 0 4 O &1 &M g 6 1 2,8 M
¢2 s + - OE S \1+_ ) o
gol ' k:E\,’Ma 2 rsinLk Q %"’%N H 22 l‘k :Nléalg!k
& o i M| 2 ¢ e T H
a eM o
® Qs ~ g2 H
=2t 2M gs OM 5 1 (17)
g-rE%N Sadr _au g K
¢ EN %
o 1 rb-‘:l
Furthermore, sincee<% + g for n=1, 2 and [X] >= for x2 1, so if
¢ n =

M2 N 22, then

. X As 1 %0
eM o Me o M e |r§ + 5 M e o
g2 f £ 2 & k-1 98 2 & qH
i 1_ =~ Ine C - _ 1
a k2 8 K R A
k=M Kk M 12 Kk Mg @ Kk leéi%'? )
§N? N T H Ng' H N "8 H
M o
€2 d eM g, Me M
= 3 Ink 4n(k 2) e 25, Mo oM, In N;
& (men(cn) rgo jn e 2
& b
and by (7),r 2 % for N 2 2, thus in view of (7) and (17) foM 2 N 22,
M-1 é
a 10 ¢2§\Iﬁ +M—\/§InN g &MIn N, (18)
k=0 |1 ak 6 C N 4 =
- I’ee% 9

where C, is a positive constant.
By (6), (7), (16) and (18),

M& (R(n)- /)7 2" eM(2c |+) Nl'rMM M AR ) P
n=0 -r no
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22M g R(n) r*" -2, ar(n r"|/| G Min N,
n=0 no

that is,
a(R(n) /)2 r?" -Q(Zc |+{)2 N rMM nédd ak - ual'\‘ D /G In D
n=0 1-r n#o n &

2 1% &a-* 6
If, for example, M = N? then by ¢), r™ =% — & &N g eN  Das
¢ N = 89 )

M

N- ©,and solr—,vI - OasN - w©.Onthe other hand, by (4) and (7),
-r
o on T s n % oon 1 1 5 1
ar(nr"z gR(nr 2 G £v— Z*ON =R (20)
=0 n®o n 1-r 2 3
for all sufficiently largeN . Thus by (19) and (20),
a(R(n-7)"F" 21 o)) 4R ™, (21)
n=0 n o

where 0(1) denotes a term which tends@as N - o .
Let / be such a real number, for whif2- / )2 < and(4- / )2 <4 hold (that is,
2</ <2 2).By(2)and (3),
R(n):§2R*(n)-1 ifg iA, o2
I 2R (n)  otherwise
Therefore, by (4), there exis®> O such that € <1 and) (R( n)- / )2 CR(N) -

if N2 ny (ni 00)and gi A , and so by (4), (6), (7), (20) and (22),

g(R(n)-/)er” ¢%5(R(n) )? nif(F(r) Jef"  @R2 % )/

n=0 no a Al
¢C, A R(NP e A1 (2¢ J* F*
n=ry n = aA
a <] -1 a
¢S ARMVE § AR P T a) P (e )y AR
n=0 no n G n 0=
=2 2 o) & R(n)r", 23)
C =0

where C; is a positive constant.
By (21) and (23), we get
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(oA R ™ G T o) ERY P

ie,1- o() @ g of+) , and this contradiction proves the theorem.
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AZ | NTEGRCL S ZOXKMEATTAESE L
K¥RTESI PETER
¥sszefogl al §s

A hats8rozott integr 8§l ®r teslsmemg®@sk&k ed ort &l 8K ki
Nyilvsgnval -, hogy a h&k®mrodaottte zii kt e-chra8 le zpedk
°sszegek konvergensek. Ez azt |s jelenti, h
van primit2v fgsgggv®nye az adot intervall um
integr 8l j 8t tekintjtgk,i ndalelgo |l eeg;abeknatrﬁirmct
form8ban f®$s8zegnekegriBat 8r ®rt ®ke i s.

Kulcsszavakii nt egr 81l sz8m2t 8§s, integr8l ©°sszegek,
The education ofthe integral calculus

Abstract
While introducing the notion of definite integrahe use different integral sums. By
definition the definit integral exists exactly when the given sums converge. Once the
definite integral exists (e.g. the given function has pimitive or it is continous on that
interval) it will be the limit of all sumsyen special form integral sums as well.
Keywords: integral calculus, integral sum, teaching
EIl m®l eti h8tt ®r

. _ Sp (f,xrk‘; _ .
Haazf Ri emann i ntegr 8l hat"n a‘z ([eenkim@er @yt Yarskz-er i nt

i (),

1999 Ri emann i ntegr 8l @®sszegholhata8r rf®aI|to®skzet 8aszo k ¢

n
Xk az adott feloszt8snak megfelel R intervall
Ha teh§t adott fe:g[@'b]'i ﬁtefg(;rg§glvh®anty- [a®bJ az
b-a
intervall umnak egy egyenl Rk? zThofseslzd/ssBtg¥s a
r®szintervalIﬁ’p']oiknrtae,rvaaklklourmaozszt-pontjainak
s b-a b-a b-a b- a(
Iea,a+ ,a+2 eemat(n-1) ,a+n ﬂ
| n n n n
Ehhez k®pezz¢k a
b-a, b-a
af<a+k—)—
k=1
integr8l °sszeget, ahol
b-a
fla+k—>)
n
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Az integr8lsz8m2tg§8s oktatgs§&r |

rendre az f féggv®nynek az
s b- a b- a
§a+(k-l)—,a+k—'\z
n nH
r®szintervall umok jobbol dal i v®gpontj 8ban

®rtel mPben:
. N b-ab-a_°
lim & f@@+k——)—— = ff (x)dx
n_uk:]_ n n a
S

Ha bizonyos °smelkgaekkhatrt8m®r§®a®a c®l unk, z
felismerng¢nk, hogy milyen f¢gggv®nyh-ez ®s r
°sszeg 2rhat- - fel.

1. P®I da.

Sz8§m2tsuk ki a k°vetkezR °sszeg hat 88§r ®rt ®k ®
. A++4/2+/3+...+4/N
lim ( V2 */_)

n- = nvn
Az adott @& s$tzaelga kzetnidat - :

Iim(1+\/§+ 3+...+\/ﬁ) _

n- o N+ n
O
1 2 3 Jn. 1

im 3 fa+k3)L,aholf : [0,1- R, f(x) =X,
" k= nn

ez viszont egy integr8lhat- fg¢gggv®ny, ®s i s
1

1 1
2
X)dX = AV Xdx = =X~+/X
60 nf SV,
Teh§8t fel 2rhat
|im(1+*/§+ 3+'"J’*/ﬁ):~ dxz%x&
n- 2 nvn

2
3

wIinN

o S
X
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A vBzom-dszer nyilv8&8n m8s m-dos?t8sokkal i
e

i
°sszeget nem afe®sRjinthamean laemoakl s - v®gpont
keztes pontj8ban (felezRpont) 2rjuk fel, vV a
pl.2n,2r ®szre t°rt®nik. Ezekben az esetekben a
sz8§m2that:- kihat8m@®ot®ké&sszegek

2. P®l da.

Szg&m2tsuk ki a k°vetkezR °9sszeg hat8r ®rt ®k®
2 (n-Hp
im (1+cos2%+cosgﬁ+...+cos—2n )
n- o n )
Az adott ©°sszeg rendre 8talak2that :
1+cosL +cos +...+cos" 2P

||m( 2n 2n 2n ):

n- © n
Iim((1+cos£+cos§+...+co (n- )p) )—
n- = 2n 2n

Ilmaf(0+(k 1)9—) aholf : EH_ R,f(x) = cosx,

ez V|szont egy integr8l hat- f¢gggv®ny, ®s i s

p p
2 2

(x)dx = E-posxdx =sinx = 1.

o:ll\)\v

Tehs8t fel2rhat - :

p p
. 1+cosf +Cos® +...+cosme 2 2
lim ( 0 )—n:osxdx smx =1
n- a n
Az elv alkalmazhat- a hatg8rozott integr 8§l h
i s, bizonyos megszor2t8sokkal. EIl ®gs®ges pe

®s monotammR ¢ E:G@KI pdl oeval, 196H
3. p®l da.
Sz8§m2tsuk ki a k°vetkezR%°sszeg hat8r ®rt ®k ®t

\/ﬁ+\/§+\/§+...+1)

Az adott ©°sszeg rendre 8talak2zthat::

\/ﬁ+\/§+\/§+...+1) _
n

lim (
n- o

lim (

n- o
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Az integr8lsz8m2tg§8s oktatgs§&r |

| 1, ,1.1_
'”‘“ﬁ AN E
. e 1.1
”_rrlka:.lf(a'f'kﬁ)ﬁ

ahol

f :[01]- R,f(x)=%,
X

ez viszont egy improprius integr8l hoz veze

1 1
1 .
(X)dx = fy=dx = lim n—
crj o\/; a—0+0\/_ a- 0+0
Teh8t fel2rhat-:

x/ﬁ+\/§+\/§+...+1) L :
n

n\/_;dx a- 0+0n\/_; a- 0+0

=2

lim
n- a

Bi zonyos esetekben az adott °
fontos, hiszera f el ¢ r RI korl 8tos p
al kot nak, t e-h 8t o zaat a® s(sszmerg)e
konvergens a sorozat (a sor
konvergeacvigg ESg&lkat 8ra i s.

]
~3 N

onvergens) . T ¢

4 . P®I da.

Igazoljuk, hogy az
1 1
s, =1+

1
———t—=t.t—
" 2J2 33 nvn

egy konvergen@)raghdmscuret@li&?a.sszege

~}dx
f el {,IrRI i kmpro@tiozhat nt agr 8§l

Az adot't sor e
integr 8l °Srs@retg®@®n@ke lhatcsak p®I dgul el en ge
r®szintervall umok hossza cs°kkenR kell, hog
Fel2rhatjuk:

1 1 1 1
S, ¢1+I|m( +...+ N1e1+ A dx =3

202 33 ndn T
mivelaz[l'n)intervallum egy | ggt@@%} feeklkoos zt § s
r®szintervall umok hoss zahoZ de akatmasuagrg, 4aagy nem ¢
al ulr - | korl 8tozza az integr 8l ®rt ®k ®t . Te
i mproprius integr8lnak egy als- korl gtja. U
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° &1 .8 a2 29
dx =1im dxQ=limae —+—0=2.

ANERRL: IR BN TR
Tehs§t

1 1 1 1
+—+—=+.+——=C1l+f—=dx=3

2J2 33 nn o R
azaz a sor fel¢lrRI korl 8tos ®s emellett a
konvergens.
5. P®I da.
Legyen f :[0’1]' Egy Riemanr®r tmé le e integr 8l hat - fég

(@) szigor Ysan pozit2wettke@g® <ol @i aton a8 gkgal
(Giurgiui Turtoiu, 198):

im max(a,,a,,...,a,) -0

e g ta,+..ta,
Bizonyztsuk be, hogy
atat.+a a
a+ta,+..+a, a+a,+..+a,

a) I|_m a f( = ﬁ (x)dx;

0
n 5 1
bylim = 5 k() = i (x)dlx
men n 2,

Megol d8&s:

a) Veg(Pr};)rklfaeloszt§sok sorozat8t, ahol

D =0 a & +a, qta,t.+a

n ] y yurey yaue
i atat.ta, atat.ta, atat..ta,

®s edmre a feloszt8&8s nor m8j a
_max(a,,a,,...,a)

p,| =22l g
a+a,+..+a,

Ha a f¢ggv®ny®rt®keket pontosan a feloszt §8s
+a, +..+

x”=al o ak,k=L2,...n
a+ta,+.+a,

regt°n bel 8t hat -

<Eo

, hogy az d@®yes °fsslzegzt §sok
+a, +...+a a
f fa:l. k k
So, (Fx0) = a_‘ (a1+a2+ +a)a1+a2+ +a,
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®s 2gysezgrk® sorozat8nak hat8r ®rt®ke (mivel

1
i (x)dx
®ppén
e 17 22 k* .0
D :\I,O_Z F,...,F,...,lf_']
b) Tekintsdk a y feloszt8sokat, ame |
oszt-pontok
k2
=—2,k=l2,...,n
Ny —2klg
Eszrevehdk Rx,k'lhozgy H régrto
Az egyes k°zbe es pontokat Yaj b - | a feloszt $§
k2
xp i [xk l,xk]xk =X —n—(k=12,...,n);
N D 2k-1, k2
SDn(f’Xk):af(Xk)(Xk Xg.1) = a f( 5) =
=25 K1) LA
e N2 n*\5
ahonnan
kK, _ 1 1.0, K
aKk(=) == s f,Xx f(—). (@
FAK (=55, ()58 102 O
Mivel az ff ¢ ggv®ny integr 8l hat -, ZM)Pokamiellyrétos i s
|f(x)|¢M’b§rméI [9’1]®rt®kre. Ennek al apj 8n
1.0 1 nM
—¢— —¢—- 0}
22a( 7) 2nk1( 7)

vagyis az (1e s °sszef¢gg®s joblgo I®d a I®kre aumsaodi k |
Az (1) °sszef ¢igg®sben hat8r ®rt®kre t®rve ka

I|_m—a KF( )_llﬁ(x)dx.

k=1 20
Kesz°netnyilvgn2t §s

At anulafgrwo#£2.1.B10/2/KONV-20100 001 proj ekt t8&mogat §s
el.

Hi vat kozot't forr 8sok

Denkinger G. Gwr k - (1R99) An ag y2azkiosr | at ok, Nemzet.i T a
Budapest, 1999, 701, 265267.
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ANDROID FIZIKA, ANDROI D MATEMATIKA
NYI RATI LCSzL¢

¥sszefogl al §s

Egyre t°bb okostelefon kerg¢l forgal omba, Vis
mi t RI okossm@szet esem. adeel nevez®s kifejezet
igen kev®s informatikai al apismerettel bgrl
okos, aki az elnevez®st kital 8lta).

Az Android oper8ci-s rendszer, amely | egt?©
nagysz8m¥% al kal maz§8st | ehet a telefonra i
al kal maz8sokr - | van sz- ,or @akheaB  erke ntdeell &kfe@ s a
adatokat haszng8l j 8k fel °tl etesen, n®ha j
ingyenes al kal mazg8sokat keresek, ®s megpr

eredm®nyeket.
N®h8&8ny al kal maz§8st eml 2t ek:

Elixir: a sze@Me®sbkeanddm®nye®s mutatja meg.
Sound meter: zajszintm®rR

Vi brometer: rezg®s m®r R

Swiss Army Knife ®s Super Swiss Ar mi Kni f e:
v2zszinteRig, ®sniegh®l e.

Google Sky Map: val-s idejT teljes ®gk®pet
AndroSensor : a odge8dzant ok t §latdaalt ok b - | mi nt a\
k®sz?2t A slz&sntz,o rm&g mgeysoerss i ndukci -t , pozz2ci
kis t8vols8§got m®rnek.

El Rad8§somban az AndroSensor seg?2ts®g®vel m G
szemetm&g mut at ni |, amel vy 2zel 2t Rt adhat arr
matemati ka az el Rad8s tt8mek, Obmaehym®r @s ékee
hasznosak | ehetnek, k¢l °n®sen, epbthkapaz adat f e
Kulcsszavakioko st el ef on, android, gyorsul 8s, m8gne

Bevezet ®s

Napjainkban egyre t°bb ember (valljuk be
k& z ¢ | ®ket . Mindenf ®l e c¢c®l ra haszn8lj 8§k, | e
sz8momr a, hogy epl i samegimutagpa, eak§8r nappa
f®ltek®t i s, ada fizidlaockak vama dolbgbamn.yNem csak informatikai
cs¥%csteljes2t m®nnyel van dol gduRhk, s Rtt)e,r m®a 12 ¢
val ami m®r Reszk®znek is kelle ébhéesthi a®va®Phe
tud. L®nyeg®ben k®tf®l e szenzorral szeretn®
indukci - m®rR szenzorral. £r dea&ke Rridemes dzak
hosszabb idRt ford2tani, de most cmak azt n
Elixir ®s Androsensor

A telefonra k¢lonf®le alkal maz8sok t°lthet|
Ingyenesen ez § f ®r het R pr ozgr,amdkr -vli szanylsag ol cs
| ®t eznek. Az ELI XI'R nevT alkal maz8s pl. me
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szenzorokat is. Felsdjoa a tul aj dons8gokat: m®r ®s hat §r ,
a be8ll2tokat m®er @sbfaklphoni |l beSbe 828bl §zattk
azt8n pl. excelben feldolzgozhat -, ezt gyakr

Telefon helyzete ®s a m8gneses t ®r.
Bekapcsol juk az Androsensor al kal maz§gst.
gyosul 8§st ®s a m8gnedemPi Adukdsed mbARKREa n@ @

fogja r°gz&tagrmbiane gyA tk&slz ¢l ®ket l etessz¢k

regz2t ®st Lassan egyenl etesen f ofagassuk I
el fordul 8s ut 8n f el ®@mizlgke nb ee saz kroGatlg .t ®setma i \
8tvisszg¢gk az -~dat Kiaurke ragpc e P 6 e ®s grafi kor
M®rett ¢k a gyorsul §s ®s akorkBag 0, a gzdGm/se®r ada't
®rt ®ket mutat. A m8gnese& tmMrkrdbtikerxsd @y Ybmg gmp
egy periltdaskan (8 8bra.)

LengR t el ef on
A m8sodi k esetben meglengetj ¢k kiss® a tel

saj 8t -majaifolkoneszk®z®t. N®h&§ny | e®lg®a ut §n
tel efon melzMoattniBca $2,;ks®g t 8bl §zatos r°ogzz2t
adatokat | §tjuk. Rer eried®t tPegt LOLMEtSs e ®Zt ®
v 8| t oz §tat,alkogyta telmfont Ief e | mozgattuk. Mindezt a KkG@
el @sl Yelzedtv @Rt ®kmek&kk it er mEBRpe tre’sgezm2.t ®5 e k
nyugalom van a gyofsul28s 8@rrta®ke 9.831m/ sec

1. 8bra Forgat §s

2. 8bra A teleffln mozgat8sa | e
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Ejt ®si k2s®rl et

Enn®l durv8bb dol got is el k°velejvekbDmk . Ejts
sec ideig zuhan. Az Andr os é&n sno®r @muiin taadva®toe |l ik
es®s k2zBbdbma Ejt®s 1,5m magasr - |

] '\/\/\/\\, =5

3. 8bra Ejt®s 1,5m magasr - |
A 2000 ms i dR®r tl@ksn @ @mitrRkerre geyscrksoli. A gz er e

A telefon helyzete a t®rben

A gyorsul 8s ®s a -m§gnb8§esmtdPmemadiatsai vekhyort
megf el el Ren, ha telefon v2zszintes helyzetbe
akkar g X, ®s gy=0, m2g a g9gz=9, 81. A k®sz¢ il ®
tengel ye a kijelzR r°videbbik ol dal §val,
p8r huzamos. A RReteprg®l ggas ki Améemanyi ben a ki
(4. 8§brgyYyom&klog§s aZ @rmitn@k ez9,181mB/bgeac mut atj a.
Ha a telefont megd®°nt?°m, akkor a g tov8bbr a
Vil 8gos, hogy ezen a m-don jelz®st kapunk
teem®s zet esen tr8g M®kaod ttad I§jsd s

\X

4 . Sdmsuadsalaxy ACE L

A
Hasonl - dol got mondhat ok el a m8gneses t ®r
Y tengely az d®l i ir8nyb mut asson, ekkor &
az X tengelygketekgbr Bk k

k

a
or, & s?2lglvektor mar ad.
tengely&k e | bez8rt sz°g®ne cos fé¢éggv®ny ®vel sz
telefontukagyhdoy gazjYZr ad k dzg¥Rkegedi m§t a

Egy vektor teh8t kev®s a t ®r bel i helyzet
i ndukci -vektor ir8ny8t is sz8m2t §stbak.vesszyg
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A telefon 8gR? ®m®z®gehitel es?2t ®se)
KevetkezR m®r ®s¢nk az el RzRket reprezent 8l ]
el Rbb eml2tett m-don.

5. 8bra Az emel ®si k2s®rl et k®pe
5cmes | ®p®sk°zzel emelem a 60 cm hossz¥% des

szPggv®ny al apj 8&n kapom. A gyorsul 8s ®s m
mintegy hiteks 2t het em a k®sz¢ | ®k saj 8t helyzet ®nek
sec idRtartamot v&8rok, hogy az 8l land-sul't
adataialagn j 8 laskitwwat -k az egyes emel ®si magass
Ls§that- az is, hogy nem §8llandl epRs®Rekkkek
rgz2tRdtek. A be8ll2t8sok szerint 0,1 m8sody
digitali z &1 va kapjuk ®s en’neld ﬁelklle@bmmrﬁ@szzwousm@

adat a Il ejtR hossza (60cm), i || #ttadataa | ej t |
M®r ®s i i dRpont , val @ ati rad ugkycoi r-svuelk§tsor ®k 1k §
al 8prbafi kont kapjuk a m®r ®si adatokb-1. (6.

(R Dagomiersie
WA N Mokl m T - - - - - - -]

6. 8bra r°gz2tett adatok grafiko

A kb. 10 m8sodperces v8rakoz8s kb. 100 adat
€gy jutunk egy t8bl 8zathoz, amelybeti az egy
®s Vv®gsR idRpontok, majd az ezekhez tartoz
m®r ®stiokad§t | agali vannak felt¢gntetve, v®egyl
C®l szer T®&az magassg§ghb- | a Il ejtR hajl §8ssz?®
féeggv@eOny®ue mt mé ampgoynoernssueli &s. kAoz al §8bbi t 8§bl
hajl §8ssz°g®t, a gyorsul 8s koordin8t8inak §:
gyorsul 8s komponensei bRI sz§m2tott sz°%get t
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dR&s®°@k®nt angens ®t adj a, ami bRI a telefon &
¥sszehasonl 2thatjuk a k¢é Rl e®g zd®&retl .s °7get8b

|l ejt Rs8tl a(g8tl ar8t | aivektorhossz m®rt ssz°gdif
0,083430087 0,272918 0,72857 9,802201 9,832827961 0,07391549Z 0,009514594
0,16744807¢ 0,275381 1,47679 9,688955 9,80472301¢ 0,15125578% 0,016192296
0,25268025¢ 0,308635 2,29842 9,543356 9,821081367 0,23633886 0,016341395
0,33983690¢ 0,48916 3,105832 9,30179 9,81879640¢ 0,32225D3 0,01757988

0,4297754310,284319 3,928584 9,0405 9,86130075¢ 0,40993495¢ 0,019840473

e
mértszog

7. 8bra A sz°gm®r ®s hiteles?2t ®se

T8vol s§gm®r ®s
Ezen al apul hat a t8vol s§g ®s magass8&g m®r R
b8zi sBgaoggaassami a telefon magass8§ga m®r ®skor .

88bra T8vol s§gm®r ®s

C®l ozzuk egy objektum (oszlop, torony) | ega
a helyzetet. b 8§zi smagass8§g ®s a telefon sz°ge megl
Mo st c®l ozzuk meg az objektum tetej ®t. A m
b8&margass8&8g megadja az objektum magass8gs§t.
maga ut8n.k,|l mdi b meFtR@&szk°z. Hasonl - pl. a
f®O®nNy k®pezRO@®PLMK ,8§t®sb egy f¢ggR-n minden he
Meg8l Il ap2thatjuk az aj gghkl egesekhre®Rinyyzeekt ®Dp 2 t-
al kal maz8s tal 8l hat- ingyenesen.
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M8gneses m®r ®sek

! =
[ -
9. 8bra Homog®n m8gneses t®r szole

T®rj¢nk 8t a m8gneses m®r ®sekre. A tekerc
hivat kozunk, hogy annak bel sej ®ben a t ®r |
tengel yrRygle | me yI®eygn®r elt g | ®ggmagos tekercsben
tekercs tengelgy®n Rl At Mebh | ®Belod s¥i deo szol e
v8l asztunk, ®s az ezekhez tartoz- m®r ®s i e
mutatj 8k, hogy a t enktehrectgfeane mhSotn®rg.®n n(ek. t &krie
Egyenes vezetR m8gneses tere
Tal 8§8n |l egi zgal masabb az egyenes vezet R m8§
tr®r Rss®g vonal ment i integr8lja z8rt g°rb®r
§thalad- efg®PEmakofesz Fogal mi szempontb- | fo
ki, hogy a mSBghkegeami @®saami @ttt j°n | ®tre.
HosszY% egyenes vezet Rt felt®tel ezve, a het
t 8vgrlas 8mi ndeng¢gtt azonos yt GeCrr Rme®Y ®m | ak 8 m2
vonal i nkkegr 8kt al 8bbi azonoss8got kapj uk.

H:I—
2*r*p

1. °sszef ¢gg®s

H a m8§gneses t ®r er Rss®g . I az 8§r am. r a
permeabilit8ssal szorozva kapjuk a m®rhetR
Pr-b8ljuk m®r ®ssel i gazol ni az indukci - t8v
video egyenesvez. avi megtekint het R. R gz2t |
vezet Rt RI 1, 3, 5, 7, 9 c¢cm t8volsggra, mi
p $uwzamos, a Z pedigen Rl eges ugyanarra. gy v8rhat: - an

Y komponensei a legnaglgbak.
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[ e
= ‘1 L e Ty !

M} u
u

10. &bra Egyenes vezetR m§gneses

A 10. 8br a a mer t adat okb - | k®sz¢l t gr af
grafi konokat §tmuziak jaz WUndukci - §ramirg8ny v
v8ltoz§gsa, val amint a t 8vol s8g n°vel ®se |
f¢ggv®ny ®ben Mm®r rt ®kienidtu k c8ib-r § z8itlljaugk® egy t
°sszehasonl 2tjuk az ®kke®ket al apj 8n sz8&8m2th

b
r-d

2. ©°sszef¢gg®s

B az indukci-, ¢ minden szorz-t®nyezRt mags§
t% ol s§gm®r ®s hi b8ja (EIltol &8s). A c, I, d ®r 1

s

B=c*

M
I c Eltols
578528 0,067006 1,893263

Aramirany jobb
tévolség B_xy_étlaB szamitott

1 29,6954 29,88162 0,327278

3 19,79526 17,6446 4,625332

5 12,66297 12,52522 0,018974

7 9,556239 9,708435 0,023163

9 526089 7,925969 7,102645 12,09739

Aram jobb
35
30 ! ]
25 | 1
20 1
15
10 !
f - '
s
o
0 1 2 5 4 s 5 7 s s 10
#B_xy_stlag MBszmitott

11. 8bra Az Bnd8kol s8§fitghg®se
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