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SZAKTARGYI OKTATAS:

Mészdros Jend:

Magasabbrendd szdmtani sorozatog‘és
hiperharmonikus sorok 6sszegezése

-ed rendd szamtani sorozat tagjai alatt az

n" 4 ...+ ¢

p-ed foki polinom dltal meghatdrozott numerikus értékeket értjiik,

ahol p és n természetes szémokat, c, adott kon.etansokat jelentenek.

1
Ezek Osszege alatt pedig s =a_+a_+a +...+a_ értékét értjiik.

n 1 273 n oo
n=2 ip=1p+2p+3p+o . o"'np"'a oo

iz
alakl kifejezést értjikk, shol p tetszdlegs valds szém.

Hiperharmonikus sorok alatt pedig az s

A
Poglalkczzunk el8szbr azzal a specidlis esettel, amikor

P
ananp és keressiik sn-1p+2p+3p+...+n Bsszeg értékét,

A/a_ Legyen eldszdr p természetes szdm, Ha sn-et gy tekintjiik,
mint hiperharmonikus sort, akkor hatdrértéke végtelen. Tekintsiik
sn-et szdmtoni sorozat “sszegének véges n-re, és szdmitsuk ki az

Usszeg képletét,
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Ha p=o, akkor az an-n° d1taldnos tagd szdmtani sorozat
8sszegének képlete:
sn-1°+2°+3°+ oo +n°-n-

Ha p=l, akkor & =n és

nin+l n n
sn-1+2+3+ cee +Nm > - ——2 + 5
Ha p=2, akkor an-n2 és :
3 2
8 -12+22+32+ ces +n2- M—IM - L... & +
n . 6 3 2

o I3

mely eseteket k8zépiskolds tankbtnyvek tdrgyaljék.

Ha p=3, akkor an-n3, vagyis

a,=1 a,=8 a3-27 a4-64 a5-125 cese

8,=1 8,=9 33-36 54-100 35-225 csee
Itt észrevesszilkk, hogy

sl-l2 32-32 83-62 » 34-102 35-152 csoe
amib8l kitaldlhatjuk, hogy snflﬂigtllfa és ezt az ercdményt

2
teljes indukcidval bizonyithatjuk,

Az eddigli képletekbdl észrevehetjilk, hogy a p-ed rendd v
szédmtani sorozat Ysszegképletének polinom alakja p+l-ed rendﬁ,
és ezen az észrevételen aslapszik a tetszéleges fokszdmi szim-
tani sorozat Bsszegképletének egyik szédmitdsi médja. Ha ez az

észrevételiink nem volna helyes, akkor a képleteknek teljes in-
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dukcidval vald bizonyitdsa nem  sikeriilne.

Példaképpen nézzilk az

3 3+ cae +n3 esetet,

un-13+2 +3

amikLr
xsn-an.4+bn3+cn2+dn+e alakban keresendS. Ebben a képletben
8t ismeretlen van, ehhez gy tudunk 5 egyenletet felirni, ha
n=0,1,2,3,3 helyettesitéssel az ismert dsszeg szimértékét is
helyettesitjiik:
o+ O+ O+ ote= O
at b+ c+ dtes 1
16 a+ 8b+ 4c+2d+e= 9
81 a+27b+ 9c+3d+e=36
256a8+64b+16c+4d+emloo

|
Ha ezt az egyenletrendszert megoldjuk (legjobb gy elvégezni,

hogy az n+l-ik sorbdl kivonjuk a n-iket), akkor eredményiil kap-
Juk:
awl/4 b=l/2 c=l/4 d=o e=o0
vagyis az Ysszegképlet:
3 2

4 .
3n-3— + =4 B -/Eﬁg:;llz , amint mdr ldttuk,
4 2 4

A/b Az eldbbi eredményeket mds mddszerrel is megkaphatjuk.
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Tételezzilk fel, hogy az X
snaanp+1+bnp+cnp-l+...
tsszegképlet n-re is és n+l-re is j6. Ekkor irhatjuk: ’ )

P
-snf(n+1)

Sn+l

Példaképpen nézzik meg
sn=14+24+34+ coe +n4-an5+bn4+cn3+dn2+en+f képletének kisza-
mitdsdt:
5 4 3 2
a(n+l)?+b(n+l) "+e(n+l) +d(n+l) “+e(n+l)+f=
5.,..4. .3

=an”+bn +cn +dn2+en+f+(n+1)4

Ha a hatvidnyozasokat elvégezziik, egy oldalra rendeziink, akkor kap-
Juk:
(Sa-l)n4+(loa+4b-1)n3+(loa+6b+3c-1)n2+
(5a+4b+3c+2d=-1)n+(a+b+c+d+e=-1)=0
A kifejezésnek minden n-re o-nak kell lennie, ez csak Vgy lehet,
ha n hatvéanyainak egyiitthatéi mind egyenlfek o-val:
S5a~l=0
loa+4b~l=o
loa+6b+3c=1=0 | '
S5a+4b+3c+2d-1=0 |

a+bt+c+dte~1l=o . .
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Ez mir gyorsan megoldhaté és kapjuk:

a=l/5 b=1/2 _ c=1/3 d=0 e=-1/30,
s —22~+ —Ei—'+ —92- + =B— 4 f
n 5 2 3 7 3o

f értéke n=l, slal helyettesitéssel kaphatd, és fmo-t kapunk,

A[c Ha az

p

amc D + C

p-2n + e e + co

p-1

n + C

p-1
alaki szdmtanl sorozat Ysszegképletét akarjuk kiszdmitani, akkor
S P p-1 p-2
s Eere, 2l v o 2 °p-2én
értelmezés alapjin is eljdrhatunk, amikor is ‘éznk értékeket mdr

ki tudjuk szdmitani és az Usszevondsokat elvégezzilk. Legyen adva

egy szamtani sorozat pl. an=2n2+3n*4 képlettel.

Ekkor
n 2
2 n3 n n
n n2 n
é%%_n i R

tehdt
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3 .2
sn-2-( g +—g—— +—2-)+3-( '2‘ +-’2‘—)+4-n-
3 2
4n"+15n +35n
6

Az ilyen alaki szémtani sorozatok 8sszegképletét mds mddon is
megkaphatjuk,

Vizsgdljuk példaképpen az an-2n3-9n2+8n+3 képlet 4ltal adott
szédmtani sorozatot.

=], a3-o, a4-19, a_=68, a6-159...

a, 5
értékeket irjuk egymis mellé, szémitsuk az egymds utdn kdvetke-

Az a1-4,
28 tagok kiildnbségeit, a kiilonbségek kiilonbségeit, stb.:

4 -1 o 19 68 159 ...

-5 1 19 49 91 ...
6 18 3o 42 ...
12 12 x2 ...
o O ..

Az els8 sor harmadrendd, a mésodik sor médsodrendd, a negyedik sor
o-adrendi, azaz konstans tagokat tartalmazdé szamtani sorozat. Ba
lyen rendd s?émtani sorozat differencidinak ilyen sorozata el&bbe

utébd o-hoz vezet, ami kBnnyen beldthaté:

rmi-
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Pp(n+l)-1’p(n)- A’Pp és A Pp eggyel alacsonyabbe

rendi mint Pp.

Mivel p természetes szdm, azért elSbb-utébb a o-d rendd
szédmtani sorozatot kapunk., A felirt tdbldzatot tudjuk folytatni
&, képlete nélkiil is, 85t ha megkapjuk az elsd ferde oszlop
adatait (4,-5,6,12,0), akkor is ki tudjuk szém{tani bdrmelyik
szémtani sorozat bdrmelyik tagjdt, mert minden

~Q— (9—
::Z:)-—— alakban
szerepld hdrom szdmra érvényes:

r+ %t = s,

Legyen tehdt adva 8) s 8y, 83e..., amikb8l konnyen ki
tudjuk szdmitani a dl , d2 , d3 , d4 e.eo Terde oszlop diffe-
rencia érfékeit, és szdmitsunk ki egy képletet a -re a differen-

cia értékekbSl. Legyen al-dl.

4, &, a3 8 g eoes
d B v, Dy eees
dg c, C3 eeee (1)
d4 €s eeee
s I
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Az o18bbi \/ ©sszefiiggés alapjén frhatjuk a kivetkezS
egyenleteket:

ezad4+d5

c2-d3+d4

b2=d2+d3

a2-d1+d2

c3-c2+e2-d3+2d4«l-d5

+d

=D +C ¢d2+2d3 4

by=b,to,

i
=a,.+b,. =4 +2d2+d

8y=aytho=dy 3

mb.+c. =d,.+34

by=bytcymd,+3d,+3d

3+34,+dg

a4-a3+b3-d1+3d2+3d3+d4

=3, +b,=d +4d2+6d

a5 4*Ps=dy +4d +4

37745

Felismerhetjilk a binomidlis egylitthatékat, azért irjuk ezekkel:

aym(2)ay+(DarBra,
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a,=OarDapDagra,

4 4y, b 4 4
:as=(O)d1+(1)d2+(2)d3+(3)d4+(4)d5

Es {gy d1taldban irhatjuk:

a =" a e (THa (P har (PThae e L. (2)

Ebben a képletben vagy a binomidlis egylitthatdk, vagy di értékel
el8bb-utébb zérussd vdlnak, ezért a képlet akdrmilyen szédmtani sorozat
n-ik tagjdnak kiszdmitdsdra alkalmas.

E16bbi példdnkban d1=4, d ==5, d3=6, d4=12, d5-d6= ees =0,

2
Ezekkel

n-l n-l nel n-1l :
an=( o ) ¢« 4 - ( . Ye 5 + ( - ) « 6+ ( 5 ) ¢ 124+ O+ O ovee

vagy az Osszevondsokat elvégezve:
an=2n3-9n2+8n+3, amint adva volt,
Szamitsuk most az n-ed rendd szdmtani haladvdny Osszegét:

8_=a.+a_+a.+ +a
n‘ l a2 3 LR N ] n

A szdmitds egyszer( lesz az eldbbi eljdrds és eredmény figyelembe ~

vételével,
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Irjuk fel a (1) tédbldzatot és fellll egészitsiik ki az bsszeg

értékével:
0 sl 32 33 s4 o
dy 8y &3 8% ...
(3)
d2 b2 b3 oee
d3 cz oo e
d4 o0 e

A V alak\y Osszefiiggés itt is igaz, mert s =8 +a igaz a
n 1 n
tdbldzatban is és igaz a szdmtani sorozatok Vsszegezésének értelme-
zése szerint is.

Alkalmazzuk a (3) tédbldzat elsd sordra a (2) képletet:

n=1, ., n-1 n-1l
sn_ls( o ) o+ ( 1 )d1 + ( 2 )d2 + vee

n-1 helyett n-et irva

sn'(rll)dl + (rzl)d2 + (g)d3 + eee (4)

kapjuk az n-edrendl szdmtani sorozat Osszegképletét. /Ezeknek a
képleteknek bizonyitdsa megtaldlhaté: Fekete - Targouszky: Kombinaté-

rika 51, oldal (Tankdnyvkiadé 1954) c. kdnyvben/
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Prébdljuk ki a (4) képletet a fentebbi

R . an=2n3-9n2+8n+3 4ltal adott szdmtani sorozatra:

b s.=(Ded = (D54 (64 (r12s

min- ngz-lz .5 4 nﬁn-lé(n-zz 6+ ngn-lziz-zz(n-zz . 1om

}]‘
b n4-§n3+11n

L 2 .

i ’ Ha‘pl. n=6, akkor

‘o | .
‘ 6 -4j6 +11-6_249.

. 8, 24 <1+0+19+68+159=
o 6 2

| Kovetkezd példa legyen

s=14+24+34+ cee +n4 képletének szdmitdsa,

! =d.= M =4= ° —4=
Itt ay d1 13 a, 2'=16 a3—3 81 ...

A téblazat:

1 16 81 256 625 1296 ...
15 65 175 369 671
50 1lo 194 302
60 84 lo8

; 24 24
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Latjuk, hogy dlsl H d2-15 H d3-5.o H d4-60 : d5=24 $ d6-o.

Alkalmazva a (4) képletet:
n (B . n . n o

Ez médr haszndlhatd képlet. Ha a szorzdsokat és Bsszevondsokat

elvégezziik, kapjuk:

e = 6n5+1§n4+20n3-n

n 30

Szémitds nélkil lefirunk még egy~két eredményt:

6 5 4 2
1%42%43% ... 4nds B, A, 20 D
6 2 12 12
7 6 5 3
16+26+36+ v +n6= L + == + == -2, B
7 2 2 6 42
7 6 4 2
17+27+37+ " n7= + =B Ao _In + B

8 2 12 24 12
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o l@gyen most p <2 negativ egész szam,
Most a :E nP hiperharmonikus scr minden p-re konvergens.
Abszolﬁtlpontos eredményeket nem lehet szdmitani, csak tetsz4-
leges pontosscdgra kdzelithetd értékeket. Ugyancsak tetszlleges
pontossdgra ki tudjuk szémitanl a sor részletdsszegeit is. A
szédmitdsokat nemcsak elméleti dtbn. hunem gyakorlati dton zseb-

8z4molbgép segitségével is végezziik,

B/a A Pourier sorok elméleténél megtaldlhatjuk, hogy ha az

f(x)sx 3 Ix| x° cee.s flggvényeket

8o

£f(x)= + Z akcoskx + Zbksinkx

alapjdn sorba fejtjilk, majd x helyébe o s T H :2;; ees 6rté-

keket helyettesitiink, akkor qT hatvényaira kapunk hiperharmonikus

sorokat.

Legyen pl. f(x)=x 3 ennek sora:

X= fn’-zﬁ(Sinx*' gj_-:gg}"i' igg"' soe )
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!
Helyettesitsiink x= ——-t, ekkor lesz:

2
Prrad s
|
-J—‘l_—l—+—1---1—+....
4 3 5 T

Vagy legyen f(x)-xz. Ennek Pourier sora:

(cosx cos X + cos3x

x. - - + 'Q....)
.'3 22 32

Helyettesitsiink x=o-t, akkor kapjuk:

2
1T—-— = l- 12 +—'1?'- 12 + = s0000
12 2 3 R

Ha pedig x=TT helyettesitést végezziik:

2
,n‘ - 1 + 1 + 1 + ooooo+ 1 + L4 4 4 &
6 22 32 n2

Ha az x2 Fourier sordt integrdljuk, lesz:

M, sinx _ simx, simdx _, .y,
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a_ ..
Helyettesitsiink x= — -t és Kapjuk:
2

3
M S SR S
32 33 53 73

(Cwo, ami x=0 helyettesitésbSl adddik.)

Sajnos nem lehet minden hiperharmonikus sort Fourier sorokkal

kiszdmitanij nem lehet pl.

l+ 13 +1—3+ 13 + L N )
2 3 4

értékét megkapni. Paros kitev8kre van eredmény:

+ + see =
o4 34 90

4
S1_,,2 1 e
s -~ ° ’
n

6
1 Bﬂ‘ 21:’"6
26 L 8 :
n 945 n 9450 °*

B/b Mds természet( megolddsokat kapunk, ha ezeket a lassan konver=
gé18 hiperharmonikus sorokat maradéktagok keresésével gyorsan konver-
gd1l6 sorokkd alakitjuk. Ha ismerjiik a sor hatdrértékét, akkor gyorsab-
ban, ha nem ismerjiikk, akkor lassabban jutunk eredményhez.

Sokszor gyors eredményeket kapunk zsebszdmoldgép felhaszndldsdval.
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B/bl, Szdmitsuk ki pl.

1l 1l
s —— — ._]i— 4 -
o= 1+ 7 + 5 + ees + n2 értékét 9 tize

desjegy pontossdggal.

Tudjuk, hogy s= 1 + -1—+... + % + oo végtelen sor részlet-

4 n

sorozatainak értékei korldtosak és a sor hatdrértéke ‘1l /6. Hasz-

ndljunk zsebszémoldgépet.

—6—=1+-—1—--|»—]"-+...+ —]—"2'-0-‘—1— (5)
4 9 n Rn

1

R
n

Az < 1, tehdt R, > 1 és irraciondlis széam.

Kozelitsiik R -et egy polinommal. (5)-bd1:

zsebszamoldgéppel szédmithatjuk a kdvetkezd értékeket:

.
’
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R10=10,5079 eve

R11=11’5072 cee

R12=12 » 5066 oo

Ry=25,5032 ...
Lithatdan konvergdl a tortrész o0,5-htz és a felirt értékek alap-

Jén irhatjuk:

R =n + < azaz R = 2
n

2 n 2n+1

(Ha valaki Rn=n-et irna, azkkor is javulna a konvergencia, de
kisebb mértékben.)

Ezért a maradéktaggal javitott képlet:

2
) -
— 1 + 1 + —l—~+ cese *+ ; + -—g-— ceoeve
6 4 9 n 2n+l
Prébas hatdrérték 1,6449,...
elsd 5 tag Usszege 1,4636....

5 tag maradéktaggal 1,6454....
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A maradéktagos eredmény & hatdrértéket olyan jé1 k¥zeliti,

mint az eredeti sor 2020 tagja.

Keressiik a kovetkezd maradéktagot:

2

bt S NP 21 + e o L Ebb8l:
6 4 'n 2n+1 M

eldbbihez hasonldan a szamoldgép eredménye:

M. 0=13935,41
4363,21
M,,=18298, 62 828
5191, 20 72
M12=23489,82 900
6091,19 12
M, y=29581, ol 972
To63,18
M, ,=36644,19 - —
differencidk

Harmadrendd szdmtani sorézatot kaptunk. Ennek feiremercse
néha nehéz a kdzelitS adatok miatt, aminek egyik oka a szémoldégép
korldtozott (11 szédmjegyes) pontossdga. A harmadrendd szédmtani so-
rozat tagjait

Mn-an3+bn2+cn+d alakban keressilk és az A/a pontban

ismertetett médon egyenletrendszereket felirva és megoldva kapjuk:

.
© g



- 147 -

3

Mn=12n +18n2+13,2n*3,4

és 1gy a leglijabb eredményiink:

2
-'-6!—'271+—1—+—1—+...+ 21' A 3 ;
4 9 n 2n+l 12n"+18n"+13,2n+3,4

Legyen most is n=5, akkor

72/6=1, 644934066 ...

Képlettel=1,644934096 ...

Az eredeti szdmsorbdél 34 millid tagot kellene Osszeadnl ekkora
pontossdg eléréséhez elméletileg, de gyakorlatilag mégsem kapnink meg
ezt az eredményt, mert mar a loo ooo-ik tag utdn a gép csak o-kat ad

Ussze. Masrészt minden tagnak van hibdja, és ezek is ©sszegzddnek.

Legyen s =1 + -l—+ < + ... + 1 és képletiinket 4t~
n 4 9 n2
rendezve:
. qTZ
8 = - 2 -'. l

noe 2n+1 12n3+18n2+13,2n+3.4



- 148 -

Szémitsuk ki az elsd szdz tag Osszegét:

2
8100~ v - + L = 1,634983900
6 201 12181323,4

Az els8 loo ooo tag Osszege:

2 2

s = -
loo o000 6

0 (szdmolégéppel) = 1,644924066

+

200001

( r2/6=1,644934067)

Szdmitsuk ki hasonlé mddszerrel

a 1 1 1 .
1 = l - 3 + 5~ 7 + ..., =hez a maradék tagokat.
Az eredmény lesz:
v
_l_ tz 1" -l. + -_1- “ eee t 1 .4-: 1 t 31
4 3 5 2n-1 4n 16n"+2o0n e

Az eredeti sor nagyon lassan konvergdl. P1, 4sloz3,o41;
4812=3,058; 4sl4=3,o7o

Szdmitsuk ki, mikor adja a sorozat eldszbr a 3,14.. értéket:
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s 1
4
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* eeee -b61

n 4n

T304+ evpé2 n=628

Sgog™ 3,140000

8629=3,143182

De ha felhasznaljuk

M xozelitésénél a

B/b2, Szamitsuk

s= 1 + —l— +
8

n

a két maradéktagot, akkor n=lo esetben

hiba 5,17-10"8 . (It é1ta15banA(n’7.)

most

- ; + ... hatdrértékét, amit
27 n

most nem ismeriink, de haszndlhatjuk a zsebszamoldégépet.

Adjuk ©ssze az elsd
1

515

lo és 15 tagot:

o=1,197532...

=1,199977...

A sorozat monoton novekszik és els§ kozelitdsben hatdrértéknek

vegyiik s=1,2 értéket.

Irjuk fel a sort maradéktaggal:



- 150 =

1,2 % 1+-—1-+—:-l—+ ...+-%-+-;—-+( i . cee )

8 27
n n Mn
EbbSl
1 zl,z-l-_l_'--;—- seoo --]3._-
R 8 27 n

Ez alapjén szamitsuk a kdvetkez§ értékeket:

R3=25,o2

16,06
R4=41,08 4’07

20,13
Rg=61,21

24,20 T

Midsodrendd szdmtani sorozatot feltételezve az Rnf2n2+2n elég jé1

adja a felirt értékeket.

Folytassuk ezzel:

S=14+ 2, ‘1 + ee. + 31 + = 21 + e
8 27 n 2n +2n
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Most mir sokkal pontosabban szdmithatjuk az S hatdrértéket,
ha n=lo és 15 helyettesitést vessziik:
5¢

1°)=1, 2020774. .e

S(15)=1’2020612- )

Monoton csdkkend sorozatot kapunk és most vehetjik a hatdrértéket

S=1,20205=-n€ek:
1,20205=1 + —— + ... +-1—3-+-l-+ Ebb&1
8 n R
n
R3=24,99
‘ 16
R4=41,oo 4
20
R5=61,02

EbbSl a maradéktag: Rn=2n2+2n+1.

Igy a legjobb eredménylink szdmdldégéppel:

S= 1 + -1 + -1 + see + - + 5 1 + oo

8 27 n3 2n +2n+l
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Ezzel szémitva

515=1,2020568996

9 5‘1.20205690.0

920-1.2020569019

Ennél pontosabb eredmény: s=1,202056903159...
Tovdbbi maradéktagot szdmitani szédmoldgéppel nem tudunk, mert nem

kapunk pontos adatokat.

B/c Szémitédssal keressiik meg

Snl+-]._'-+—1'-+oo-+13+1 + e
8 27 n Rn

elsd maradéktagjdt.

Mivel a sornak van hatdrértéke, azért elég nagy n-re {rhatjuk,

hogy
s & s ~ (mert Sn+1—sn<‘£' tetszlleges kicsi szém)

n n+l

Ez alapjén

1+—L+...+—%—g‘.—l—-zl+i—+...+ ;-4_ 1

8 n R 8 n (n+1)3

n

+

R

1

n+l
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Ebbél
11 1 1
- 3 3 2
Rn Rn+1 (n+1) n“+3n"+3n+l

R értékére csak anZ+bntc  mésodfokd polinom jdhet szémitdsba:

1 1 1

— - =3

an2+bn*c a(n+1)2+b(n+1)+c n +3n2+3n+1

Bal oldalon kbz0s nevezdre hozva, Usszevonva:

Pan+(a+b)
2 3 2
+(22°+2ab)n"+(a“+3ab+b

2 3

2n4 +2ac)n2+... n +3n2+3n+1

a

Kbzbs nevezdre hozva, nevezdvel beszorozva, n hatvédnyai szerint

rendezve, kapjuk

2 2

2an4+(7a+b)n3+(9a+3b)n2+... = 32n4+(2a +2ab)n3+(a2+3ab+b +2ac)n2+...

Mivel n nagy szdm, azért n magasabb kitevds egylitthatéi hatdrozzék

meg a,b,c 4rtékét.

-Usszehasonlitds alapjén:
2a=a2
7a+b=2a2+2ab a,b,c # 0

9a+3b=a2+3ab+b2+2ac
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Az egyenletrendszer megoldédsa:
am2

2
b=2 —_— Rn-2n +2n+l

c=l

Igy is megkaptuk az

S-1+-L+-1—+...+ l3+ 21 + eos
8 27 n 2n " +2n+l

gyorsabban konvergdld sort.

Prébdljuk szémitani a kdvetkezd maradéktagot. Sn;-"w S ntl
1+—1—+...+ ;+ 21 + 1 -1+—1-+...+
8 n 2n"+2n+l Ml 8
1 1
 — + —n +
(m1)> 2(me1)Z2(ne1)41 M, Ebbé1
i _ 1 1., 1 i
R R (n+1) 3 2n2+ 6n+5 2n2+ 2n+1

alapjén

-

n>

+
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Majd szorgalmas szdmolds utédn

l -1 = 1

N 5 4

R R 4n7+28n6+84n +l4on +141n3t87n2+31n*5

M(n) polinom értéke most csak 6, foki lehet. M(n) kiszémitd-

sdndl most nem a szdmoldégép kapacitédsa, hanem tiirelmiink fogy ki.

De ha mégis kiszdmitjuk, akkor kapjuk:
M1=24n6+72n5+132n4+144n3+74.4n2+14.4n+72

Ezzel mdr olyan jél szdmolhatunk, hogy pl. n=2 esetben a hiba

kisebb mint 6'10"7 . A maradéktagok szédmitdsdbdél adédik, hogy

a hiba itt kisebb, mint n~19,

Ha M(n)-re nem polinomot, hanem csak a polinom els§ tagjét

vessziik, a szdmolds egyszeriisddik, a pontossdg csbkken, Hiba-

korldt szamitdsdra alkalmas,
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C

Végiil foglalkozzunk azzal a specidlis esettel, mikor

p=-1 :
H-l"‘-l-'.'-]'-_"" ece + m—— ot e
2 3 n

Ezt nevezziik harmonikus sornak és tudjuk réla, hogy divergens,
Tudjuk réla még, hogy

lian- Inn+ C
N<Yeo

ahol C=0,577215664901.... az tGn. Euler féle konstans,
Szémitsunk most H értékére egy jobdb kBzelitSképletet, Vizsgdl-
Juk

Hnssihn<+ (o

kifejezdsben  x értékét szémoligéppel:
n= I 6 l 7 | 12

Litjuk, hogy x ~n + L. , tehdt van egy jobb kBzelitésiink:

2

H &~ ln(n-l-'-:!"" )+C
n 2
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Javitsuk a képletet ezy maradéktazggal |és még mindig

zsebszimoldgép segitségével prébdljuk meghatérozni R(n)

értékét:
H ,':sln(n+—]"—)+c+1/R(n)
n 2
R(10)=2650,19
528
R(11)=3178,19 28
576
R =3754,19
(12) 18
8 624
el
R(IB) . 378,19

Mésodrendd szémtani sorozatot kaptunk és ezt kiszémitva

R(n)-24n2+24n+10.2 érték 411 legkBzelebb. Igy legijabdb

kbzelitbéképletiink:
Hn’,:/’ 1n(n+—1-)+C+' i = X
2 24nf+24n+10,2 O
Préda
H =2,450000000 H1°-2, 928968254

K¢=2,449999966 K, ,=2, 928966252
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n nbvekedésével a pontossdg is nbvekszik, Ezért a képlet
nemcsak Hn’ hanem ennek ismeretében C kiszémitdsdra is
alkalmas,

A szémitds azt mutatja, hogy ennek a képletnek a hibdja:

A tovébbiakban p értékét terjesszilkk ki t8rt szdmokra is,
eljdrdsunkban pedig most szdmitdst alkalmazzunk.

A végtelen sorokrél szé1l6 kényvekben taldlkozhatunk a
Bernoulli szdmokkal, melyek sok feladatban el8fordulnak, és a
hiperharmonikus sorok 8sszegezésében 13 ezek szerepelnek.

A keresett képlet szintén végtelen sor, de nagyon jél konver-
gdl, a tagokban szerepelnek a B szédmok, melyek els8 ldtdsra
teljesen szabdlytalanok és eldszdr ezek kiszdmitdsdval foglalko-
zunk:
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Ha az f(x)a~;f£- fliggvényt az x=o0 pont kdrnyeze-
e =1

tében Taylor sorba fejtve gondoljuk:

B By 2 |
f(x)=B°+ X + = X + o0 ala.kban’
1! 2! '
és mivel ismerjitk:
2 3
exnl + X + + X + e
2! 3
azért :
’ - 2 B B
1_. £(x) = (1+ & R S ....)-(B°+ 1 x #—J%- x2+...)-1
£(x) 2! 3 1! 2!

Ha a két konvergens végtelen, sor szorzésdt végezziik és x°

egylitthaté§jadt nézziik, akkor kapjuk:

Bn Bn-l Bo
+ * o0 + ™ =0
n!l! (n-1)12! (n+1)!

Ha a (n+l)!-sal beszorzunk, akkor az eredmény felirhaté

(B+1)™1- 3™ 1., szimbolikus alakban.

Ha a hatvényozdst elvégezzilk, akkor Bk helyébe Bk-t irunk,
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s

Helyettes{tsiink ebbe a rekurziés formuléba n=1,2,3,4...
értékeket, akkor kapjuk a

ZBl+1 =0

3Bz+331+1 =0
433+6282+4.Bl+1 w0

5B ,+10B +1032+EBI+1 =0

4 3

egyenleteket, melyekbsl szédmithatjuk:

1 1 1
Blﬂ-’é' ’ Bzﬁg ’ B3-° » 345-'-3-.- se

35=B7=B9- ees = O ¢ paratlan indexd Bernoulli szémok értéke

B1 kivételével mindig O.

Néhdny tovdbbi szamérték:

1 1 5 691
B me—— B.=- B = B B -
6 42 ! 8 30 ’ lo 66 ! 12 2730 ’

R
P

Az emlitett kbnyvekben megtaldlhatjuk a képlet levezetésdt

és az eredményt:

(mB)P+1_pPtl

1P42P43P% .. 4nP =
p+l
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Végezzilkk el a hatvdnyozdst,és helyettesitsiik be aB

-

szdmokat:
n p+l, ,ptl p+l, p~
i;. kp-n +(4;4)np3;t‘42,)n 132+...4§ptl )
k=l P+l '
1 (p=1)(p=-2
1 e, e 1 BRIV L5
p+l 2 12 | 720
+ -1 .o - ) .np-5 - -1 00 -6 ‘np-7 + (6)
30240 ' 3o°8!
B
o Bp=1)...(p8) p-9 1l g
13,2°1o0! p+l P

A mi dolgunk az lesz, hogy ezt a képletet alkalmassé
tegyiik barmely valés p esetében az Ysszeg kiszdmitdsd-
ra, Vigydzni kell, hogy a képlet sora konvergens legyen,
wgyanis a B szdmok sorozata divergens,

Tovdbbd Cp konstans értéke esetenként vdltozik, ennek

ismerete nélkiil nem ér semmit az eredmény.
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D/a Legyen elfszir p20 egész szén. Ebdben az eset-
ben C=0, az nP~¥ egyiitthatéi e16bb-utébb O-ak lesznek és
egyszerien kapjuk az ismert eredményeket. Pl.legyen '§-4.

Bkkor

5 . [ ) L )
14+24+34+ ves +n4- 2,31 -n4-l- - °n3 g A2 n +
5

2 12 T20
5 4 3
+0+0+...-9+0--—n+3—‘-—+3—-—'-‘—
5 5 2 3 30

s

D/b Legyen most p J -1 és tortszém. Fbben az eset~

ben B__.-nek nincs értéke, cp-t nem ismerjik.

p+l
Szémftsuk pl. W VZ +V3'+ ... + {10 értékét:
Szémoldégéppel: 22,46827818
Képlettel: 22,67616439 + C
Ez az eredmény nem ér sokat, De a2zt meg tudjuk csindlni, hogy
a 8z4molégép és képlet eredményeinek kiildnbségét kiszdmitjuk,
C=-0,20788621,.., ©é8 ha C 41land$, akkor most mdr j6 lesz
a képletiink minden n-re, de csak p=0,5 esetben.

Legyen most n=20, é8 szdmitsuk 1+ 2 + 3+ ,,, + 20s= 9

Szémolégéppel: 61,66597778
Képlet - 0,2078: 61,66597779



2 E18sz8r tehdt kénytelenek vagyunk a konstansot kiszdmitani,
és csak utdna tudjuk a képletet alkalmazni,
A konstans értéke p-t8l filgg. Pl., p=2,4 esetében

! C=-0,0077..., p=-0,7 esetében C=-2,7783884.., , .

p--0,99 esetben c.-99’42350 oo

D/c Legyen p=-l. Ebben az esetben a képlet

np+1 n°
= <~ miatt nem jJé., De mdr tudjuk, hogy ebben az

§ ptl o

esetben a képlet logaritmussal kezd8dik és a konstans
C=0,577215664901... . A képlet t8bbi tagjdba pedig médr

lehet helyettesiteni a pm-l-et, Ezért az eredmény:

1 .
1 1 1 1
H= 1+3 + *oeee + — -C+:@nn+ - 5 +

2" 3 2n 12n
1 1 1
+ + —LZ_ + - + eee
120!14 252n 24on3 132n1°

A sor anndl gyorsabban konvergdl, minél nagyobdb n,

D/a Legyen most p < ~1 é8 egész szém,
Vizsgdljuk a (6) képletet p=-2 esetében:

P — [N U VI L . a \
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1+3'-+l+...+-1—2-,--]-‘-+—]-‘-2-- ; + ..o+ C
4 9 n n 2n én

nj>'3 esetben az egyenl8ség bal oldala pozitiv, az n-et
" tartalmazé jobb oldal negat{v, tehdt C konstans ismerete

nélkiil nem haszndlhaté az Ysszefiiggés. Rendezzilk az egyen-

letet: _
11 1 1 1 1
Cu(l+mt= 4, ..+ == ) + (= = + - cee )
4 9 n2 n 2n2 6n3

A bal oldal d4llandé, a jobb oldalnak is dllandénak kell

lennie bdrmely n-re, ami csak gy lehetséges, ha C értéke

éppen a hiperharmonikus sor hatérértéke, Ugyanis

1«% + eue +-%-+ eee BSornak van hatdrértéke, mivel p<( 1,
n

 § ; + oo hatérértéke n -5Co esetben O,
n )

Ezért pe-2 esetében a hatdrérték szémitdsdnak képlete:

H' 1+l+...+-1—2-'.'-]5‘-1—2+.—1_3_ 15+L-7- oveoe
4 n n 2n én 3on 42n
n=lo esetben Hw1,644934067...

2
és TT /6= 1,6449340668...



e
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Irjuk &t a (6) képletet p—> -p helyettesitéssel a H

hatérérték szdmitdséra:

1 1 1 1
H= 1+ + + ocee *+ + -
2P 3®? n? (p-l)np-1
ol —p . _ pped)(p+2) | 2(pt1). . (p+d) _ n
2n? 12nP*1  30-41nP*3 42¢61nP*?
1 . 6
- p+7 + se0e

30 «8!n

D/e Ha p< «1 és tBrtszédm, a (7) képlet ekkor is alkalmaz-
haté, A (6) és (7) képletekre vonatkozdéan meg kell jegyezni,
hogy a sor psze 3o konvergens, Ez azt jelenti, hogy a képlet bi-
zonyos tagszdmig j61 konvergdl, attdl kezdve o0szcillélé sorrd
alakul, és a szédmitott részletsorozatok eredményei a 1létezS he-
tdrértékt81 tetsz8leges nagy pozitiv és negativ értékekkel el-
térnek. Ennek oka a Bernoulli szémok természetében rejlik.
316-t61 kezdve az értékek rohamosan n8vekszenek, pl. 1316F37.o9s
[B16| % 541973 [Baq| %528 |Bop|~ 6169 .... d1talévan érvényes

2
n+1l
_) °
B

Bone2 =~ ( v n..Mésis j61 haszndlhaté ez a képlet, és

2

tdbb tizedesre Jé eredményt kapunk, ha a Bernoulli szémokat tar=-
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talmazdé tagokndl BlG-nél megdllunk, Ha mégis nSvelni
akarjuk a pontossdgot, akkor vdlasszuk n értékét na-
gyobbra, Kiszdmithaté, hogy he a képlet sora a BZk-nél
kezd oszcilldlni, akkor k=] .n. Ha pl. ne=lo, akkor
B62 utédn kezd8dik a baj; innentSl kezdve a tagok hdnya-

dosa a /a.n >7 1. B3°-né1 a hdnyados kb, 2/9, mig

n+l
kezdetben kisebdb, mint 1/loo.

Végezetill allitsunk eld még egy képletet a hiperhare
monikus sorok Ysszegezésére,

Irjuk fel nP-t

a [(m%)l’*l- (n- :})_—)P*lj + b [(m-:-)?'l-(n%)P'l:{ .

p=3
+c° [(m i - (n- 1)9'3] + oees
2 2

alakban és keressilk a,b,c... értékét.
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Pejtsitk ki a kifejezést binomidlis sorba és rendezziik:

a-(p;]‘)np + a(p';]')np'2 . &, ‘(pgliﬁp-4 -%g |

+ 1>(I’Il)np'2 + b(pgl)np'4. P s =nP+0 + O
4

3

p-
+0o( 1 )np'4

Azonos kitevdji hatvédnyok egylitthatdéinak egyenl&ségépél

a,b,c... értéke kiszdmithaté:

L i . L (P
anm bs - C= (%)
p+l 24 960 3

Vezessiik be a kbvetkez§ rdviditést:

(n&l)a-(nd%)s = N(s) és ekkor irhatjuk:
2

p 2 (prl) 1 Py (p-1) Py (P=3)
bl - 5Oty e (Bt

_D(p)N(p-5)+ E(p)N(p-ﬂ)
5 7

D, E,... értékeit az 618bbi binomidlis sorfejtés folytatdséval -

szdmithatjuk, de sokkal egyszeribb médon is megkaphatjuk.
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A képletnek jénekx kell lenni minden n-re és p-re,
D, E... értékei filggetlenek n~t81l &= p-t§1l. Ha p egész
szém, a képlet véges hoaszi lesz,mert a t¥bbi taghdl O lesz.

Legyen n=1/2 és p=T:

2 .(18 8y, 1.,.6 6 1o
135 = § (1=0)- Tx(1%-0 )*13%% 1-D-21

Ebb&1 D-gg%-;. Tovébb folytatve n=z é8 = pe9 ...

kapjuk: 3..l§1_ ’ F-—ill- oo
30720 67584

Most végezzilk el az Usszegezést, A fenti képlet alapjén:

R 1, .p+ly 1 p
1--1»l (1,5°=0,5 )=~ 5—(1)(1,

aPe 2=/ (n + PP NPT
p+l

Usszeadds utédn
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P, 5P, 1P P -

1%4+2%43%+, . 41 (8)

oL (ae %)“1-0.5”*1:1 - 23 [ (s l)P'?-o,sp'i] P
Tl 24 2

Ha p természetes szém, akkor ez a képlet j6, Ha p tSriszém
vagy negativ egész, akkor a sor 0,5s miatt divergens, At
kell alakitani a képletet, hogy csak (n+1)P+(n+2) P+, . ,+mPere

szémitjuk az Osszeget, az eldtte lév6 tagokat képlet nélkiil

bsszeadjuk:
1P42P4 3P 4nPe(ne1)Pr, . L 4nPa | (9)
' 1
PP p_1 Lyp+l o Lyptl P =yp=1 1 p-1
1%+2%+,..4n +p+1 (m+3) (n+3) :]-- 24(§)[:Eu+2) '(n+§°p .

+ 522D [m§>1°-3-<m§>v-3:[-

Ez a képlet most mdr jé p=l kivételével minden p-rej
és nagy eldénye a (6) képlettel szemben, hogy nincs benne

eldre kiszdmitandd C dllandd.




Ha p=r -p, és n >Co | akkor H hatdrértékre:

1 1 1 1 1
H= 1+ =— + et Tt oo m 1y =, ==+
P 5P P 2P P
1 ;1_ p-1 1 .,p l -p~1 % p+2 -1_ -p-3
l . p+d 1\ -p-5

Legyen most p=~4.Ekkor keressiik

;l-i-[(m%-)p’l-(m%)p*ﬂ kifejezés hatdrértékét, ha

P~y -1. Ekkor kapjuk a harmonikus sor 8sszegezésének képletét:

11 1 1 1
Hu' 1+5+3+...+-+ _rr+1+ cos +m =
1+ g +eet e "%%'2_}, et —L— .
(n+o0,5) (m+0,5)
. =L ¢ 1 1 y - 3L .1

) 1
- c—
%0 (n30,5)%  (w+0,5)° 8064  (..)°  (..) '

Itt sem szerepel az Euler féle C dllandé.
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Véglil megemlitjilkk, hogy a (9)~ik képlet k-ik tagjdnak

4ltalédnos alakja:

k-2

ahol az el8§ tag = -(p)'[......J

: 2k-1 “
(2 ~1) P -2k+1 1,p-2k+1
a = - 50+ By (o 1) ° [(m})l’ Y emz)? J



