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Vector-tan és az egyszerii inaequatiok tana.
Mathematikai bevezetés az elméleti physikaba.
Dn, Fankas Gyvea egyet. ny. r. tandrtol.
Vector-tan,

I. A helyhatarozé rendszer megvilasztasa.

Tengelyen mindig szabott irdnyd és helyd egyenest értsiink.

Kézonségesen derékszigli tengely-rendszert haszndlunk helyhatd-
rozfisra; ¢s pedig jobbra fordulot. Ha tehdt egy ordt gy helyeziink
el, hogy a harmadik tengely a szdmlapjdira merdlegesen d'ljon és a szdm-
lapndl az éraszerkezet belseje felé mutasson, akkor az éramutatok jardsd-
val egyez6 ¢értelemben kell forditanunk az elsd tengelyt a harmadik
koril, hogy egy derékszog leirdsa utin irdnya a mdsodik tengely
irdnydba esstk.

Barmely tengely koril ebben az értelemben torténd forduldst
neveziink mindig positivus  forduldsnak, médr t. i, arra a tengelyre
vonatkozdlag, Az ellenes értelemben valét negativas forduldsnak nevez-
zitk az illet6 tengelyre nézve. Vildgos, hogy amely fordulds egy ten-
gelyre nézve positivus, az ellenes irdnyd, de azonos helyd tengelyre
vonatkozblag negativus.

A positivus forduldssal szdrmazd szigeket positivusoknak, a nega-
tivus forduldssal szérmazdkat negativasoknak szdmitjuk.

Il. A vector alap-fogalma,

Vilasszunk a térben egy egyenes vonal-darabot. Egyik hatdr-
pontjit jeldljilk A-val, a mésikat B-vel. Vigtelen sok hossztsdgot tartal-
maz. Mindazt, amely kisebb az AB hosszGsdgndl, & magit az AD
hossziisigot.  Tovdbbd két irdnyt tartalmaz. Az A—D irdnyt &s a
B—A irdnyt.

Midén a hosszusigok kizl esupfn a teljes AB hossulsfgot, &s
a kétféle irdny kozdl is csupdn az egyiket vesszilk tekintetbe, vector-
nak nevezziik az egyenes vonaldarabot. Ha az A—B irdnyt tulajdonitjuk
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neki, akkor hatdrpontjainak a betdivel ADB alakban jeldljik, és A
pontjdt az elejének vagy kezdetének, B pontjit a végének nevezzik.

Az AB vectort a B pont A ponti vectorinak is nevezzik. Igy
példdil egy helyhatdrozé rendszer orighjdbol egy pontba hizott vector
ennek a pontnak az origdi vectora. Ha valamely vector eleje egy I nevi
tengelyben van, s a vector mergleges erre a tengelyre, a vége pedig
C nevii pontban van, akkor a vectort a (' pont I tengelyii vectorfinak
is nevezziik,

A vectorok hosszisfgit ¢&s irdnydt illetéleg hasznos mennyiségi
vonatkozdsokat vesziink szémba és definiflunk, amelyek rendén a
vector mint mennyiségi mdveletek tdrgya, mint mennyiség jelentkezik.
Ez 4ltal vélik teljess¢ a vector-fogalom definitidja az elméleti physika
szolgdlatiban.

Ill. A vectorok egyenlésége és hatdrozéi.

A mdr eldre boesdjtott alap-definitionak megfelelGen :

ha két vector AB, CD, egyenls hosszi és egyez irdnyi, akkor,
s esak akkor, egyenl6knek mondjuk azokat, s ezt rdviden a szokisos
egyenldségi jellel irjuk :

AB=CD;

ha azonban két vector hossziisiga, vagy irdnya, vagy hossziisiga is,
irdnya is kiilonbozs, akkor, és csak akkor mond_]ul\ kuluubumkuck a
vectorokat.

Bérmely pontba helyezziik tehdt egy vector elejét, ha hossziisigit
G irdnydt nem \altwt.!.tmk meg, a vector is viltozatlan marad. s
valahdnyszor egy vector hely-véltoztatdsarsl beszélimk, kiilonds kijelentés
hidnyédban, mindig hosszisfiginak s irdnyfinak meghagydsival értjiik azt.

Mindebben egyez§ irdnyokon ugyanazon végtelen tdvoli pont felé
mutaté irdnyok értendék, mint rendesen.

Ha egy vector elejét az origéba helyezziik, akkor végének a
helye teljesen meghativozza a vectort, mert hosszdt iz, irnydf is meg-
hatfrozza. Ekkor tehdt végének a coordinatdi teljesen meghatirozzdlk.
Tzeket a  vector-hatdrozokat a vector componenseinek nevezzilk. Ha
g, 7, C a hdrom componens, gy ezekkel a (&, 7, €) alakban jeldljik
a vectort,

Birhol legyen egy vector eleje, ha elejének a coordinatdit rendre
kivonjuk végének a coordinatdibol, componenseit nyerjiik. Mert, ha
elejének a coordinatdi =z, y, 2, Ggy végének a coordinatdi algebrailag
ezekkel az értékeklel nagyobbak, mint mikor eleje az origdban van.
Midén eleje sz a, y, # pontban van, akkor végének a coordinatdit
&y, & jeldlvén: E=a'—ua, sth.

Egy vector componenseit viszont teljesen meghatdrozza a vector;
mert eleje az origdba helyeztetvén, a vége meghatdrozza a maga coor-
dinatdit.
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Amely mennyiségek valami mddon meghatdrozzik a vector com-
ponenseit, azok nyilvinképen meghatdrozzik a veetort.

Ilyetén vector-hatirozik a vector hossza és az irfinydt hatirozd
u. n. irdnycosinusai, vagyis azoknak a szigeknek a cosinusai, amelyek
alatt a vector irdnya rendre a coordinata-tengelyek irdnydba fordithato.
Ha ugyanis » a veetor hossza és &, 3, v az irdny-cosinusai, akkor a
veetor (f{)l]]l)(}llellﬁei:
E=ra, 7=rp, CT=ry.
Oly hatdrozok ezek is, amelyeket viszont, a vector teljesen meghatiroz,
mert a componensei teljesen meghatdrozzik azokat: az » hosszisig oly
derékszogi hasib dtmérdinek a hossztisdga, amelynek az éleit a compo-
nensek szolgdltatjdle, tehdt

és ebbdl folydlag

ahol a gydk-kifejezés mindig positivusnak  szimitandd, mivel puszta

hosszisfigot jelent.

A hirom irdnycosinus kifejezéséb6l a hivom componens egy méadon
kikiiszibolhetd, minélfogva a hirom irdnycosinus egy szabott relatidnak
tesz eleget, és pedig

a4y =1.

.

Ennek kivetkeztében a vector meghatdrozdsira a hossziisiy melleit elég
lkét irfnycosinus és a harmadiknak az eldjele.

Tobbnyire a hdrom componenst vagy a hosszisdgot és a hérom
irdny-cosinust haszndljuk vector-hatirozdsra. De azért legyen itt szd két
mis meghatdrozisi modrol is. Olyanokrdl, amelyekben mds jelentdsége
van az x, mis az ¥ & mis a 2 tengelynek. Fgyik, mint forgdsi ten-
gely, egy misik, mint olyan tengely szerepel, amelynek irdnydtol a
forgds-szégeket szdmitjuk, s a harmadik nem szerepel.

Vilaszszuk a z-tengelyt forgési tengely gyandnt és szamitsuk az
-tengely irdinydtél a forgds-szégeket. A veetor elejét az origbba tévén,
a veetor meghatorozdsdra szolgdlhatnak : a veetor-vég z-tengelyi vectori-
nak hossza p, e veetor elfordulfsinak a szige e, és a vector harmadik
componense §. Ugyanis p é ¢ meghatdrozza a £ és 7 componenseket :

£=pcose, 7= psine.
Izt a meghatdrozisi mddot cylindricusnak nevezziik.
Ha a z-tengely ¢és a vector kizti sziget a fontebbi szig-definitio
értelmében ¢ jeldli, akkor
C=rcosh, p="rsinl,
¥
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midltal egy negyedik meghatérozisi mdéd 4l1 elé. Ebben 7, g 0 a
hatérozok :

E =rsinfcoss, 7= rsinfsine, C=rcosb.
Az g és o hatfirozok egyszertien fejezik ki a hérom irfinycosinust :

o= sinflcose, {3 = sinfsine, 1 =-cosl.

Hogy valamiféle adatok meghatfrozzdk a vectort, ez mindig azt
jelenti, hogy meghatirozzék a vector hosszét és irdnydt. KovetkezGleg
amely vectorok megfelel6 hatdrozéi egyenlSk, azok a vectorok mindig
maguk is egyenldk. De az egyenl§ vectorok némely hatirozoi nem
szitkségképen egyenl6k, mint pld. a eylindricus rendszerben haszndlt
¢ szig, mert ezt még megszoritds ald kell vetni, hogy a veetor teljesen
meghatirozza 6t. Ilyen megszoritds : -

1::{?:5;—7:.

IV. Vectorok killdmbsége.

Ha két vector elejét egy pontba helyezzitk, akkor aszerint, amint
a két vector egyenls, vagy nem, végiik oOsszeesik, vagy nem ; viszont,
aszerint, amint a végik Osszeesik vagy nem, egyenlok vagy nem: egy
pontba helyezvén két veetor elejét, az egyiknek a végéb6l a mdsiknak
a végébe nyilé vectort a két vector kilimbségének nevezziik.

Ilyen kett lehetséges: egyenlG hossziak, de ellenkez6 irdnyuak.
De a kivetkezs megkiilomboztetéssel dliink : AB és AC vector kiillomb-
ségén az utobbinak a végébdl az el6bhbeninek a végébe nyidlé veetort
értjiik, vagyis a CB vectort.

A kozonséges kivondsi jegy segélyével képletezziik a killombséget
a kivetkez értelemben: AB & AC kiillombsége

AB—AC=CB,
AC ¢s AB kiillombsége
AC—AB=BC.

Azt a miveletet, a melylyel két vectorhoz azok egyik vagy mésik
killombségét meghatdrozzuk, kivonfisnak nevezzitk és az A B'—AD
kiillombséghen az AB vectort kivonandénak, az A'B’ vectort kisebbi-
tendének mondjuk. Ehez képest: miutén a két vector elejét egy pontba
helyeztilk, a kivonandénak a végébtl a kisebbitenddnek a végébe huzott
vector a megfeleld killombség, a kiilombségi vector.

Ugy, mint az algebrdban, egyenlgk kiilomségérsl is beszéliink.
Ezt, a kiilombség 4ltaldnos fogalmdban, oly veetornak tekintjitk, amely-



VECTOR-TAN 95

nek az eleje és vége Gsszeesik. Zérus-vectornak nevezzitk és egyszertien
a 0 jegygyel jeloljik :
AB—AB=0.

Ha a kivonandé vector componenseit a kisebbitendd vector com-
porenseibdl rendre kivonjuk, a kiilombségi vector cemponenseit kapjuk.
Ugyanis, a kivonandd és a kisebbitends vector elejét z,, v,, £, coordi-
natds pontba helyezvén, jeldljck most mér a kivonandé vector végének
a coordinatéit ', ¢, 2, a kisebbitendd vector végének a coordinatdit
a”, y”, 27+ a componenseik rendre

E=a'—a,, =y—y, C=7—a,
gf? i xf’_xo, nf? — y’f'_yn} fo — gﬂ'._zn ;
a kiilombségi vector componensei pedig
E=a"—o, n=y'—y, (=7
A jobboldalok eldruljék, hogy

E__-&PE_EF, 1] =7]"_.T]’, g: C"-_C’ :

(E"; YJ"; ;}r)_(gr’ 1‘]’, “;f):(EM"_Ef’ 7]"_7]', ;n_cr)

Forditva, ha egy vector componensei &"—E', #"—, {

ez a veetor a (27, 7", C”) és (€, v, ) veector killombsége.

Egyenleteinkb6l az is kitinik, hogy a kisebbitend6 vectornak és

a kiillombségi vectornak a kiillombsége a kivonandd veetor. Ha tehdf a

kisebbitendd vector &és kiilombségi vector elejét egy pontba helyezziik,

az utébbi vector végébdl az el6bbinek a végébe huzott vector a ki-
vonandé. Geometriai szemlélettel is kénnyen folismerhetd.

"L, akkor

V. Vectorok &sszege.

A kisebbitendd vectort a kivonandé vector és a killombségi vee-
for Osszegének is nevezszitk. A kivonds geometriai képérdl kozbotlentl
leolvashatd, hogy, ha a kiildmbség elejét a kivonandd végébe, vagy végét
a kivonandd elejébe helyezzitk, mindig a szabadon maradt kezdetbdl
a szabadon maradt véghe nylé vector a kisebbitend6. Nem tekintve tehdt
a kivonds mifveletét: egy vector elejét egy mésiknak a végébe
helyezvén, a szabad kezdethdl a szabad végbe nyilé vectort nevezziik
a két vector dsszegének. Vector-jegyekben a kizonséges oOsszeaddsi jel
segélyével irjuk az Osszeget :

AB+BC=AC.

Azt a miveletet, a melylyel két vectorhoz azok Osszegét képez-
ziik, Osszeaddsnak s a két vectort Gsszeadanddinak nevezziik.
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Az bsszeg componensei rendre az dsszeadanddk componenseinek
az Osszegei. Kz az Gsszegre mint kisebbitenddre, az Osszeadandokra
mint kivonandéra és kiilombségre nézve mér a kiilldmbségi componens-
egyenletekhdl kitiinik. De tényileg, ha az A é B és € pont coordi-
natdi 2, Yo, % 68 ¥, y, 2 6 ',y 2", Ggy az AB & BC é& AC
vectorok componensei & =2a'—a,, sth.,, E=a"—a, sth., T'=a"—un,
gth. kivetkezdleg £4+E=E", sth.:

E n!C]"f'(E % —~fC+C ?J-I—‘f, g_,-{—g_'}

Hérom veector Osszegén két vector dsszegének és a harmadik
vectornak az Osszegét értjilk. Hogyha tehdt egy vector végébe egy
mésiknak az elejét és ennek a végébe egy harmadiknak az elejét
helyezzitk, Ggy a szabad kezdetb6l a szabad véghe nydlé vector a
hdrom vector ésszege. Ugyanis a difinitio szerint AB, BC, CI) vectorok
Osszege €z :

(AB4+BC)+CD = AC+CD=AD.
Rovidebb frdsmdddal

AB+BC+CD = AD.

-

Négy vector Osszegén hdrom vector osszegének & a negvedik
vectornak az dGsszegdt értjitk. Iogyha tehdt egy veetor végéhe egy
mésiknak az elejét, ennek a végébe egy har madiknak az elejét és ennck
a végébe egy negyediknek az elejét helyezziik : akkor a szabad kezdet-
b6l a szabad végbe nydlé vector a négy veetor Gsszege. Ugyanis a
definitio szerint A5, BC, CD, DI vectorok dsszege ez:

(AB+BC+CD)+DE=AD+DE=AE.

Révidebb irdsmédban

AB+BC+CD i DE= AL,
sth. sth.
Birhény vector dsszegének a componensei rendre egyenldk az egyes
vectorok componenseinek az sszegével és pedig fiiggetlentdl a veectorok
sorrendjétsl. Bizonyités: Tetszésre vilasztott sorrendben legyenek

(E.1> Ti'l: Cl)} {ES! Tjs; r:z]: Spey (én, Tlu, Zn)

az Osszeadandd vectorok. A mésodiknak az elejét helyeszitk az elsének
a végébe, a harmadiknak az elejét a mésodiknak a végébe, sif. Ekkor
aztdn vectoraink rendre legyenek AgA,, A, A4,,.., A, A, Haaz A,
pont coordindtdi ay, y,, %, ~tl; ., akkor

G =¥, G=Ts—r, G=Ty—¥s, .., Ga=Tn—&n—
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sth. sth. Az osszeg, vagyis A;A, componensei pedig E=ux,—ua,, sth.
A jobb oldalok eldruljdk, hogy

E=E +E+. . +En,
N=" Mgt . +n,
§=§1+§g+ Sire +:u:

(E.ir Ty ;1}4'(&2; gy €2}+ v +(E.n, T, gn) e [El"‘“ B E,n, Tt . A, QH‘ e +Cu}-

A jobb-oldal fiiggetlen az Osszeadds sorrendjétsl, tehdt a bal-oldal is:
vectorok definiflt oOsszeaddsa commutativus mivelet; adott veetorokat
bérmely rendben sorozzunk ldnczba, ha a ldnez elsd pontja mindig
ugyanaz a pont, utolsé pontja is mindig ugyanaz.

Forditva: ha egy veetor componensei &+E+..+En, sth., akkor
ez a vector a (&, M, &)y &, ey Gy - (En, 7, Gn) Vectorok dsszege.

VI. Vectorok tébbszorose,

: Legyen a k egy kozinséges realis mennyiség, vagyis csak nagy-
sdg és elbjel tartozzék hozzdja. Szoval, u. n. sealaris legyen,

Az ADB vectornak és a k scalarisnak a szorzatin, vagy més
szoval az A B vector k-szorosfin azt a vectort értjitk, amelynek a hossza
az AL vector hosszdnak és a % scalaris szdmértékének a szorozata, az
irdnya pedig, aszerint, amint a & positivus vagy negativus, egyezl vagy
ellenkezs az AD vector irfinydval.

A szorzat meghatfrozdsit szorzdsnak, az A B vectort szorzanddénak,
a k scalarist szorzénak nevezzitk. Képletileg a szorzdst is az algebrdban
szokdsos médon koveteljitk ; igy, ha AB 6s k szorzata AB':

k.AB=AB.%=AB'

Ha a szorzand6 vector hossza r, és irfnycosinusai o, 3, v, gy
a definitio értelmében a szorzati vector hossza |k |r és irdnycosinusai,
aszerint, amint a % positivus vagy negativus, «, 3,7y, vagy —a, —B, —7.

A szorzat componensei a szorzandG vector componenseinek £-szorosal.
Legyenek ugyanis a szorzandd vector componensei g, 7, {. Akkor

r=yE L,

tehdt a szorzati vector hossza

v =k [r =y (k)2 (n)3-H(%C)2.
Irdnycosinusai pedig, ha % positivus,

w=o—"En v"az_w;ilég_ﬂ: KE 24" stb,
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ha % negativus,
o =—a=—E: \’ EW@ =FKE: o', sth.
Kivetkezbleg a sxo;zat componensei
E=r'a"=kE, ==k, C=ry =Kt
Ggy az egyik, mint a mésik esetben. Mindkét esethben

(E.} Ny C)FG:(?&E, k’]r kQ).

Forditva, hogyha egy vector componensei %, kv, kG, akkor

ez a vector a (§, 7, §) vectornak és a k scalarisnak a szorzata.

Egy vectornak az (1 : k)-szorosit a vector k-ad részének is mondjuk.
Meghatérozéstt a vector k-val valé osztdsfinak is neveszzitk s élink az
dsszes megfeleld algebrai szolds- és frds-modokkal. Igy AB vectornak,
mint osztandénak, és % scalarisnak, mint oszténak, a hényadosa

AB: k= f‘l-EE:AB . 1— .
k k
Ezek szerint
e (E
(E: 7‘1 "a} "Z"-" _'— (k J'.u, ;g)

s a hdnyados veetor hossza az osztandd vector hosszdnak osztata az
osztd scalarisnak a szdmértékével, irdnya pedig aszerint, amint az osztd
positivus vagy negativus, egyezS vagy ellenkezd az osztandd vector
irinyéval.

Egy osszeg k-szorosa az egyes dsszeadandok k-szorosdnak az Gsszege.
Mert, ha a (& v, §) wector a (&, M, &)y (Gss Mer &), stb. vectorok
Gsszege, Ugy

(B by Q) =(kE+kE+.., Bapthkn+.., EGHEGEH . )=
(&, by, K ~l)+(ar'.: Eotl g+ G)+

Hasonlékép, egy osszeg k-ad része az egyes Osszeadanddk f-ad részének
az Osszege, mert ez a szorzatos egyenldség akkor is helyes lesz, ha
abban % helyett 7 : 7% fratik: vectornak scalarissal valé szorzdsa és
osztdsa distributivas mivelet.

VIi. Vectorok szdge.

Két vectornak a szigén azt a homord szoget értjilk, amely alatt
egyik vector irfnya a mésikéba fordithatd.

Minthogy a vectorok meghatirozzdk ezt a szoget, kifejezhett az
a vector-hatirozokkal ; s6t, mivel mér a két vector irinya meghatd-

[\
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rozza ezt a szoget, kifejezhetd az a veetorok irdny-hatdrozéival, milyenek
az irfiny-cosinusok.

Jelolje O két vectornak a szigét. Az egyik vector elejét helyez-
zitk a mésiknak a végébe, mint dsszeaddskor, Most AB és BC legyenek
a vectorok. AC azoknak az Osszege. Hossszlsfigukat rendre jeldljék
ry, g, . A héirom veetor egy hdrom-sziget alkot, amelynek a 3 csfes-
ndl 1évi szige m—0. Ilszerint

=7 24, 2— 21 1, cos(n—H0)

De, ha a vectorok componensei rendre &, 7, §; 6s &, 1, G 6s £, 1, G, tgy
12 =524 452 r =662 rP=En LR
Beirvin ezeket az egyenletbe és tekintetbe vévén, hogy cos © 0=— cosl,

meg, hogv E=E,+&,, sth. taldljuk :
71790080 =& By, 1+ 5, G

s, ha a két vector irfinycosinusai o, §,, v, illetdleg oy, By, 1o, Ggy
amiatt, hogy & =ne,, & ="r,a,, sth.:

cosl = o, oz, +[31i32 +Y1Ye-

A veetor-szig e cosinusos klf(“](,ﬂf“-lt‘ﬂ(}l\ van a lc*ngul\uubb alkalma-
zdsa, Nem ritkdn hasznos azonban egy sinusos kifejezése is. Vildgos, hogy

sin®0 = 1-— (o 0,4+ Bs 471 72)
Irjuk itt a jobb oldal els6 tagja helyett

(o, *[312"1'712)(%9“'532 >+vs 9,
azutin végezzitk el a kovetelt szorzdst ¢és hatvinyozéist. Az eredményen
azonnal fdlismerhet@, hogy

sin®0= (B va—v11Bo) Hade - ove)Hor e —Pi%)?
Mivel 0<=m, igy a sin0 mindig positivus,
Ha a két vector merSleges egyméisra, akkor 0=m:2, tehét
%, %+ 31 Batra 72 =0

Viszont, ha 4ll ez az egyenlet, akkor, a két vector merGleges
egymésra, mert 0=7: 2. Szorozzuk meg az egyenletet #-el. Azutdn
szorozzuk még meg ry-vel is. Nyomban ldtjuk, bogy a merGlegessée
suiikséges G elégaéges foltétele killon-kilin a kivetkesd két egyenlet is:

£ a2+mﬁf,+~,l,2 —(9)
Gi1&y 1172 +58=0.—
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Ha p=m:2, akkor sin =1 & viszont. Kéovetkez6leg nem kiilimben
suiikséges s elégséges fGltétele a merdlegességnek ez az egyenlet:
(Brre—"1Bs)2Hra0ta 0 7a) (00, By —Br )2 =1. —
Sokszor czélszer bizonyos parameteres alakokban haszndlni ezeket az
egyenleteket. Induljunk ki ebbol:
&1ty 45, G =0.

Ha egy vector tényleg létezik, Ggy legalabb egy componense nem zérus.
Legyen, hogy {, nem zérus. Akkor kétségtelentl meghatdrozhaték dgy
az [ és m scalarisok, hogy

& =m{, —ny,, 1y =Nk, —IG;
legyen, barmi érték( scalaris az n. De behelyettezvén ezeket az egyen-
letbe, azt taléljuk, hogy, mivel a §; nem zérus,

G =1y —m&;.

Viligos, hogy nem kiilémben kovetkeznek ily kifejezések abban a
bizonyosséghban, hogy 7, vagy, hogy & mnem zérus, é a hdrom para-
méter koziil az egyik mindig fetsz6leges. Bz a hivom kifejezés is sziik-
séges &s elégséges foltétele a merGlegességnek ; szitkséges foltétele, mert
- szitkségképen kivetkeztek abbdl az egyenlethdl, amelybdl kiindiltunk ;
elégséges foltétele, mert viszont beldlitk az az egyenlet kovetkezik. A
megfelel6 alakokhoz jutunk az irfiny-cosinusok szdmdra, ha ezeket az
alakokat 7,-vel elosztjuk. Trvén pedig

7. 7 7
Ll=a, Lm=Db, Ln=c,
7 T ry

az irfinycosinusok parameteres vonatkozdsai a foltételezett merdleges-
séghen ezek :

oy =by,—¢By, Py = coy—ayy, Ys =ap;—ba,;.
Ha a két veetor egyezd irdnyf, akkor cos 0=1, tehat

o 0y +f1 o a7 = 1.

Viszont, ha 4ll ez az egyenlet, akkor a két vector egyezs irdnyd,
mert akkor cosf=1, tehdt 0=0. Tényileg, ha ennek az egyenletnek
a jobb-oldala helyett az

0 2B by o 24y Y,
kifejesés felét irjuk, azonnal ldthatjuk, hogy

(o _“2)2+{ﬁ1'_‘ﬁ2]2+('}'1“ﬁ)2=0 tehdt o, =oa,, irjl"—:irjza T1="Ta-
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VIll. Vectorok tengelye.

Egy vector kezdd pontjdn a vectorra merdleges tengelyc a veetor
tengelyének nevezzitk. Ha a vector irdnycosinusai o', 3, ¥* Ggy vala-
mennyi tengelyének az irdinycosinusai bent foglaltatnak a kovetkezd
alakokban :

a=by' —cff, B=co'—ay', T=af’ -ba,

mint az épen elébb nyert kifejezések tanusitjdk ; mert a vector birmely
tengelyéhez tartoznak olyan @, b, ¢ Grtékek, hogy o, 3, v a tengely
irdnycosinusai,

Két vector tengelyérdl is beszélimk. Elejiiket egy pontba helyezvén,
kizds tengelyeiket nevezzitk igy. Hasem nem egyezl, sem nem ellenkezs
a vectorok irfinya, akkor csak egy tengelyvonaluk, azaz csak két
tengelyitk van, amelyek egymds ellentétesei. De a kivetkezd megkiilom-
biztetéssel éliink: AB és AC vector tengelyén azt értjiik, amely kiril
az AC vector irfinya positivus forduldssal jut az AB vector irdnydba
a két vector szoge alatt; AC és AB vector tengelyén az ellentétes ten-
gelyt értjitk. Ugyanebben az értelemben beszélink két irdnynak a
tengelvérsl.

Vildgos, hogy a tengely-irinyt meghatirozza a két vector irdnya,
tehdt meghatirvozzdk a két vector iriny-cosinusai. Az AC és ADB vector
tengelyének az irdnycosinusai legyenek o, B, v, az AC és AB vector
irdnycosinusai pedig a,, B, 7s, illewleg oy, B, v;. Az @, B, v cosinusok
esyenletei ezek :

o+, +11: =0,
aag""‘éj{ig +}'Tg = (),
o f2r2=1.
A két elsohol

%:Brr=0ra—"b) : hem—ate) ¢ (4 Pa—pi%),
tehdt létezik olyan sealaris, 2, hogy
=Pira—1Ba) : 4

ook
[3 (T102—07s) : A,
1 =(ct,Bs—P1%s) : A

Most mér a hitra 1évé egyenletbil

A= (Brra—YaBe) HH(11% — 0 Ya) Ho B —Pr2)?,
tehdt, ha a két veetor szoge 0, Ggy a A divisor szdmértéke sinf.
Elgjelének a megéllapitdsa végett czélszerd egy mdsik helyhatdrozd
rendszerhez is folyamodni. Az origija legyen az A pontban ¢ a ten-
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gelyei eleve egyirdnytiak legyenek a régi tengelyekkel. Ekkor az dj
rendszerben ugyanazok az Osszes irdny-cosinusok, mint a r(,gibeu, kivet-
kezGleg a A is ugyanaz, nemesak szfmértékre, de elGjelre nézve is.
Amnban forgassuk el az Gj tengelyrendszert az A pont kordl dgy,
hogy az ¢ z tengelyének az irdnya a vectorok tengelyének az irdnydba
essék, ¥ tengelyének az irfnya pedig az AC vector irdnydba essék.
Most az Gj rendszerben o= 0, B=0,y=1, @, =0, f,=1, 1,=0, és az
AB vector irfinya szikkségképen hegyes szoget képez az @ tengely
irfnydval. Tovabbé, mivel a forditds alatt az irfiny-cosinusok mind
folytonosan \ﬁ,lt.oztak a f szog pedig véltozatlan maradt, igy az A divi-
sor elGjele szitkségképen véltozatlan maradt, nem csaphatott 4t egyszer
sem egyik féleségb6l a mésikba, De a y irdny-cosinus egyenletéhdl
foly6lag az j rendszerben, ennek j helyzetében

1= (o, 1—B,.0) : 2=5}

Minthogy az AB vector irdnya az j 2 tengely irdnydval jelenleg
hegyes szoget képez, igy az o, positivus, tehdit A is positivus, A=-sing.
Szitkségképen ugyanaz 1évén a A, a mi eredetileg volt, az eredeti rend-
szerben is positivus elGjellel illeti meg a sinf érték: a (&, 7,, &) 6
(1, M1, &) vector tengélyének az irdny-cosinusait
@1"(2 =it Ps-. = T1%—%Ys =?‘_1|3i“:ﬂ?§;
sing sing sing
kifejezések hatérozzék meg, a melyekben 0 a két veetor szige.
Ha mer6leges egymiésra a két vector, gy
=Bire—18y B=rie—ute, Y=0f—Fi%.
Az AB & AC vector tengelyének az irdny-cosinusai nyil-
vinképen
BriTeby Yata—ay tbi—fa

sing sing sing
és, ha merGlegesek egymdsra, gy

Bavi—7aPss Teta—0uv, “2131 —Ba2y.

IX. Vectorok értékei

Bgy vector hosszéinak az értékét a vector nagysdginak vagy
absolutus értékének is nevezziikk; s ebben az értelemben heszéliink
kisebb és nagyobb veectorokrol.

Bgy vector értéke alatt, igy pusatdn, minden jelz6 nélkiil mondva,
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a vector nagysfigfinak &s irdnydnak egyiittesét értjitk. Ehhez képest
egyenld vectorok egyenld értékiiek, nem egyenls veetorok kiillombézd
értekdek.

Az absolutus vector érték fogalmdt, mint specialist, tartalmazza
egy igen hasznos relativus érték-fogalom, a mely a vectornak egy ten-
gelyhez, vagy dltaldnosabban egy irdnyhoz bizonyos mddon megszabott
viszony#it jellemzi. — Legyen adva egy tengely I. AB vector elejének
a merGleges vetiilete ezen az I tengelyen legyen A', végének a merd-
leges vettilete B'. Az A'B" vector irinya vagy egyez6, vagy ellenkezs
az I tengely irfinyéival. A szerint, a mint egyez6, vagy ellenkezd, az
A'B' vector nagysigit positivus, vagy negativus elGjellel az AB vector
I tengelyen szdmitott, vagy I tengelyre tartozd értékének nevezziik.

Jelolje t. Ha az ADB vector nagysfiga », és ha e vector irdnya,

meg a tengely irfnya ® szbget képez, Ggy
t=1rcos®,

akdr egyezik, akdr ellenkezik az A'B’ vetiileti vector irfnya az I ten-
gely irfnydval. Abban a kitlonds esetben, hogy az [ tengely irdnya
maginak az ADB vectornak az irdnydval egyezik, ®=0, tehft t¢=
vagyis ebben a kiilonds esetben a vectornak az 1 beufrel\ en ‘-xﬁmltﬂtt
értéke Osszeesik az 6 absolutus értékével.

Ha a vector irfiny-cossinusai @, §, 1; akkor a coordinata-tenge-
lyekre tartozd értékei rendre ro, 8, ry, azaz a componensei. Fuzért,
birmely tengelyre tartozd ¢rt¢két e tengelyre tartozé componensének
is nevezziik.

Legyenek az I tengely irdny-cosinusai I, m, n. Akkor

cosd) = ol + fmtyn,

tehdt a vector I tengelyen szimitott értéke, J tengelyre tartozd com-
ponense

=r.(al+Bmiyn).

Nem kiilonben, ha & %, € a vectornak a coordinata-tengelyekre tar-
tozd componensei :

v=ElHym+Cn.

Vildgos, hogy a vectorok egyez8 irdnyG tengelyeken szdmitott
értékei egyenldk.

A természet-tanban az Osszes alapvet6 fogalmak mennyiségi tar-
talmit vagy egy sealaris, vagy egy szdmérték és egy irdny tolti ki
Magitol szembeétlik, hogy az utobbi esetben a fogalom mennyiségi
foglalata vectorral dbrdzolhaté. Csakhogy a veetor-képben a hosszusig
szimertéke helyett esetenkint més és més hatdrozmény szémértéke
gondolandd, mint pld. egy pont ,sebességének®, ,gvorsuldsinak®, a
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wszogsebességnek ™, | szigeyorsulisnak®, az ,ertnek®, a , forgatd hatds-
nak®, az ,elektromos-* ¢ a ,mdgneses momentumnak*, a iémeg-
dramldsnalk®, az clektromos-Aramlisnak® sth. fogalméban, Mégis a
pvector® nevet Altalinosabban mindazokra a fogalmakra alkalmazzul,
amelyek mennyiségi alkoté részét egy szdmdérték és egy irvdny képesi.
}'l)ben az 4ltaldnosabb értelemben mmdul a a ,vector® szit: amelyek
vaenlo mennyiségi tartalom mellett is kitlonbiznek, azokat killsmbozs
lll]ll(‘ll‘:ll)]lhll\11.11\ vagy jellegitcknek mondjuk és mennyiségi hatdrozoikat
rendszerint foltinGen killombizs b(\tu-]mf\'vkl\cl |elnl]uk, 11111\'0110}\ pld.,
mint componensek jelvényei, & . &5 f, ¢, b ou, v, w; X, ¥, /
G, H; UV, W; sth. Kiilombézi jellegii \ct,bomk lmmummmk
megkitllombiztetésére ‘11536 indexek haszndlatihoz nem szoktunk foly :mmtlni s
alsd indexekkel kizinségesen csak egy jellegii vectorok hatdrozdit kiilom-
boztetjitk meg. A mennyiben killombizs jellegli vectorok hatdrozdit is
indexeklkel akarjuk m:\wkiih’jmlu‘iytctni, rendszerint felsd indexeket haszné-
lunk, pld. ha (c, 7, Q) egy pout u. n. elmozdulisa, u. ik s(’]}t‘-«-«:*t"(‘ll(‘]\

a jelolésére (£, 7, ) u. n. gy m'-:ul:imnd]\ a ]olnhwm & 7, ) alakot
vezetiink be sth.

X. Vector-hatarozok atszamitasa.

gy coordinata rendszerben egy vector meghatirozisira  szolgdld

componensek legyenek £, 7, T. Bgy mis coordinata vendszerben ugyan-
e q i - = . i - =

azf. o vectort £, o/, T hatdrozzik meg, mint compononsek. Nem egye-
bek ezek, mint a veetornak a coordinata-tengelyeken szdmitott értékei.
Amazok az elsd, emezek a misodik rendszer tengelyein szdmitott
vector-érickek. Ha tehdt az els6 rendszerben a mdsodik rendszer ten-
gelyeinek az iriny-cosinusai rendre o,,B,,y; €5 o070 8 04,035.7s, Ogy

q =a&+ {5,7; s
-I(.] :Rgt‘h.‘n"f} ')’;M,
b= =0, S Y+ .I’a‘a-

A misodik rendszerben az elsé rendszer tengelyeinek az irdnycosinusai
rendre o, oy, oy 08 By, By, By 08 vy, Yo, Yes tehit cgyszersmind

E=o & o+ T,
7= BE P BT
S=NE T S

Tényileg, ha a hdrom els6 egyenletet sorban o, ay, oy cosinusokkal
szorozva Osszeadjuk, azutdn ugyanazokat az egyenleteket sorban [y, 34, Py
cosinusokkal szorozva adjuk dssze, azutéin ugyanazokat az egyenleteket
sorban ¥y, Ye, Ty cosinusokkal szorozva adjuk dssze, a mésodik egyenlet-
csoportot kapjuk, mert amiatt, hogy ezek a szorzik egy-egy irdnynak
az irfnycosinusai a mésodik rendszerben :
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oy oy o2 =1,
B2 +Ba 2,2 =1,
T =1,

o

's amiatt, hogy hiérom egymdsra merdleges irdnynak az irinycosinusai,

Bt tBaretBars =0,
V1% Y2ty % =0,
oy Y1 H0tg By oty By = 0.

Nem kiilomben, ha a mésodik hirom egyeunletet sorban oy, 8;, v, cosinusok-
kal szorozva adjuk Ossze, azutén ugyanazokatb az o, By, 75 cosinusokkal
szorozva adjuk dssze, azutdn ugyanazokat oy, 3, v, cosinusokkal szorozva
dsszeadjuk, az els6 egyenlet-csoportot kapjuk, mert amiatt, hogy ezck

o

a szorzik egy-egy irdnynak az irdnycosinusai az elsd rendszerben :

9513"'{312'*712'_— 1,
%23y 41, =1,
o 24Py 24yt =1,

és amiatt, hogy hirom egymisra merdleges irdnynak az irdnycosinusai,

o0+ Ba By +aYs =0,
oty %y+B By +r571 =0,
0ty 0+ Bat 1172 = 0.
Az elsé rendszerben szémitott (£, v, ) veetor ¢és a mdbsodikban

szdmitott (€, 7, ') vector nagysiga cgyenls, mert a kett§ ugyanaz a

veetor. Tényileg, ha a
§z+-ﬁa 4 ;'3

kifejezéshen a  misodik egyenlet-esoportbdl a jobb oldalakat irjuk,
vagy, ha a

Eriqee e
kifejeztshen az els6 egyenlet-csoportbdl a jobb oldalokat frjuk, Ggy az
irdnycosinusok relatidi alapjin  azonnal f{6lismerhetjitk, hogy a két ki-
fejents egyenld.

A veetornak a két rendszerbe tartozd irdnycosinusai  azonban
dltaliban mind kiillomboz6k és esak akkor egyenldk mind, mikor a két
rendszer megfelel tengelyei egyez§ irdnytak. Bz az irdnycosinusok
fogalma alapjin kézbétlendl heldthats. Még pedig, ha a veetor irfiny-
cosinusai az elsd rendszeren a, 3, v, a mdsodikban o', §', ¥, akkor

o =t By, sth.

a=o,a +ay 1oy’ sth.
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Készen kertilnek el¢ ezek az egyenletek a componens-egyenletekbdl a
a vector nagysigfval végzett osztds dltal, vagy az el6bbi czikkben
cos ® szdmdra jegyzett kifejezéshol az [, m, n irdnycosinusok megfeleld
helyettesitése Altal.

Forditva, ha egy vector componensei az elsé rendszerben &, 7, G,
a mdsodikban &, 7,, &, és, ha

So=u&+pn G sth,
akkor a két vector egyenls, mert

=r

0:;9 T‘O:'ﬁl,, ;{}:‘L:'

il

Ha egy wetm irfnycosinusai az els6 rendszerben 2, §,, v, a mésodikban
%y, By To 6, ha
o =00+, f+1aY, stb.,
akkor a két veetor irdnya egyezik, mert
R r [= ._\fl S r
Gyl Bo=0" o fi
Miutéin egy vector componenseit dt tudjuk szdmitani egy mdsik
coordinata-rendszerbe, konnyt szerrel megformulizhatjuk egy pont
coordinatdinak az dtszdmitdsdit is. Egy pont coordinatdi a pont origoi
vectordnak a componensei. Jelolje az els@ rendszer origdjit O, a mdso-
dik rendszerét O, a pontot P. A pont két origoi vectora OP & O'P
a kivetkez6 viszonyban vannak: az O'P vector az OPF veetornak és
az 00" vectornak a kiillémbsége :

OP=0P—00".

A P pont coordinatdi az els6 rendszerben legyenek w, y, 2. Akkor
x, ¥, # az OP vector componensei az els§ rendszerben, tehdt xa, +y3,+27,
sth. a mésodikban. Az ) pont coordindtdi az els6 rendszerben legye-
nek @, b, ¢. Akkor a, b, ¢ az O0" vector componensei az elsd rend-
szerben, tehdit ao, +03,+ey; & masodikban. A 2 pont coordinatdi a mdso-
dik rendszerben legyenek ',y 2. lzek az O'FP vector componensei a
misodik rendszerben. Igy

('L:r: y’; 5’]:[;3051-!-3)‘[31'*‘3'1’1 2ty .)—-[{1-051'{‘531+€.|’1 Al ')'

Minthogy ez egyenletben mindhirom vector componensei ugyanabba a
rendszerbe tm'tnzuak, t. i. a mdsodikba, ennélfogva

(w—a)or,+(y —b)B,+(z—e)ra,
=(z—a)oy +( y-—h [33+ 2—C)Ys,
= (r—a)og+{y— D)y He—0)7s.

Legyen még félemlitve, hogy, ismervén azt az Osszefiiggést, amely
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két derékszégd  vector irdnycosinusai és birmelyik tengelyitk iréiny-
cosinusai  kozt létezik, ismerjitk azt az Osszefliggést is, amely hérom,
egymdsra merSleges fengely irdnycosinusai kozt létezik ; gy, hogy
egyenesen toluhm]nl\ azokat a relalitkat, amelyek egy coordinata-rend-
szer hdrom tengelyének egy misik rendszerhe  tartozt irdnycosinusai
kozt fendllanak. Ha OB vector egyezd irdnyd az O rendszer mésodik
tengelyével, & O'C vector egyez6 irdnyG az (O rendszer harmadik
tengelyével, akkor az (O rendszer elsé tengelye az O'C' ¢és O' vector
tengelye, foltévén t. i., hogy ez is jobbra forduld rendszer, tehit

n =Py el Bi=Ya% %Y V1= %Y~ Ya%%-
Hasonlé modon taldlhatjuk, hogy

oy = P3t1—"Ys b1, 532273“1—“3]’1’ Ta =% i:jl—?sﬂ‘ls
- wr | [ p— s [ i
%= Te—"T1Pe Bs=T1%—%Ys Ys=%B—P1%.

Xl. Vectorok valtozasa.

Mindig a ma dltaldnosan szokott ¢értelemben fogom azt mondani
egy sealarisrdl, hogy mis sealarisokkal folytonosan viltozik, avagy hogy
{t}l\’tmuh {u;.gwnvuk t. i. a Cavenytol, illetSlee Borzaxotdl definidlt
értelemben. Ha  tehdt f sealarisrdl azt mondom, hogy u, v, . . scala-
risokkal ezek wy, vy, . . értékénél folytonosan viltozik, dllitdsomat Gey
értem, hogy elGszér mihelyt w—uw , v—v,, . . szdmértéke bizonyos posi-
tivus smimm%l kisebb, mdir f (. .", . .) teljesen meghatirozott értékkel
bir; miésodszor pedig bérmi kis positivus szdmot jelentsen A, létezik
akkora positivas szdm, v, hogy mihelyt w—au,, v—uv,, . . szdmértckre
kisebbek, mint v, mér a .

foty 0, + ) —[lte, v, - )

kiilombség szdmértéke kisebb, mint A

De nem ritkén el6forddl, hogy egy fiiggvénynek bizonyos fol-
tételekhez kotott folytonossigit kell csak szem el6tt tartanunk. Ennek
a definitidja abban kiildmbozik az elGbbitsl, hogy bizonyoz egyenlGtlenségi
ragy egyenldségi relatidk kielégitését koveteli az u, v, . . viltozoktdl.

A physikdban kiilons jelent@séggel bir az id6t6l és helytdl vald
fiigegés. Az idGtartamot attél az idGponttd] kezdve szoktuk szdmitani,
amelytdl kezdve valamely természeti folyamatot vizsgdlat térgydvi
tesziink. Ha ettdl az idGponttdl egy tetszés szerinti késGbbi iddpontig ¢
mekkorasiigi id0 mult el, gy az id6t6] vald fiigedst a ¢ mennyiségtdl
vald fiiggés képezi. Tgy vagy tobb pont coordinatditol vald fiigeés
teszi a helytsl valé fiiggést.

A zérus-vector fogalma lehetdvé teszi, hogy bérmely physikai
tdrgyalisban minden idGpont szdmdra ugyvanannyi vectort vegyiink

Erlesitd (term.-tud. szak) 1899, 7
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tekintetbe, még pedig olyképen, hogy jelleg szerint is minden idGpont-
ban ugyanannyi vectorunk legyen,

E mellett czdlszerd Ggy osstdlyozni a vectorokat, hogy egyjellegti
vectorok, amelyek mindegyike mds idGpontba tartozik, s amelyek kézil
minden iddpontra jut egy, egy osztdlyt alkossanak. Ebben az osztdlyo-
zéshan mindig oly mddon jérhatunk el, hogy az egy osatdlyt alkotd
vectorok componensei hérom scalarisnak a folytonos véltoztatdsival,
még pedig iddrend szerint legyenek elGallithatok. Mindig mér eldzete-
sen foltehetjitk ennek az el@illitdsnak a lehetGségét, mert {Gltevésiink
soha semmiféle tapasztaldssal Ossze nem ftkozik, s6t igen hasznos elmé-
leti hypothesist foglal magdban.

Legfoljebb latszdlag ellenkezik a tapasztalissal. Kz a ldtszdlagos
ellenkezés mindig annak tulajdonithatd, hogy egyes igen rivid id6-
tartamokban ardnylag igen nagy mértékben kell megvaltoztatni a
sealarisokat, legaldbb egyet, hogy a jellemzett elGdllitis megvaldsalhasson,

Foltevosiink jogos &s czélszerd léveén, red tdmaszkodva, egyszer-
smind individualis veetorok képzetét alkotjuk : az egy osstilyba sorozott
vectorok sokasfgit egyetlen vector fogalmdba foglaljuk, az idével folyto-
nosan véltozd veetor fogalméba, amelynek a componenseit t.i. hérom,
az id6vel folytonosan valtozd scalaris képezi.

Ha egy ilyen vector componensei / idépontban — vagyis a {
idGtartam végén — & 7, {, tdgy a nagysiga cbben az iddpontban
\'IELI—TI'Q t C‘lg

tehdt ez is folytonosan véltozik az id6vel. Ha az irény-cosinusai, o, 3,7
é2 a nagysfiga » a [ idGpontban, agy

ra=E, rB=m, =

A mig tehfit a nagysfiga nagyobb, mint bdrmi kis hatfrozott positivus
mennyiség, az irinycosinusai is folytonosan viltoznak az idével, miéskép
mondva, az irdnya is folytonosan véltozik az idGvel. De amely idd-
pontban a vector nagysiga eltinik, és igy &, 7, { zérussd vélnak, abban
az idGpontban az irdnycosinusok folytonossfig-szakaddst szenvedhetnek,
a vector irfinya mésha csaphat 4t, mint amibe a vectornak az eltiinése
elétt convergilt.

Miutén, az id6beli folytonossdg alapjdn osztdlyozvdn a vectorokat,
a vector-egyén fogalmit megalkottuk, most ezeket a vector-egyéneket osztd-
lyozzuk. Osztdlyozdsuk egy szitkséges modjat jelleg szerint vald kiilom-
bézésiik *fo\gﬁ,ltat]'!. De midén egyjellegii vectoregyének végtelen nagy
szdmmal forddalnak eld, akkor szitkséges ezek analyticus osztélyozdisa is.

Lz az osztdlyozds mindig hely szerint valéra vezethetG vissza &s
szintén folytonossdgi hypothesisre tdmaszkodik, t. 1. a helylyel jird
folytonossig hypothesisére. Mindig foltehetjitk, hogy egvjellegii vector-
egyének egy osztdlydhoz jutunk, ha hérom scalarist az idének és egy,
vagy tibb hely coordinatdinak bizonyos folytonos fiigevényévé tesziink
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azzal a rendeléssel, hogy ezek a helyek egyes vonalak, foliiletek, tér-részek
egy-egy tetszés szerinti pontja lehessenck, midén aztén a scalarisoknak
a vonalok, folilletek, térrészek kiilombozi pontjaihoz tartozd értékei
szolghltatjik egy osztdly szdméra a veetor-egyének componenseit, s ily-
képen az osztilyozds teljesen kimerithetd.

Ez a foltevés ép oly fontos elméleti hypothesist képez, mint az
clébbeni. A tapasztalds el6tt mutatkozo kivételek ebben is latszolagosak-
nak tekinthet6k. De ennek a kivetésében mér esak kiilsé forma szerint
egyénitiink, amennyiben a hely szerint egy osztilyba sorozott veetor-
egyinekrdl esefleg tigy beszéliink, mint egyetlen vectorrdl, amely az
idGvel és a helylyel vagy helyekkel folytonosan véltozik, ezek folytonos
fiigevénye, amivel azonban nem akarjuk azt mondani, hogy egy iddben
1étezd veetorokat egynek tekintiink, s esupiin analyticus szemponthdl
beszélink igy, hogy a vectorok egyideji sokasdgdnak hely szerint gondolt
folytonossigdt L‘g_\'meruhh kiils¢ forméban tdrgyalhassuk. Pld. ehben az
értelemben itt hasonlé mddon kévetkezik, mint az elébb az iddvel vald
rdltozdskor, hogy a helylyel vagy helyekkel folytonosan viltozd vector
nagysiiga is folytonosan viltozik, s a mig a nagysfiga zéruson folil
van, irdnya is folytonosan viltozik a helylyel vagy helyekkel.

Physi] ai fl]U'lIIl]"lL amelyek mennyiségileg k(“ﬂ.l‘lrl-\l)l\ szintén kive-
tik az idG és hely szerint vald folytonossdg elvét.

Physikai fogalmak mennyiségi tartalmédt képezt egyjellegii vectorok-
nak, valamint scalarisoknak ez a kétféle analyticus osztélyozdsa egyiitt
véve, vagyis a folytonossig elvén idd és egy vagy tébb hely szerint
vald osztdlyozdsuk mindig teljes analyticus dsszefoglaldst és szét tvilasztdst
képezhet, t. i. mwdnﬂ.x]aist az egyes folytonossfigi osztdlyokba és szét-
vildst az egyes h:l\’tl):llr-'a.igl oc/t.tlvok szerint.

Azonban alakra nézye tvn_\'lleg nem mindig kizbitlen az, Nem ritkdn
el6fordal, hogy physikai fogalmak mennyiségi tartalmit képezd vectorok,
vagy scalarisok, illetdleg az el6bbiek componensei, kizhitlendl gy tekin-
tenddk, mint més scalarisoknak, més vectorok componenseinek a fiigg-
vényei, vagy czeknek ¢és az iddnek s egy vagy tiobb helynek
fiiggvényei, s anynyiban tekinthei6k mégis ecsupdn az id6 és egy,
vagy tobb hely fiiggvényének, amennyiben ezek az utdbbi sealdrisok
és veetorok az idG Gs egy vagy tibb bely fiiggvényei. Xgyv veetor
componenseit@l vagy birmely hatiroz6itdl vald fliggést roviden a vector-
tol vald figgésnek mondjuk. Ebben az értelemben sealarisok, vectorok,
amelyektdl misok fiiggenek, szintén figehetnek sealarisoktdl, vectorok-
tol, amelyek az id§ és egy vagy tobbh hely fiiggvényei sit. A fliggések
lefelé kavetése mindig az idére & egy vagy tibb helyre szoritkozd
fiiggésig juttat.

Legyen folemlitve itt, hogy ezt a szot: értéktartomdny, ngyan-
abban az értelemben haszndljuk a vectorokra vonatkozélag, mint a
sealarisokra vonatkozdlag.

Vigre: egy vectornak egy értékbil egy misikba viltozdsdin nem-
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csak a véltozds tényét értjitk, hanem igy nevezzik a vector (j értékeé-
nek & eldbbi vl't.ek(,nek a killombségét is. Hogy mikor érgjitk a viltozds
tényét, mikor ezt a kiilomséget, dllltéiS‘illlk forméjabol mindig kitiinik.
Mennyiségi értelemben egy vectornak AB érickbsl AC értékbe vilto-
yaina B(; vector ; (%, v, g} értekbsl (&, o, T) értékbe viltozdsa (£—E,
n'—1, &- C) veetor: ha AB vector mngvzilm.msa BP, akkor 1j értéke
AP, ha (§ %, C) vector megviltozdisa (5, 7,, &), akkor @j értéke
(E+E,, Mtny, C+5). Megfeleld mennyiségi  értelmet  tulajdonitunk egy
scalaris megvaltozisinak.

XIl. Végtelen kis valtozok.

A physikdban nagyon megkonnyiti a tdrgyaldsokat a végtelen
kicsinyek fogalma. Vo halwpeu két kitlombozs fogalom ez: a végtelen kis
véiltozok 6s a végtelen kis részek fogalma. Extittal az els6nek oly
dltaldnos meghatdrozdsit fogjuk ldtni, amely a physikdban szoros szitkség-
letet szolgdl. A mésikrdl a geometriai integralisok tandban leszen szé.

Legyenek ebben az identitdsban :

F=d:o
I, ), w scalavizok vagy veetorok az wu, v, . . sealaris véltozdk fiiggvényei
¢s folytonosak az w, v, .. viltozok zérus értéke mellett

Tegyiik fol, ]leg_v mihelyt w, v, .. szdmértéke kisebb, mint ,
mér ¢ érték-tartoménya igen kicsi ¢ érték-tartoméinydhoz képest. Akkor
I érték-tartomfinydnak a nagysfga ardnylag igen kicsit killombazik
4} -ének a nagysfgitol. Azonban a két érték-tartomdny maga dltaldban nem
igen kiesit kitlambizik egymistdl, teljesen egymdson kiviil is fekhetnek,
¢s ha van kozds vésziik, ez dltaldban épen nem megflelelfen kizds. De
ha ¢ nagysdginak felsd szdmhatdra igen kicsiny, akkor a két érték-
tartomény nem esak nagysfgra, hanem tartalomra nézve is igen kiesit
kiilombozik.

Tegyitk fol mér most, hogy bérmi kis szémérték legyen v, léte-
zik akkora szimérték, p, hogy mihelyt wu, », .. filsG Qzélnlntm a kisebb
mint p, mir ¢ nagysiginak f6ls6 szdmhatfra kisebb, mint v &2 a @
értéktartomény kisebb, mint a # értéktartoménynak a ‘z-.-_*zfiri';se.

Gyakran beoszthaté egy I figgvény oly mddon egy, vagy tibb-
féle képen két, ¢ és g, részre, hogy ez a foltétel teljestl, és ha mennyi-

ségi vonatkozdisokban — egyenletekben, egyenl@tlenségekben — az I
tuggvul\ helyett az egyik vagy mésik ¢ fiiggvényt haszndljuk, dgy
e foltételbsl fnl\ olag u, v, . . fels6 szfmhatdra megszabhatd oly kiesinyre,

hogy azok a volmt.l\uzmuk. ralamint a beldlitk vonandd kovetkeztetések

egbszen tetszésre meghatdrozott kicsinél kisebb mértékben térnek el
I figgvényhez tartozokiol.

Ilyenkor rendszerint czélszerd is valami okbdl ez a helyettesités,

'

Pld. analysisbeli nehézségek elker(lésére szolgdl, termékeny falfogdsok-



————

VECTOR-TAN 111

hoz segit el. Vagy az F' fiigevényt nem is ismerjiik é nem tudjuk
meghatdrozni, ellenben megfelels -féle hatdralakjit valami maodon
fol tudjuk ismerni. Fz esetekben tényileg haszndlatba veszsziik.

De egyszersmind az u, v, . . . véltozoknak csakis arra a rendeltetésre
tulajdonftunk folsG  szdmhatdrt, hogy az dsszes elGforduld mennyiségi
vonatkozisokat bérmi tetszésre megszabhatd kiesimynél kisebl eltéréssel
elégitsék ki. Iibben a kikotéshen mér végtelen kicsinyeknek nevezziik
az u, v, ... valtozdkat.

Ha a végtelen kis viltozdk mdis viltozdk megviltozdsai, akkor
differentialéknak, az illetd véltozok differentialéinak nevezzitk azokat.
Definitigjukhol folyolag a differentialis szdmitds szabdlvai ald esnek.

Ha egy veetor componensei végtelen kis viltozdk, akkor a veetor
nagysiiga is végtelen kis viltozd, s a vectort vi 'gtelt‘n kis vectornak mondjuk.

Az a vector, a melynek a componensei egy mds vector compo-
nenseinek a differentialéi, ennek a vectornak a megviltozdsa, tehit e
vector végtelen kis 1nl."r\'-iltsmde~ inak, vagy differentialéjinak nevezzik.

A végtelen kis® jelzd helyett egyszertiség kedveért kizinségesen
az nelemi* jelzit haszndljuk a lefrt értelemben.

Mellesleg tegyiik aszt az észrevételt, hogy midon az F ¢, J fiige-
vények vectorok és nagysig tekintetéhen h.um'fnltvte]unknek eleget tesz-
nek, esupdn e végbdl nem n?ukaUOchcu vald, hogy mindhdrom eomponen-
sitk eleget tegven hatdrfiltételiinknek, és pedigegy vagy két componensiik
az Orté L(.n‘lnnmm ok tm']cdelml viszonyit lﬂctulur ‘ellent is mondhat annak.

Legvenek ugyanis az I, 4, ¢ vectorok componensei rendre

1, By, Iy,

"‘l’ls ‘-I»’z- "1"3:

¥ Y20 Py
Minthogy

I=d+g

ennél fogva

‘J E“Pl“"?:r
If‘.:% Pas
Fy =15+

Ha meg is engedjitk, hogy ez identitasokban egy vagy két g-compo-
nens czak a félsd szdmhatirra nézve teljesiti hatir-fSltételinket, azért
a vectorok nagysde tekintetéhen mégis egészen teljesithetik, A vectorok

identitasdban, t. i.

°1

Il

(Fy, Iy, Fy)=(dy, o, $a) 1 (P2, Py P3)

a jobb oldal mdsodik tagjn nemesak nagysfginak 6led szdmhatdrdval
felel meg hatér h:ltviolunkm'l\, de azzal a szimardnynyal is megfelelhet
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neki, amelyben absolutus ériéktartomdnydnak a terjedelme van az els6
tagénak a terlcdelmehea Mert még akkor is, midén két g-componens
ellenkezik hatdr-foltételinkkel értéktartomény tekintetében, a ¢@-vector
nagysdginak, t. i, a

e
Vet pa®t
fiiggvénynek és a  vector nagysfiginak, t. i. a
TR T
Va2 2
fiiggvénynek az értéktartomdnya kielégitheti azt terjedelmének a hinya-
dosdval a harmadik componens révén.
Legyen még folemlitve, hogy az 7 és ¢ tiiggvény rendszerint
a kovetkez6 alaki viszonyban van egymishoz :

F=r (11 u, v, v, ..,

b=F(u, 0, v, 0,...).

XIl. Vectorok elemi megvaltozasa.

1. Ha egy vector componensei &, g, §, és ezek elemi megviltozdsa
dg, dy, d, Ggy a vector elemi megvéltozdsa

d(E, n, §) =(dg, dx, dag).

Jelolje @, B, v a vector irdnycosinusait, » a vector nagysigét.
Akkor

E=ra, 7=1rp, L=ry.

Ha tehdt a vector elemi megvéltozdsiban a vector nagysfginak
az elemi megvéltozdsa d» és irdnycosinusainak az elemi megviltozdsa
de, df, dy, Ggy

g = aedr+trde,
dC=pdr+rdp,
AC="ydr trdy.

Eszerint a vector elemi megviltozdsa ennek a két elemi vector-
nak az oOsszege:
(adr, pdr, ydr),
(rdec, 2df, rdy),

amelyek elseje a vector nagysfginak, mésika a vector irdnydnak a
megviltozdsibol ered: az elsg fiiggetlen a vector 11.i.|wui1t0mk&tul

misik fiiggetlen a vector nagysdgviltozfsatol és ha czak a vector lmgykéga.
viltozik meg, akkor csak az els6 létezik, ha csak a veetor irdnya vélto-
zik meg, akkor csak a mdsodik létezik., Az elsGt a vector elemi nove-

ty-

A

5
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kedésének, a mdsodikat a vector elemi elforduldsinak nevezziik : egy
vector elemi megvéltozdsa elemi ndvekedésének és elemi elforduldsinak
az osazege. Czélszerd mindkett6t kifejezni a vector hatérozbi és-a vector
elemi megviltozdséinak componensei #ltal.

Az elemi noévekedés nagysiga dr vagy —dr, aszerint, amint
dr positivus vagy negativus, tehdt aszerint, amint a veector nagyobbo-
dott vagy kisebbedett. Ennek a meghatirozisa végett szorozzuk meg
hdrom kifejezésiinket rendre e, B, y irfnycosinusokkal, azutén adjuk
ossze Gket. Minthogy

13+139+Y2 — ]_’
s igy
ade+BdB+ydy=0,
ennélfogva a kovetkez§ eredményhez jutunk :
dr = oed&+Pdn+ydC,

tehdt dr a vector elemi megvéltozdsinak a vector irfinydn szdmitott
értéke. Ennek az absolutus értéke az elemi ndvekedés nagységa. Asze-
rint pedig, amint positivus vagy negativus, az elemi ndvekedés irdnya
egyez8 vagy ellenkez6 a vector irdnyféival, irdnycosinusai a, 3, v vagy
—oa, — B, —7v. Componensei ezek :

odr = (edE+Bdy +pdl)a
fdr = (wdE+Bdn+ydC)p
vdr = (edE+3dy+ydl)y.

Mér most egyenesen folirhatjuk az elemi elfordulds componensei-
nek a kivint kifejezéseit is:

rde = dE—(ad&+3by+ydQ)e,
rdf = dn—(xd+ Bdy+ydQ)B,
rdy = dG—(adg+pdy +CdC)y.

Més hasznos alakokban kapjuk ezeket, ha a hdrom jobb-oldali els§ tagot
megszorozzuk az egység a?32+y? alakjdval. Eljiink a kovetkez§ rovi-
ditésekkel :

pdC—ydy=rdu,
rdE—adl=rdv,
ady—pBdC=rdw.

Akkor a jelzett alakok a kovetkezdk :

rde.=Cdv—rndw,
rdf =Edw—Cdu,
rdy =ndu—E&dv.
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2. A vector elemi elfordildsdnak szdgérsl éstengelyérdl is beszé-
link. Szégén az j és a régi vector szogét. tengelyén az 0j és a régi
vector tengelyét értjitk. Jelolje a szoget df. ¥nnek a sinusdt kifejezi (VII)

sin2d0 = [(B+dB)yy—(y+dy)B]*+.+.,
honnan - i
(A0)2= (ydf—pdy)2+.+.
Beirva ide de helyett (dE—eadr):r stb., taldljuk azt is, hogy
(d0)2 = (du)?+(dw)2+(dw)2.
Az elemi elfordulds tengelyének az irdnycosinusai (VII)

(B+aByy—(r+ay)f sth
sindf ’

-

VALY A

yd3—pdy
10 s sth.

Ugyanigy jirvén el, mint épen az imént, leljitk, hogy e tengely irdny-
cosinusai
du dv dw

a0 a0 a0

A du, do, dw elemi vdltozoknak egyszert 6ndlld jelentményiik
van. A (€, 7, §) vector geometriai képének az elejét tegyitk az origoba.
Azutén végének az x tengelyd vectordt (IT) forditsuk el az x tengely
kordl du szog alatt (I), y-tengelyii vectorit az y tengely koril dv szig i
alatt, z-tengelyti vectordt a z tengely kordl dw szog alatt. A hérom |
elemi elfordulds osszege a (€, 7, §) vector elemi elforduldsa.

Legyen ugyanis az z tengelyd vector (£, v, T). Akkor elemi !
elforduldsdnak componensei, megfeleld jelolések szerint ezek :

r'de’ =C'dv'—v'dw’

r'df’ =g dw'—C'du’,

rdy =vdu'—gdv'.
Ennek az elemi elforduldsnak a szige a foltevés szerint | du| nagysdgi
és positivus elfordulds tengelyének az irdnycosinusai, aszerint, amint

du positivus vagy negativus, 1,0,0, vagy —1,0,0. Igy %
db' =|du |
e
a6’ " jdu/ AT A > ,

és kovetkezdleg
du'=du, dv'=0, dw' =o.



VECTOR-TAN 115

Miésfelsl a (2,7 ) vectorkép elejének a coordinatdi &, o, 03
végének a coordinatii E, 7, {; tehdt a componensei

g=o0, 7n=n, U=C

Ezek szerint az a-tengelyii vector elemi elforduldsa, ha du szdg
alatt torténik, ezekkel a componensekkel bir:

rde' =0, 7df'=—Cdu, »dy=7du.

Hasonlélag taldljuk, hogy az y tengelyd vector elemi elforduldsa
ha dv szég alatt torténik,

rdo” =Cdv, ¥"df"=0, »'dy"=—>Edv

componensekkel bir, és a z-tengelyd vector elemi elfordildsa, ha dw
szog alatt torténik,

rde” =—ydw, A" =Edw, r"dy=o0
componensekkel bir. A hdrom elemi clfordulds Osszegének a eompo-
nensei tehdt:

rda " de " d2" = Cdo—ydw=rda, stb.

XIV. Vectorok derivaltjai.

Legyen egy vector egy scalaris folytonos figgvénye ennek £, és 7,
értéke kozott. I8 két érték kozott foglaltassék a scalarisnak a ¢ és t+h
értéke és a vector megfeleld értékei legyenek (%, 7, §) & (€, 71, ).

Vegyitk tekintetbe a kovetkez hdnyadost (VI):

€ 1, O—E 0§ _E—E 7 —1, £—0)

h I

Akdr positivus, akér negativus a k, és birmely szabdly szerint
véltoztassuk zérus felé, legyen, hogy a hényados szabott hatdrértékbe
convergdl, amely mindig egy és ugyanaz a veetor. Akkor azt mondjuk
a vectortdl, mint ¢ figgvényérdl, hogy a ¢ értéknél derivédlhatd, és ezt
a hatirértéket derivéltjdnak nevezziik,

A hényados igy is irhat6:

=r - v st -

(G—C’ n="n sbu..)
h h h

Ennélfogva, ha a vector componensei derivilhatok, a vector is derivdlhatd,

s megforditva, és a vector deriviltja az a vector, amelynek componensei
rendre az § hérom componensének a derivéltja.
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Symbolicus jelolésekben

d(t, R Q) (dg, dy, d§) (d; dy  df

at - at o \at ot a

a vectornak, mint ¢ figevényének a derivéltja a ¢ értéknél. Amennyi-
ben tigy jelentkezik, mint a vector elemi megviltozdsinak, differentialéj4-
‘nak, a scalariséval képezett hdinyadosa, a vector differentialis hénya-
dosénak is nevezzitk. Ugyanazért differentiflhaténak is mondjuk a vee-
tort egyértelemban derivilhatésdgival,

Scaldris fiiggvények magasabb rendi deriviltjainak az analogidjira
definidljuk vectorok magasabb rendd derivdltjait is, valamint ezek jelolési
modjit: ha a ¢ értéknél derivilbaté vector derivéltja is derivilhaté a
¢t értéknél, Ggy ennek a derivéltjit nevezzitk az eredeti vector mésod-
rendd, vagy mésodik derivdltjinak sit. és frjuk:

BE 7, §_ d(dE dy dQ)

ez &\dt at e

g dq . dS (dzE dzy d2
_(d Lc— ) di= FTT AT d_t?') sit

Midén tibb scalarisnak a fiiggvénye egy vector, megfelel6 médon
definidljuk és jeloljikk partialis derivédltjait a scaldris fiiggvények partialis
derivéltjainak hasonlatdra. Tekintettel arra, hogy mindig a componen
sek deriviltjaival van meghatdrozva, mint componensekkel a derivdlt
veector, konnyd beldtni, hogy, ha toébbféle sorrendben derivdlhatd egy
vector bizonyos scalarisok szerint s egyik sorrendben ugyanannyiszor,
mint a mésikban, mindegyik sorrend ugyanazt a derivélt vectort szolgdl-
tatja. Legyenek a scalarisok egy sorrendben p,, p,, . . Pa, Ggy, hogy
a kiilomboz§ szdmjeld p viltozok kozt azonosok is lehessenek. Ugyan-
azok a viltozok més sorrendben ¢y, qa, . ., ¢ legyenek, és tegyik fel,
_hogy létezik a

PERY . EDY
O . ai’za.pl " Og - . 805q

derivilt. Akkor létezik a componensek két megfel deriviltja is, és a
kett6 egyenlS, tehdt ez a kett§ is egyenld.

Mivel a derivilt componensek a derivilt vector componensei,
ennélfogva mindazok az algebrai tételek, amelyek megilletik a scala-
risok deriviltjait, megilletik a vectorok derivdltjait is, természetesen a
vectorokra nézve definidlt algebrai miveletek korében, Pld, vectorok
osszegének a deriviltja s a derivilt vectorok Osszege egyenld, scalaris
és vector szorzatdnak a derivdltja annyi, mint az az Osszeg, amelynek
tagjai: a vector derivéltjdval szorzott scalaris és a scalaris derivdltjival
szorzott vector sit. Ugyanaz 4ll a differentialékrol.
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Tovibbé egy vector, mint figgvénynek a fiiggvénye nemkiilom-
ben a secalarisok derivildsinak alaki szabdlyait kiveti. Nevezetesen, ha
a p scalaris ¢ scalaris fiiggvénye és mint ilyen derivdlhaté a ¢ érték-
nél, a (§ 7, ) vector pedig p fiiggvénye és mint ilyen, derivdlhatd
anndl a p értéknél, amely a ¢ értéknek felel meg, akkor

4679 _4E 10 dp.

¢ adp at
mert
d(;, 7, L_,) dg dy dS (dr; dp dy dp dC cl_p)
At (Ef at’ dat dp dt’ dpat’ dp dt
(d; dq d§) dp
dp dp dp/  dt
Sth. stb.

XV. A hely fiiggvényei.

Azt a scalarist és vectort, amely egy pont coordinatiinak a
fuggvénye, elneveztilk a hely fiiggvényének (XI) s azt a scalarist és
vectort, amely egy vector componenseinek a fiiggvénye, elneveztik a
vector fiiggvényének (XI).

Vectort ponttal és pontot vectorral lehet meghatdrozni. Vectort
czélszeriien hatdrozunk meg ponttal oly mddon, hogy a vectorkép
kezdetét az origbba, vagy més megszabott ponthelybe teszsziik, és
bérmiként véltozzék a vector, képének kezdetét ott tartjuk. Ekkor
meghatirozza a vectort az a pont, amelyben képének a vége vagyon.
Pontot czélszerfien hatdrozunk meg oly veetonal amelynek a képe az
origoban, vagy mds megszabott ponthelvheu kezd6dik és a meghatiro-
zandé pontban végzdik, barmiként viltozzék is ennek a pontnak
a helye.

Ebbél folydlag a hely fiiggvényeinek és egy vector fiiggvényei-
nek a tana kozt analyticus tartalomra nézve nines kiillombség., Azonban
mégsem csupdn tdrgyaldsuk nyelvében kiillomboznek, hanem abban is,
hogy az alkalmazdsok végett szerzendd analysisbeli ismeretek kozott van-
nak olyanok, amelyek, legaldbb ma még, csupdin a hely figgvényeit
illet6leg szitkségesek. Izért, de azért is, mert a hely fiiggvényeirsl
beszéls  nyelvkészlet gazdagabb, kozbotlendl a hely fiiggvényeivel
foglalkozunk. A roluk sz6loknak egy vector fiiggvényére ill6 értelmezése
magftol adédik.

Tovébb4, ha egy vector a hely fiiggvénye, gy componensei is a
hely fiiggvényei ; kovetkezleg elégséges a hely scalaris fiiggvényeinek
analyticus térgyaldsira szoritkozni.

Bizonyos szélésformikkal élink, amelyek a fogalmazisok hasznos
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egyszerlsitésére szolgdlnak, Fzek jellemzésére elegenddk lesznek az itt
kovetkezd megéllapitdsok.

A fiiggvény « értéke, folyonossfiga, derivdlhatésiga egy pontban
gy értend, hogy a pont helyét meghatérozé coordinata-értékeknél.

A fiiggvény értékei, értéktartomdnya egy vonalon, folileten, egy
térrészben, annyi, mint a vonal, foltlet, térrész pontjaiba tartozd figgvény-
+értékek és ezek tartoménya.

A fiiggvény véltozdsa egy vonalon, egy féliileten, egy térrészben,
a coordinatdk oly véltozdsfra vonatkozik, amelynek folyamén a pont
a vonalon, a félilleten, a térrészben tartézkodik. Ehhez képest, ha ki
van kotve, hogy csakis egy foltleten, vagy csakis egy vonalon véltoz-
hassék a fiigevény, akkor Ggy jelentkezik, mint két, illetSleg egy viltozo-
nak a fiiggvénye, mert a coordinatdk mint két, llletfileg egy viltozd
figgvényei fejezhetk ki.

A fiiggwuy folytono sfiga, (lerivailhatus&ga cg‘ vonalon, f{'ili'lleten,

egy, 1lletfileg két fuggetleu V}iltozo szerint gundolt korlatlan folytono:.-
sfg és derivilhatosdg az, legaldbb bizonyos értékhatdrok kozott.

Mid6n egy hatérolt vonal, vagy egy hatdrolt folillet, vagy egy
térrész belsejét emlitjiik, akkor a hatdrokat nem szdmitjuk : vonal hatdr-
pontjéit, illet6leg hatdrpontjait, ha t6bb van, f6lilet hatdrvonaldt, illets-
leg hatérvonalait, térrész hatér-foliletét, illetSleg hatérfoliileteit Aallitd-
sainkbol kizdrjuk.

Midén art moudjuk egy fﬁggvt,n)ﬂﬂ hugv dltaldban t‘olvtoum
azt Ggy trt-}uk hogy egyes poutok fllptb’leg egye‘i pontok, Vonalok
illetGleg egyes pontok, vonalok, féliiletek kivételével folytonos, és min-
dig ugyanabban az értelemben mondjuk egy fiiggvényrél, hogy dltaldban
derivilhaté. Emellett megjegyvzends, hogy egyes pontokon, vonalokon,
folilleteken mindig olyanokat gondolunk, amelyek bérmely véges térben
véges szdmuak., .

XVI. A helytdl fliggés kiillondsségei.

Haszndt veszi a phvsika a hely oly fﬁggvénvcinek is, amelyek
letek egyetlen pontjsban sem, egyes hatérolt vonalak hatdrolt fiili'lletek
belsejének egy pontjiban sem folytonosok, és hasznéit veszi oly tigg-
vényeknek is, amelyek bizonyos vonalok koril az aldibb meghatfirozandd
értelemben tobb értékdek, mely vonalok szdma végtelen nagy is lehet,
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és Osszeségitk folytonos geometriai alakzatokat, foliileteket vagy téreket
alkot6 vonalsereg is lehet.

Az ily figgvények vagy esak segédeszkozok physikai fogalmak
analyticus meghatirozdsiban ; vagy egyenesen 6k maguk szolgdlnak
ugyan physikai fogalmak mennyiségi meghatfirozdsira, de nem mint
a hely figgvényei, hanem, mint coordinatdk kozbenjdrdsival az id§
fiiggvényei, és e minGségitkben alkalmazdsuk korldtai kozitt teljesen
kovetik a folytonossig elvét (XI); vagy a kovetkezd rendeltetéssel
birnak : Majdnem minden fiiggvény, amely physikai jelentménynyel
bir, bizonyos térrészeken kordsztiil, amelyek egy, vagy két, vagy hirom
dimensio szerint igen kicsinyek, igen rohamosan véltozik, jollehet ezek-
ben is folytonosan véltozik a helylyel és egyébiitt oly fiiggvénynyel
azonos, amely ezekben a térrészekben foglalt folileten, vonalon, pont-
ban nem folytonos, mdshol folytonos, Ezeknek a térrészeknek a bel-
sejére nézve az igazi fuggvenvek viltozfsarsl kozénségesen semmi
dsmerethez sem tudunk eljutni, vagy csak igen hidnyosokra tudunk
szert tenni. Ilyenkor az igazi fiiggvények helyett a folytonossdg-szakadd-
sos fiiggvényeket hasznéljuk ezekben a térrészekben is, minek meg-
felelSen e téirészek helyett foliileteket, vonalokat, pontokat tartunk
szmon, mint kiilonds geometriai alakzatokat és  helyeket, t. i.
pontokat. Természetesen, azok az analysisbeli eredmények, amelyel—:hez.
e fiiggvények alkalmazésa elvezet, physikai tekintetben csak az ily
folileteket, vonalokat, pontokat tartalmazo igen kis térrészeken kiviil
érvényesek. Mégis hasznos lehet a helyettesités, mert némely kovetkez
tetésekben a tdrgyalds egyszerdsitésére szolgélhat amiatt, hogy kiilonds
térrészek helyett kiilonés folileteket, vonalokat, pontokat kell esak
szem elGtt tartanunk.

Physikai alkalmazdsok szempontjzﬂiél a folytonossig-szakadds
némely fajai kivdlé érdekkel birnak. Ezek jellemzését adjik a kovet-
kez8 megkillomboztetések : 4

1. A fiiggvény a véltozd helybdl egy #dllandd helybe mutaté vec-
tor irdnycosinusainak és a véltozo hely coordinatiinak mindeniitt folyto-
nos figgvénye,

2. A viltoz6 pontb6l egy adott vonal legkdzelebbi pontjaba
mutatd vector irdnycosinusainak és a véltozd6 pont coordinatdinak
mindeniitt folytonos figgvénye. Altalaban csak a vonal ponjaiban sza-
kad meg a fiiggvény folytonossiga. Ha olyan ez a vonal, hogy bizo-
nyos ponthelyekhez egynél tobb legkdzelebbi pontja tartozik, tgy ezek
a ponthelyek is folytonossdg-szakadds helyei.

3. Egy vagy tobb foliilettel részekre osztott tér minden egyes osztési
részében folytonos a fiiggvény (XV), de aszerint, amint két vagy tébb tér-
rész kozos pontjdba az egyik, vagy masik térrész belsejébsl érkezik meg a
véltozé ponthely, dltaliban més a fiiggvény értéke a kizos pontban, tehdt
a hatdrfolileteken dltaldban kétféle értékei vannak a fiiggvénynek, az egyik
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vagy miégik félék aszerint, amint két hatdros térrész egyikéhez vagy miésikd-
hoz szdmittatik a kozds hatdrfolilet. A fliggvény ilyetén folytonossig-
szakaddsdnak hatdrozott mennyiségi jelentméu}t is tulajdonitunk és, ha
egy hatérfolillet egy pontjiban, mint 7''tér pontjdban a fiiggvény értéke
f*, mint T"tér pontjdban pedig f”, Ggy azt mondjuk, hogy abban a
pontban a T''térbol a T"térbe f"—f" a figgvény folytonossig-szaka-
dfsa, s ha csakis 77 és T'"tér kozds pontja ez a pont, azt is mondjuk,
hogy benne a folilet () oldaldrél () oldalfra ["—f" a fiiggvény foly-
tonossiig-szakaddsa.

4. Egy pontban, egy vonalnak, egy foliiletnek pontjaiban, egy hatérolt
vonalnak, félilletnek belsé pontjaiban végtelen nagy a figgvény. Ekkor
tovdbbi megkiillimboztetés végett vegyitk szdmba a véltozd ponthely-
nek attél a ponttél, illetsleg annak a vonalnak, félilletnek a legkize-
lebbi pontjatol valé tévolsigdt és szorozzuk meg a fiiggvényt a tévol-
sdg valamely hatvinydval. Ennek a hatvinynak a kitevGjét jelslje n.
A fiiggvények egy mneménél a ponthoz, illet6leg a vonal, a folilet
minden pontjéhoz, a hatdrolt vonal, félillet belsejének minden pontji-
hoz rendelhet§ oly hatdrozott n érték, hogy a szorzat nem végtelen
nagy & nem is zérus benniik. Az ilynem( figgvény bca:édmudunklnn
foliletnek belsején és ‘részletesebb elnevezéssel annylad rend i vegtclen 11'igy
a kiilombizd pontokban, ahényadfokt az a hatviny, a melylyel szo-
rozva nem végtelen nagy és nem- zérus. Ha nem algebrai a végtelenné
vilds, Ggy transcendensnek nevezziik. Algebrai végtelen esetében ezt
a tovdabbi megkiillomboztetést tesszitk: az a hatvinyos szorzat, a mely
nem végtelen nagy és nem is zérus a kiilénds helyeken, vagy folyto-
nos ezeken a helyeken is, tehéit hatdrozott értékkel bir, vagy nem, és
ehhez képest hatdrozottnak vagy hatdrozatlannak nevezzilk a fiiggvény
végtelen nagy értékét is. A transcendens végtelen nagy fiiggvényér-
téket hatdrozottnak mondjuk, ha zérusndl nagyobb bérmi kis n mellett
zérus, vagy ha bérmi nagy n mellett végtelen nagy a hatvinyos szor-
zatunk ; és pedig az elsG esetben logarithmusinak, a mésodikban expo-
noutialmmk nevezzitk. Végill tegyiik ast az észrevételt, hogy, ahol
végleten nagy a fiiggvény, ott nem lc]u,i'. folytonos : ez ngene:'-;en
kivetkezik a folytonossig difinitiojabol. (XI.)

A bevezetGben jelentett tobbértékiiség jellemzésére szolgdl, ami
itt kovetkezik.

1. T tér minden pontjdban, vagy egyes pontok, vonalak, foliile-
tek kivételével minden pontjdban tébb értéke van a fiiggvénynek, és
oly kiillonds egyszeresen 0OsszefiigeG vonal hizédik 4t rajta, vagy
oly kilonds tobbszorosen osszefiiggd vonalat tartalmaz az a tér,
amely ezekkel a sajitossfgokkal bir: A T tér bdrmely egyszeresen
dsszefiiged részét szemeljitk ki, ha belsejének a kiillonds vonallal nines
kozos pontsora, akkor ¢s esak akkor, a fiigevény a maga kiillombozi
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értékei szerint 7' e részében kiilombiz§ fiiggvények foglalata, amelyek
egyenkint egyetlen értékkel birnak & folytonosak a térrész minden
pontjiban. De a 7' tér egy tobbszorosen Osszefiiggd részér6l csak
akkor 4ll ez, ha vagy nem ovedzi koril a kiilénds vonalat, vagy nem
lényegesen Ovedzi, azaz, tiobbszords Osszefiiggésének megbrzése mellett
tigy deformélhato, hog\ a deformdlds utdn nem ovedzi, jollehet a defor-
milds folyamén sohasem metsz6dott a kiilonds vonallal. Viélaszszunk
ugyanis tetszés szerint oly pontot a 7' térben, a kiilénds vonalon kiviil,
amely pontban egynél tobb értéke van a fiiggvénynek, azutin ebbsl a
pontbdl indulva, frassunk le a véltozd ponthelylyel egy kétszeresen Gsz-
szefiigg6 vonalat a 7' térben, amely a kiilénds vonalat lényegesen koriil-
ovedze. Bérmely értékbsl viltozzék folytonosan a fiiggvény a leirt
vonalon, més értékkel érkezik meg a kiindulds helyén, mint amelylyel
kiindult. Tovébbé vegyiink fl tetszésre egy oly foliiletdarabot a 7' térben,
amelyet e tér folilete és az egész kiilonds vonal, vagy, ha lehetséges,
esak az utobbi hatdrol. Akkor a fiiggvény a maga kitllombozs értékei
s:rerint oly kalaubam fﬁgﬂg\r(nvek tbglalat{mak tekinthet()‘ amelyek a

.....

sak a T-ben, de a filvett foluleteu nem. Az ily folulet.et redumiln
vagy rekesztG foliiletnek, diaphragménak, saz ily figgvényt a kiilonds
vonal korill a 7' térben folytonos tébbértékii figgvénynek nevezziik.
Nagy fontossfigiiak azok a specialis eféle fiiggvények, amelyek végte-
len sokértékiek 6s kivalt amelyek olyképen azok, hogy béarmely érté-
kikb6l az fltal ssfrmastathaték a tobbick minden pont széméra, hogy
ehhez az értékhez bizonyos mennyiség j positivus vagy negativus egész
szim toébbszdrosét adjuk, amely j mennyiség fiiggetlen a lelytsl. Az
eféle fiiggvény bizonyos harmonicus fiigevényei a kiilonds vonalon
kivili pontokan egyértéki folytonos fiiggvények. Nevezetesen, ha a hely
egy ilyetén tobbértékil fiigevénye f, Ggy

p= sin(27':§ )

egyértékd folytonos a killonds vonalin kivil, mert reducals folilet
folvételével, nemesak a folilleten kivil, de e folilet belsd pontjaiban
is mindenesetre folytonos. Igy ebben az alakban fejezhetd ki az [
fiiggvény :
f= 2—'ita.rc. sin.eg,

ahol a ¢ fliggvény a kiilonds vonalon kiviili helyeken mindeniitt egy-
értéki és folytonos, a j mennyiség pedig nem fiigg a helyt6l, Tovabbd,
akérmely ponthelyet vdlaszszunk, vagy nem derivdlhatéabban az eféle
fiiggvény a coordinatik szerint, vagy coordinata derivéltjai egyérté-
kiiek abban a pontban, mert, a fiiggvény értékkiillombozetei fiiggetlenek
1évén a helyt6l, e kiilombozetek coordinataderivdltjai zérusok.
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2. A physikai alkalmazfisok czéljaira még kivéloan figyelembe
veend§ tobbértékiség abbol 4ll, hogy a fiiggvény oly fiiggvények Gsszege,
amelyek egyenkint az imént leirt modon tébbértékdek, mindegyik mds
vonal koriil. Az dsszeadandd fiiggvények szdma pedig végtelen nagy
is lehet, midén aztdn osszegitk egyszeres, vagy kétszeres hatfrozott
integralist képez. Ugyanis, egy ilyetén oOsszegtag egy vagy két para-
metrum folytonos fiiggvénye és a parametrum, illetSleg a két parametrum
elemi megvdltozdsit mint szorzét tartalmazza, a parametrumok pedig
egyszersmind arra valok, hogy az 6 véltozdsukkal véltozik Osszegtagrol
Osszegtagra az Osszeadanddk, integralandék kiilonds vonala. Aszerint,
amint egy, vagy két véltozdé parametrum szerepel, egyszeres vagy két-
szeres integrdlds szolgiltatja a teljes tobbértékd figgvényt, &és a kivételes
vonalok Gsszessége foliletet vagy tért alkot, Ggy, hogy a kivételes
geometriai alakzat folillet vagy tér. Az elébbiekben az egyetlen vonal
koriil tobbértékii figgvényrsl sz010 leirdsok, fogalmazdsuk némi modo-
a modositdsok konnyen kitaldlhatok.

3. Amily értelemben tobbértéki egy fiiggvény egy vagy tobb
vonal kt'im"l midfin térben wi.ito;ha.tik ugya.noly értele\mben Iehets(,gek
tbb 6rtékd. Ha egy fugg\rényt amely T térben egy vonal kérdl tébb
értéki, oly foliletre rendeliink, amely a 7' térben van és amelyet ez
a vonal egy vagy tobb poutban 4tdéf mér a figgvény nyilvanképen,
tobbértékit a folileten az Atdofési pontok kordl.

4. Végre, ha a fiiggvény egy tobbszordsen Osszefiigg6 vonalon
azzal a tulajdonsfggal bir, mikép, folytonosan viltozvén a vonalon, més
értékkel érkezik meg a kiindulds helyén, vagy legaldbb lehet olyan az
Gtja a vonalon, hogy més értékkel érkezik meg, mint amelylyel ki-
inddlt, akkor a vonalon tébbértékiinek nevezzitk a fiiggvényt.

XVIl. A hely fliggvényének derivaltjai.

Jelolje @ a hely egy fiiggvényét, és ez a fiiggvény x, y, # helyen
mindhdrom coordinata szerint derivdlhaté legyen. Akkor a hely elemi
megviltozdsdval jard elemi megvéltozdsa igy irhatd:

iy, 0D 0D oD
e = :0\'? gx k@ oY t gﬁ; 5.2',

ha t. i. a coordinatik elemi megvéltozdsa rendre 2x, y, 0z. Kzek
egyszersmind az x,'y, z helybsl az 248z, y -8y, 2+8z helybe nyiild
elemi vector componensei.

Ennek az elemi vectornak az irdnydt ¢, a hosszdt S5 jeldlje.
Akkor a @ elemi megviltozisat az § ¢ irdnyQ eHem megviltozdsinak
mondjuk és a
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Efg od gz otﬁay od &z
o 5: oy "5 5’

hényadost ¢ irdnyt derivéltjinak nevezziikk. Amennyiben az ¢ irdny ki
van szabva, teljesen hatdrozott hatdrérték felel meg ennek a hényados-
nak, mert, ha az ¢ irfny irdnycosinusai «, {3, y, fdgy

ox g &z
P m, L=B, —=v,
3¢ 8¢ 8¢
a coordinata-deriviltak pedig hatdrozott értékkel birnak.
Eszerint, ha az 2/, ¢, 2/ coordinatsk csak oly pontot jelenthetnek,
amelybe az @, y, # ponthdl egy adott ¢ irdny mutat, és ha a két pont

kolesonds  tdvola ¢, Ggy, végtelentl kozelittetvén az el6bbi pont az
utdbbihoz,

D', i, &) —P(z, y, 2)
<

hatdrértéke az 1 irnyd derivélt az 2, 9, 2 pontban, mert
¥—r=qu, y—y=¢f, &—o=qy,
s, végtelentl kisebbittetvén a ¢, nyilvinképen
Ot y1h, 45—, 9,
q

hatdrértéke az ¢ ivAny( derivilt az 2, y, 2 helyen.
Jeliolésére kozinségesen a

o

o1

symbolumot haszndljuk :

5 5<I> 50 2x 32y 0B 30 6D 5D
R Rk ok Gk e s

Amemlyll}en az ¢ irdny nines hatdrozottan kiszabva, kiviltképen
ezek az esetek birnak fontossiggal: 1. Derivélt egy vonalban. Kz deri-
villt azzal a kikotéssel, hogy a figgvény csak a vonalon viltozzék,
tehdt érintG irdnyd derivdlt, s a vonal minden egyes pontjdban annyi
iriny szerint képezhet§, ahény irdnyban a pontb6l a vonalhoz érints
hiizhato. 2. Derivalt egy foltletben. ¥z derivélt azzal a kirovéssal, hogy
a fiigevény c::.ak a folilleten viltozzék, Lehé.t. é1int6‘ iniuyli de1ivﬁ.lt és
nzmyh‘m a p(mthul a folillethez Grints e"yenes luuham J Korlftlan
derivilt. Iz minden irdnyban megengedett derivilt.

Ertesitd (term.-tud. szak) 1809. 8
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F5l volt tételezve, hogy a fiiggvény mindhdrom coordinata sze-
rint derivilhato. De elSfordulhat, hogy esak egy vagy két coordinata
szerint derivilhatd, vagy egyik szerint sem. Még pedig megeshetik,
hogy nemesak egyes pontokban ilyen a fiiggvény, de vonalakon, fili-
leteken, s6t térrészekben, s6t az egész térben. Most tegyiik fol, hogy
. egy térrészben egyik coordinata szerint sem derivilhatd a fiigevény
sehol sem. Emellett lehetséges, hogy bizonyos «, B, v, irinyok szerint,
ez a kiildmbségi hinyados :

Dz +coy+cp, 2+ o) — Pz, y, 2)
[«

hatdrozott hatérértékkel bir a ¢ tdvolsdg végtelen kisebbitésének megfe -
lel6n. Azért altaldnosabban ezt haszndljuk az irdnyos derivéltak defi-
nitiéjdra.

E definitio értelmében beszélve : mihelyt @ fiiggvény x, ¥, # helyen
mindhfrom coordinatira derivalhaté, mir szitkségképen minden irdnyra
derivilhats. Ugyanis barmely irdnyt jelentsenek o, [, y cosinusok,
hatdrozott értékkel bir a

kifejesés, és egyuttal egyezik az &, 3, y irfny derivdltat 4ltaldnosan
definidlé hatérkifejezéssel. Ha ecsak két coordinatira derivilhaté a
fiiggvény, akkor az egyik coordinata-sikkal parhuzamos sikban deri-
vilhats, de ebben minden irfnyban. Ha esak egy coordinatfra
derivilhat, akkor csak az egyik coordinata tengelylyel pérhuzamos
egvenesben derivéilhatd, ennek két irfnydban. Ha egyik coordinatfra
sem derivilhatdé az @, ¥, # helyen, amellett még lehetséges, hogy vala-
mely sikban vagy valamely egyenesben derivdlhato. Az elsd esethen csak
két fiiggetlen véltozdra derivdlhatd saiikségképen, t. i. két olyanra, u, v,
amelyek az x, y, # coordinatdkat, mint fliggvényeiket a sikba tartozd
pontok coordinatdivd teszik, mert az ily fiiggetlen véltozok valtozdsfval
jér a fiiggvénynek foliileten viltozdsa. A misodik esethen csak egy fiig-
getlen véltozora derivilhatd szitkségképen a fiiggvény, t. i. olyanra, 10,
amely az x, ¥, # coordinatikat, mint fiiggvényeit, az egyeneshe tartozd
pontok coordinatdivi teszi, mert az ily fiiggetlen véltozd viltozdsival
jar a fiigevénynek vonalon véltozfsa. Els6 esetben a 16tez6 derivdltak
kifejextse
80 oD 3u oD v
3z Oudeg * % 3
misodikban
20 0D Zw
5. ow 3¢
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és vildgos, hogy viszont, ha esak két fiiggetlen viltozora derivalhatd
valamely helyen sziikségképen ‘a fiiggvény, gy egy sikban derivélhatd,
és ha csak egyre derivéilhatd szitkségképen, Ggy egy vonalban derivil-
hat6, t. i. azon a helyen.

Ezek teljes térfogati, illet6leg folilleti, illetleg vonalas lehetsé-
gek. Hozzdjuk részleges lehetGségek sorakoznak, amelyek miben 16t6t
konnyt kitalélni.

Természetesen a mennyiség szerint valé derivdlhatésfigot mindig
a mennyiség illetd értékének mindkét oldaldra értettitk és értjiik ezentdl is
és figy a mennyiség megkisebbitésébsl, mint megnagyobbitdsdibdl szdrmaz-
tathaténak goudoljuk a derivdltat, még pedig azzal a megszoritdssal, hogy az
egyik és mésik modon szdrmazott derivdlt egyenld egyméssal ; mert ez az
értelmezés felel meg az dltalinos szokdsnak. Ha valamikor csak az egyik
oldalra akarndk érteni, vagy ha két oldalra kiillombozs értékkel akarndk
gondolni a derivdlhatésdgot, ezt kiilonisen felemlitendk. De tegyiik itt
most azt az észrevélelt, hogy két ellentétes frdnyi derivéltnak a viszonya
dltaldban mds, mint egy mennyiség szerint az egyik é mdsik oldalrol
képezett derivdltnak a viszonya. Ugyanis az e, f, v irdnyra  képezett
derivilt a

Do+, gty #+a)—0a, 9, 2)

s
hdnyados hatdrértéke, és a —a,—f3,—y irdnyra képezett derivilt a

Ve —om: 9~y &—6)—03, |, &),

s

héinyados hatéarértéke. Ha pedig irjuk:
r=at+qo, y=b+qB, 2=c+qy,

igy a ¢ mennyiség szerint az egyik oldalrdl képezett derivdlt a

Da+(q+¢)%, b+(q+¢)B, eHg+¢)v,|—Plat+qe, b+4B, ctqy)
g

hinyados hatdrértéke, a mésik oldalrdl képezett a

Dla+(g—g)a, b(g—o)B, e+g—o)YI—P(@+qga, b+4B, ¢4 qy)
; g
hinyados hatérértéke. Az els§ és a harmadik hatdrérték egyenlS, a
misodik &és negyedik ellentétesen egyenld, ha nem zérus.

Végiil vegyiik figyelembe, hogy, ha ¢ szerint a kozonséges érte-
lemben derivilhaté a fiiggvény az , y, 2 értéknél, akkor a négy hatér-
frték kozdl hirom egyenl§ egymdssal, t. 1. az elsd, harmadik és

g%
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negyedik, a mésodik pedig ezekkel -ellentétesen egyenls. Azaz i-vel
jellvén az a, §, v.dvényt és i-vel az ellentétes irdnyt:

50 oD 5D oD
Bont G

"barmelyik oldalré]l szdrmazzék a ¢ szerint képzett derivdlt. Ebb6l az
is kitiinik, hogy az ¢ irfinyG derivilt egyszersmind oly coordinatira
képezett derivilt, amely ¢ irdnyt tengelyre tartozik. Jeloljék ugyanis
épen a, b, ¢ a tengely origéjinak coordinatait. Akkor az x, y, z pont-
nak ezen a tengelyen lév6 coordinatdja (X.)

(x—ajt(y—DB)B +(z—o)1.
De
r—a=qo, y—b=qpB, 2 - e=qy,

tehdt g ez a coordinata. Kiilonosen pedig, ha az ¢ irdny egymdsutin
az &, y, # tengely irdnydt jelenti, Ggy az ¢ ivfnyl derivilt egymisutin
az @, Y, £ coordinatikra képezett derivilttal egyezik, akdr az egyik,
akér a misik oldalrdl képezzitk a coordinata-deriviltakat, hacsak a
kozonséges értelemben derivdlhaté a coordinatik szerint a fiiggvény.

XVIIl. Egy térben derivadlhato fiiggvény integralhatésdga.

Ha ® mindhirom coordinata szerint derivdlhatdt a 7' térben,
akkor létezik oly ¢ fiiggvény ebben a térben, mely dltaldban (XV,)
mindhdrom coordinata szerint folytonos &z derivilhatd, hogy :

=
o
(1)-——'—4,

Y .

ox

Ugyanis gondoljunk egy hasébot a T térben (), amely pédrht-
vamos az & tengelylyel. Végein a 7' tér féliilete hatdrolhatja. Azutén
vilaszszunk oly sikot, amely merdleges a hasibra & teljes vastagsd-
giban dtszeli a hasfbot. Ha ennek a sitknak az egyenlete =y,
ugy irvin

by = de&,y,s,)aa
Th

ez a hasdb térfogatdban mindhdrom coordinata folytonos, sGt derivilhatd
fiiggvénye mindeniitt, mert akdrmely pont legyen a hasdbban x,y, 2,
mér &, 4, ¢ a hasfbba tartozd egyenes pontsereget jelent az integralis-
ban. Mdrpedig

oy,
—g‘; =®(x,y,2).
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Az egész T'tért ily hasdbszerd részekbél dllonak tekinthetjitk, még pedig
végtelen sokféle mddon. Ha egy vilasztisban az egyes részeknek meg-
felelgen rendre a

"]lel)]l q’!: ey 4’«
integralisokat képezziik, gy mindegyik részben

0
O= 5
A 4 figgvény két szomszédos rész hatédr-foliletének kozor  pontjaiban
dltalaban folytonossdg-szakaddsos, és fgy dltalnosan csak annyi mond-
hatd, hogy a ¢ fiiggvény dltaliban (XV.) folytonos és 4ltaliban deri-
viilhato fiiggvénye a hdrom coordinatdnak a 7' térben.

Vildgos, hogy, ha a @ csak A4ltaldban derivélhatdo a 7' térben a
hérom coordinatéra, akkor is létezik ilyen ¢ fiiggvény, mert oly
részekre oszthaté a 7' tér, amelyek belsejében mindeniitt derivélhaté a
® a héirom coordinatéira, és e térrészek belsejére nézve éplgy kivetkeztet-
het6 az 4llitds, mint az elébb a T térre nézve kivetkezett. Ebhdl
pedig tovdbbd beldthat, hogy bérmely adott egész szdmok legyenek
[, m, m, 1étezik oly fiiggvény is a 7' térben &, hogy éltaldban

olt+mtnl)
Cr I P

XIX. A coordinata-derivéltak némely geometriai jelentményei.

1. Egy folilet egyenlete legyen
F(x, y, 22 = constans,

pontjdban. A folilleten dllandé lévén az I figgvény értéke, a folilet-
ben képezett derivéltjai eltinnek. Ha tehdt o, 3, v érint6i irdny-
cosinusokat jelentenek az z, y, 2 helyen, Ggy

or +31f'ﬁ+aF _

EX - VU PLA

Ebbél folyolag, foltéve, hogy a

(a%" i ’?{)
ox’ By bz

derékszoget alkot az. Kovetkezbleg az x, y, 2 pontban a foliletnek
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hatdrozott és c;_,vctlcu érintd blkja van, amelme a vector muult.gu
nek egyik irdnya a Vector irdnydval eﬂyemk

Legyenek a normalis valamelyik irdnyénak irdnycosinusai 2, |, v,
és jelolje a vector nagysigit N. Akkor

oF or oF
A= +—a- N, IJ--+-'af— .N-, —_t"a— N
No— (BF) ( 8If
Ha a A, p, v normdlis irdnyt » jeloli, gy
8]?'_31?'1‘ oF }‘aF
oo oyt e
tehat
. or
iy
s kovetkezsleg
S oI oF _OF oF = oF oF
B o T oy on ~%: o

Abban az esetben, hogy az n irdny egyezik a
(BF oF BF)

oz By oz
veetor irdnydval :
lu-ag; N, p.:a%l-?:N. v:il—?:N,
ox’ oy 0z
tehdt -
F
o =N,

s kovetkez6leg G47:0n positivus. Tovdbbd, ha ¢ irdny irdny-cosinusai
AN, p/, v, és ez az irfny hegyes-szoget alkot az n irdnynyal, akkor
O0F: 0i is positivus, mert

OF _ 3F, BF oF
5= l By ——a—v = (AN +w)N.
Igy az F fiiggvény ama folileti oldal felé, amely felé a

e
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vector mutat, nivekedGleg véltozik az ., y, 2 pontbél. Az ellenkezs
oldal felé nyilvinképen fogydlag viltozik.
2. Egy misodik folillet egyenlete legyen

G (x, ¥, #)=constans,

és a két folillet metszdjék egy vonalban, amelynek egy pontja épen
z, 4, z pont legyen. Ugy az F, mint a G figgvinyrsl tegyiik fol,
hogy egyszer korldtlandl derivdlhaték e pontban, és hogy a derivéltjaik-
bol képzett vectorok, u. m.

Gww «Eyn

nem tinnek el. Akkor a metszési vonalnak hatdrozott és egyetlen érintd
egyenese van az &, ¥, # helyen, t. i. a két foliilet érintd sikjdnak a
metszési vonala, Mivel pedig mindkét vectorral deréksziget alkot, ennél-
fogva a két vector tengelyvonala az (VIII), minek alapjin a két foli-
let metszési vonaldnak érint6i irdnycosinusai a két fiiggvény derivéltjai-
val kozbitlent!l kifejezhetdk (VIII).

F(z,y, 2 p)=o,

amely aszerint jelent mds és mds F} foliletet, amint a p parametrum
értéke més és mds: kiilomboz8 p értékekhez 4ltaldban kilombozg 17

pontjai és vonalai, mert lehet olyan az I' fiiggvény, hogy egyes pontok-
nak és egyes vonalok pontjainak a coordinatdi mellett a p parametrum
1év8 pontokat hatfroznak meg.

Az F figgvény a coordinatik és a parametrum derivdlhaté tigg-
vénye legyen e véltozdk oly z, y, 2, p értékénél, amelynél az egyenlet
teljestil, vagyis oly a, y, 2, p értéknél, amely az £, folilethez tartozik.
Azonkivil tegyitk fol, hogy a

(3F or aff)
oz’ By 9z
vector nem tinik el ezeknél az értékeknél. Végil tegyik 6l még,
hogy 0F:0p sem tinik el ez értékeknél. Ez utdbbi foltevés miatt az

az &, ¥, £ helyen, akkor létezik oly zérustl kiillombézs dp elemi meg-
viltozds, hogy
oF, OF, OF, OF,

ad-’_&v-i- 5‘?; ay'[- a—z- B+ apop =0,
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Ugyanis az elemi vector hosszdt 8z, irdnycosinusait X', ', ¥' jelélvén,
a hérom els§ tag Osszege annyi mint -
(BF BF BF

5 N4 8 )5g Néceose

. ahol N a fontebbi vector nagysfga és ¢ ennek a vectornak és az elemi
vectornak a szoge. Minthogy a féltevések értelmében sem N, sem cose
nem zérus, az llitds helyes. De, ha variatids egyenletiinkhéz hozzd-
adjuk a foliilet egyenletét, litjuk, hogy

F(z+8z, y+2y, 2+82, p+Ep)=o.

Eszerint az (x+8x, y+8y, z+84) pontaz F,, 3, folilet egy pontja.
Ha tehdt az I, foliletet x, Y. % z helyen atdofjiik egy egyenessel, ez az
egyenes az I, 5, foliletet is 4tdofi, még pedig végtelen kozel az
x, Y, & helyhez,

gc= -—(gg Ncose)ﬁp

végtelen kis tdvolsfighan. Ha az atdofés irdnya normalis a folilethez,
Ggy 8¢ az I, é Ipy3, folilet térkozének a vastagsiga az @, 9, ¢
helyen, amit &n jeloljon. Eszerint

5-13:1(%%‘:1\7)51)

aszerint, amint ¢ értéke o vagy .
Ha specialisan
F(.g’ Y, & P)EF(”L” Y, 5}'_15
gy
ap

an=4=
N

XX. Vectorok potentialisai.

Legyen (&, %, §) vector a hely figgvénye.
1a) Ha a 7 térben létezik a helynek oly scalaris fiiggvénye @,
dltaldban (XV) derivélhaté mindhdrom coordinatira, mikép

. 50 50 . oD
=5 Ty ST

akkor azt mondjuk a veetorrdl, hogy van a 7' térben potentialisa, &sa
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@ fiiggvényt potentialisinak nevezzitk. Némelyck a @ cllentétesét, —®@,
nevezik igy.

1b) Ha pedig a T térben létezik a helynek oly vector figg-
vénye (U, V, W), 4ltaldban derivdlhaté mindhdrom coordinatéra, mikép

oW vV _BU_QH_/ > 5V E'U
_;_—5_3’ =% 8z ° oz 5_;

akkor azt mondjuk a vectorrdl,  hogy van \-'ectvor-pot«enlsialisa, és az
(U, V, W) vectort vector-potentialisinak nevezziik.

2. Amely vectornak egy helyhatfrozd rendszerben van a T’ tér-
ben potentialisa,” annak minden més helyhatdirozé rendszerben van a
T térben potentialisa, és pedig ugyanaz.

Amely vectornak pedig egy helyhatérozé rendszerben van a T
térben vector-potentialisa, annak minden mds helyhatdroz6 rendszerben
van a 7 térben vector-potentialisa, és pedig congruens rendszerekben
ugyanaz a vector, nem congruensekben az ellentétes vector, mindig
az illetd rendszerbe tartoz6 componensek szerint.

Legyen ugyanis egy mdsodik helyhatirozé rendszerben 2, ¥, #
a hdrom coordinata, és a leuduel tengelyeinek az il.in)wsinuqai
%, Bry Yo 88 &g, PBo, Ta €8 0. By, vs legy euek Akkor az ij rendszerben
a (E, n, €) vector componensei ezek:

E= 9‘15+P1"1+71; ,
N = EH3MHLE
C =&+

2a) Ha tehdt 71" térben van a (£, 7, $) vectornak potentialisa @,
tgy a 1" térben '

Itt a € kifejezése nem mds, mint a @ fiiggvénynek az G els6 tengely
irnyéban képezett dernzilt]a sit.

2b) Ha pedig a 7' térben vector-potentialisa van a (&, M ) vector-
nak, w. m. (U, ¥V, W), dgy

LAWY

oy oz 0z Ox oxr oy

Minthogy U, V, W éltaliban mindhdrom régi coordinatdra derivdlhatok
az eldzetes foltevés szerint, fgy Altaldban mindhdrom 4j coordinatéra is
derivdlhatok, mert 4ltaldban minden irdnyban derivdlhatok. Mivel pedig
az (i rendszerben a régi tengelyek iriny-cosinusai oy, ay, a3 és By, fy, B,
68 Y15 Yo Y3y S8y
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oU aU, oU, aU
—agz_a?ﬁd"agﬁﬁa’ps,

T 8U_8U 3U. 38U
EERE A T PRt sth.

. Helyettesitsiik be ezeket &' kifejezésébe. Azutin vegyiitk szdémba
a X. czikk végén jegyzett kifejezéseket, amelyek akkor érvényesek az
irdnycosinusok kozott, midén a két helyhatirozé rendszer congruens.
Taléljuk :

0 0
g' = @( U“a"r VBB + WYS) —&',( Umz"l‘ V[iz‘i' W"(g].

Amde, ha az (U, V, W) vector componensei az j rendszerben
U, v, Wi, agy
U =o,U+B, V4y, W,
V'=“n U‘f Bg V+Ya W,
W' =ayUtB; Viy, W.

Kovetkezsleg
, OW oV’
A=y — o

Ha azonban a két helyhatdroz6 rendszer nem congruens, akkor
a X. czikk végén jegyzett cosinus-relatiok a cosinusok ellentétes értékei-
vel helyesek, mibdl folydlag akkor

’ 5 a T
€ = s Ut Vst W) — 5 (U Vit W),

vagyis
, oV oW’
=y M

3a.) A 2a.) alattiakbol az is kittinik, hogy, ha (£, %, §) vectornak
van a T térben potentialisa @, akkor a 7 térben @ irfnyon szémitott
vector érték oY : 0.

3b.) A 2b. alattiakbol pedig kitiinik, hogy ha (& 7, §) vectornak
van a T térben vectorpotentialisa, és ha egy ¢ és p irdnyd derékszog
vectorpir tengelyén a (§, v, §) vector értéke A, az (U, V, W) vector
értéke -pedig p irfnyon P, és ¢ irfnyon (), akkor a 7' térben

_9Q oP
AR
4. Mid6n egy vectornak van potentialisa, akkor oly specialis

A
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vector az, amelyet egyetlen parametrummal, t. i. a potentialissal lehet
kifejezni.

Mid6n azonban egy vectornak vector-potentialisa van, akkor a
definitio szerint dsszesen hdrom parametrum fejezi ki a vector hérom
componensét, t. i. a vector-potentialis hrom componense. Amde ez a
hérom parametrum kettére reducdlhatd. Legyen ugyanis (£, , §) vector-
nak a 7' térben vector-potentialisa (U, V, W). Minthogy az U, V, W
componensek 4ltaldban mindhdrom coordinata szerint derivilhatok a
T térben, Ggy léteznek a hely oly fiiggvényei a 7' térben, f, g, h,
dltaldban mindhdrom coordinata szerint derivilhatok, mikép (XVIII):

= Aaf dg _0h
U= e V= % W= 5

és kovetkezGleg az f olykép, éltaldban kétszer is derivdlhatd, hogy az
egyik derivélo xz, a g olykép 4ltaliban kétszer is, hogy az egyik
derivdls y, a b olykép 4ltaldban kétszer is, hogy az egyik derivéld
z, 63 e kétszeres derivdlésok sorrendje féleserélhets :

BW 3V _d8h 83y 53k 3y

3 N ik s N 5k
00k 00y 09h—g) 0%h—yg)

Toz8y 06z0y Oydz  odzdy il

azaz
O h—g) 3%*h-g)
= dydz . 0z0y
_BAf—h)_df—h)
T Bzdx ~  dxdz

__0%g—f)_o*g—f)

<= dxdy  Oyox

Az itt szereplé hdrom figgvény-kiilombségnek az Osszege zérus,
tehdt két fiiggvénynyel fejezhet6k ki. Még pedig irvdn

h—g=—12, [—h=p
ered a harmadik- kiillombség széméra
g—1=r—p.
Csakhogy e helyettesitések utdn § kifejezésében a kétszeres derivalds
és a kivonds sorrendjét &ltaliban nem szabad foleserélni, mert A és

tartalmazza a h fiiggvényt, amely kétszer $ltaldban csak tgy deri-
vilhatd, ha az egyik derivilé a # coordinata,
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Azonban tegyitk fol, hogy a (&, 7, § vector dltaldban derivdlhaté
T-ben a hérom coordinatdra, és most jarjunk el igy: frjuk csupén

W:a—é,

“ahol is a J &ltal&ban mindhérom coordinatira derivélhatd, és oly mddon
kétszer is, hogy az egyik derivdlé a z. Ekkor

=22 =22

és ezekb6l vildgos, hogy a h fiiggvény lehet olyan, hogy #ltaldban
mindenkép derivilhaté kétszer 7-ben a coordinatdk szerint és nem
csupdn vgy, ha az egyik derivdlé coordinata a z. Kovetkezbleg § ki-
fejezése igy is irhatd:

mert a A csak litszdlagosan forddl eld benne. Ezek rendén, ha

oh oh
Sl R, —— —
U 5= V. ="

roviditd jelolést hasznéljuk :

B oy 7__3-15 . _Ov Ou
=78 T “Tax oy

vagyis, ha (§ v, {) dltaldban derivéilhat6 a coordinatékra a T-ben, és
van e térben vector-potentialisa, akkor utdbbi mindig olyanra reducdl-
hatd, amelynek egyik componense zérus.

XXI. A potentialis egyenletek

1a) Ha (€ 7. §) vectornak van potentialisa a 7' térben. @, mihez
képest
. 0P o , 0
o Tay “Ta:

és ha dltaldban derivdlhaté ez a vector a hirom coordinata szerint abban
a térben, akkor a potentialisa dltaliban mindenkép kétszer derivélhati.
KévetkezGleg a vector componensei kielégitik a 7" térben a kivetkezd
egyenleteket :

T —————
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8 aq G L on &

oy 0z 0z ox Sx—ayﬁo
2a) Forditva, ha (§ », §) derivélhaté a T térben a hérom coordi-
natdra és érvényes 7T ben ez a hirom differentialis egyenlet, akkor
(& 1, C) vectornak van potentialisa a 7" térben.
Létezik ugyanis a 7" térben olyan fiiggvény, ¢, dltaldban deri-
valhaté mindhdrom coordinatéra, hogy

o9
=
és ¢ olykép dltaldban kétszer is derivdlhatd, hogy az egyik derivild
az #, s a derivildsok sorrendje kozombos. Irjuk mér most

op
= ip,
" ayp

Nyilvinval, hogy p dltaldban derivélhatd z-re. IEnnélfogva azonban
a harmadik differentialis egyenlethil

op

=0,
o

tehdt p csak y és ¢ figevénye. Mivel tovabbd

o%

p:n—---—’

gy létezik olyan fiigevény a 7' térben, §, dltalfban derivAlhatd mind-
hiirom coordinatdra, hogy

_ 9
~ oy

és tekintettel arra, hugs p ecsak gy és 2 figgvénye, megvilaszthato fgy
a ¢, hogy maga is csak y & 2 fiiggvénye legyen. Ezek alapjin
irhatjuk

g 0@td) | oletd)
Cox oy
ahol o +d nyilvinképen mindhdrom coordinatira derivélhaté 4ltaldban

a T'ben és olymddon kétszer iy, hogy wz egyik derivald @ vagy y.
Viégil tegyitk
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Az itt irt ¢ figgvény 4ltaldban szikségkép derivdlhaté a-re és y-ra.
De ennek kapeséin az elsé és misodik differentialis egyenlethdl

bg_, 21_,
dy ox

teht ¢ csak @ fliggvénye lehet. Mivel pedig
» Ot
Ll cpach
tigy létezik a T-ben a coordinatiknak oly éltaliban derivilhaté fiiggvénye
% hogy
o

1= 5

és q csak z fiiggvénye lévén, megvilaszthaté a y fiiggvény Ggy, hogy
6 maga is csak 2 fiiggvénye. KovetkezGleg van olyan figgvény a 7'
térben, @+dty, dltaliban derivilhaté mindhdrom coordinatira, — még-
pedig kétszer is — hogy

P El 9
E=g (et n=g§(cp+¢+x), L= 5, @b+,

vagyis van a (§, 7, {) vectornak potentialisa a 7 térben.

1b.) Most legyen, hogy (E %, §) vectornak a T térben vector
potentialisa van: (U, V, W). Ha (g, 7,T) 4ltaliban derivdlhaté a hérom
coordinatira a 7-ben, gy

BE on &g
oz 8y+5.e Ly
Ez a vector-potentialis dltaldnos (U, V, W) alakja utén, vagyis a
LSW SV 53U W . oV oU
oy Oz =%z oz T ox dy

kifejezések utin nem tGnik ki, mert nem éllithatd, hogy U, ¥, W egyenkint
mésodszor ig derivdlhatok. Azonban egyenesen kivetkeztethets a vector-
potentialisnak az elsbbi czikk végén megdillapitott Rpecmhs alakjibal
(u, v, 0), amely szitkségkép lehetséges alak, ha (£, 7, §) derivdlhatt a
hérom coordinatdra. Induljunk ki tehdt a

= ov _ ou - ov  Ou

T8 T 5 T oz oy
kifejezésekb6l. Az elsd kettd szerint u és v mindhdrom coordinatira
olykép fltaldban kétszer is derivilhatok, hogy az egyik derivild
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coordinata a 2, és pedig bdrmelyik egymdsutinban. Ebbél folyolag €
kifejezésének mindegyik tagja deriviilhatd dltaliban z-re és pedig akér
az ott frt derivilds el6tt, akér az utdn, Igy a bebizonyitandé egyenlet
tényileg érvényes a 1 térben.
2b.) Forditva, ha (g %, §) 4ltaldban derivdlhat6 7ben a hdrom
coordinatdra, és e térben
2 =) Sype
ot on ©
_E.i__l_*....%:o'
dx Oy 0z
akkor ( 7, §) vectornak forma szerint van vector-potentialisa a 7" tér-
ben az az van, eltekintve attél a kiveteléstGl, hogy dltaldban mind-
hirom coordinata szerint derivdlhaté legyen 7ben.
Ugyanis létezik olyan ¢ és § fiiggvény 7-ben, dltaliban derivilhatok
mindhdrom coordinatira, hogy
.o Oy
T 1TE
még pedig Ggy @, mint  oly médon dltaldban kétszer is derivdlhatd,
hogy az egyik derivdlé a z. Helyettesitsitk be ezcket a differentialis

egyenletha és 1atjuk, hogy
a( by a¢)
8_2’ E+§3f'—6—.®' =0.

kovetkezGleg @-val esupdn @ és y fiiggvényét jelolvén,

. 09 o)
*=+a—y—3—x—{0‘

De mivel ¢ és ¢ dltaliban mindhdrom coordinatdra derivdlhatok,
létezik két olyan tiggvény, ' ¢, a T térben, &ltaldban derivalhaték mind-
hdrom coordinatéra, hogy

L _of y oy

S )=,

Y= oy

és " oly mddon kétszer is, hogy az egyik derivilo az .z, és g oly méadon

kétszer is, hogy az egyik derivdld az y,  a derivdldsok sorrendje tetszés
szerinti. Fként

A2 —
o+ U Qi)ztb.
dx0y
Ebbél folydlag (XVIII) létezik a T-ben oly fiiggvény, u, dltald-
ban deriviilhaté egymdsutin z-re & y-ra, valamint y-ra és x-re, hogy
o%.
dxoy

o=
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Mi\_'el pedig & csak x & y figgvénye, megvilaszthatt a p dgy,
hogy az iz csak a s y fiigevénye. Igy aztin

,\;:_a_(rLJrgE} ﬁ:%, ;:a(tpﬁ”\) o%

. e ) B 5
o9:\" oy g9z ox dy/ 9y
ragy, ha a zdrd-jel tartalmdt », é& a ¢ mennyistget u jeldli:
dv ou dv du

TUE 1T STar by

Tényileg forma szerint van tehdt a (& 7, §) vectornak a 7" térben
vector-potentialisa. A dp:dy derivilt mindhdrom coordinata szerint
dltaldban sem szitkségképen derivdlhatd és igy » sem. Ha azonban 7
Altaldban  kétszer derivdalhatd  mindhdrom coordinata szerint, akkor a
definitio teljes tartalméval I[étezik a veetor-potentialis. A veetor-poten-
tialis dltaldnosabb alakjihoz is juthatunk, mivéghdl czak irnunk kell

oh oh ok .
U= U—a;‘! V= V—-a!;’ a";:: ”"

azzal a rvendeléssel, hogy a 7 térben N derivilhatd legyen kétszer a
coordinatdkra.

XXIl. Geometriai integralisok.

Egy véges kiterjeddsti geometriai alakzatot (&), G. m. vonalat,
folilletet, tért, vagy ilyenek rendszerét, igen kis részekre osztva gondo-
lunk, vonalat igen kis vonalrészekre, foliletet két dimensio szerint igen
kis foliilet-részekve, tért hirom dimensio szerint igen kis tér-részekre.
Megjegyzendd, hogy mindig oly vonalokat és fdliileteket értiink, amelyek
dltaldban mindeniitt hatirozott st folytonos irdnyd normalis, illetGleg
érintd sikkal birnak.

Jelbljon (Do) valamely osztdsrészt, 4. m. vonalnak, téliletnek, vagy
térnek igen kis részét, és ennek a nagysdga D@ legyen, tehét igen kis vonal-
rész hossza, vagy igen kis foliilet-rész tertlete vagy igen kis térrész térfogata.

Adva van az alakzatban, mint a hely fiiggvénye @, amelynek
dltalaban az alakzat minden pontjdban egyetlen hatérozott véges értéke
van, vonalon legieljebb egyes pontokban, folileten legfeljebb egyes
pontokban és vonalokon, térben legfeljebh egyes pontokban, vonalokon
és folilleteken nem.

A (D®) részben tetszésre vdlasztunk oly pontot, amelyben a @
tiaggvény hatdrozott véges értékkel bir. Minden osstds-rész nagysdgdbol
s ily pontjdba tartozé @ értékbl ®DG  szorzatot képeziink, azutdin
valamennyi szorzatot dsszeadjuk. DD jelentse az Osszeget. Nyilvin-
val, hogy teljesen hatdrvozott értéke van, amely azonban fiige attdl,
hogy milyen a részekre osztds, vagyis, hogy mikép vilagztvik meg a
(D@) részek, ¢és, hogy ezek mely pontjdt vélasztottuk fiiggvényhely

— -
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gyandint, azaz, hogy a fiiggvény szorzdil hasznélt értéke mely pontjuk-
hoz tartozik.

Minél kisebbek az ossztéis-részek, anndl nagyobb a sokasiguk, s
ennek megfelelden beszélink a részekre osztés, a fGlosztds siirliségérol
s azt a kérdést vetjitk {61, hogy, ha a foloszids sirliségét az egész alakzat-
ban bhatdrtalandl noveljitk, miként viselkedik a szorzatok osszege, ZDDi ?

A legkozelebbi czikkekben ldtni fogjuk, hogy, ha @ fiiggvény
folytonos az alakzatban, vagy ha legaldbb 4ltaldban folytonos (XV)
¢ a folytonossdg-szakadds helyein is véges mindeniitt, akkor a ZOD&
osszeg a folosztds siir(iségének végtelen nodvelésével hatérozott véges
értékbe convergil, a folosztdsok és fiiggvényhelyek bérmely megvilasz-
tisdban ugyanabba. Ha pedig az éltaléban folytonos fiiggvény végtelen
is lehet az alakzatban, akkor a végtelenné vilds modjinak bizonyos
eseteiben a végtelenné vilds vidékébe Ggy vilaszthaték meg a fliggvény-
helyek az osatfisrészek széiméra, és pedig igen dltaldnos rendelkezéssel,
hogy a 2Z®D® osszeg ekkor is hatfirozott véges értékbe convergdl, a
folosztfisok és a t6bbi fiiggvény-helyek birmely megvélasztisiban ugyan-
abba. Err6l is meggy6zédést fogunk majd szerezni. Megjegyzendd azon-
ban, hogy ezek esak elégséges foltételei annak, hogy az dsszeg a részekre
osztds modjatol és legaldbb dltaldban a fiiggvényhelyek megvélasztdsinak
a modjatol is figgetlen hatérértékkel birjon.

Minden ily esetben azt mondjuk a @ fiiggvényrsl, hogy van integ-
ralisa az alakzatban, és a hatr-deszeget az alakzatban képezett integ-
ralisinak nevezzitk. Jelélésére az Gsszegezés eddigi jelét S jellel, vagy
a kizinstges integrdldsi jellel véltjuk fel:

LimEdDH=8SPDo= S@DGJ.

Néha ezélszeri azt is foltiintetni a jelélésen, hogy mely geometriai
alakzatra vonatkozik. Ezt Ggy szoktuk tenni, hogy a geometriai alak-
zat jegyét az Osszegelési jel ldbdhoz frjuk index gyandnt:

Lim3  ®D6=8  #Do E's PP

(& (@)

sagy rividebben
LimE ®DH=8S_DPD® ES DD ®.
[0} ] @

Az (®) alakzat egy része legyen (®,). Ennek a hatdra dltaldban
dtszeli a (D) osztds-részek egy sokasfgit. Most az dtszelt (Da) részek
helyett ezek szeleteit vegyiik tekintetbe, mindegyiknek a nagysigit az
illetd egész Da-nak a fiiggvény-szorzdjival szorozva. Ebben az értelem-
ben beszélink az (@,) alakzat-részre tartozd oGsszeg-részr6l, amelyet @,
indexes Gsszegelési jellel jegyeziink. Mihez képest, ha az (&,), (6,), . ., (6n)
alakzat-részek egyiitt épen az egész (#) alakzatot képezik, és ha dltaldno-
san (Da)-val jelbljitk a szeleteket is:

Ertesitd (term.-tud. szak 1899.) 9
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X2 PDo=2_0ODa+2 ODa+ . +2. PDas,
[ @y g n

S_E)Dmssv tI)I)m+S_ Do+ .+S oD,
J @ iy iy n

Amennyiben az alakzat kilémbizd faji részekbdl 4ll, vonalokbdl,
folilletekbdl, térekbdl, kozonségesen czélszerid a megfeleld integralis-
részeket elkillonitve jegyezni. Ha tehéit a geometriai alakzat vonalas
résztt (g), folileti részét (o), térfogati részét (1) jeldli eképen:

S cI:Dm+S fI)Dﬁ!-Pg DD,
g a o

ahol @ a hirom kiilombéz§ részben killomboz§ jellegld valamint Do is.

Az integralisba, vagyis a hatdr-Gsszeghe tartozd (D@) alakzat-
léwe]\et az alakzat végtelen kis részeinek, vagy elemi részeinek nevez-
az n.]a.k;at egy vvtrtelen kis részét (’I‘t.]uk de igy npvezmk annak a
nagysfgit Da-t is, végtelen kis hosszét, két dimensio szerint végtelen
kis terﬁletét, hérom dimensio szerint végtelen kis térfogatit. Hogy
mikor gondoljuk magdt az alakzat-részt, mikor annak a nagysigit,
mindig kitinik a fogalmazdsok értelméb6l. Vonal-elem jelolésére itt
rendszerint (D¢) illetGleg Dg, folilet-elem jeldlésére (Da) illetdleg Da,
tér-elem jelélésére (D) illetGleg Dt fog szolgdlni és kizds jegyil (Da)
illet6leg Da, szitkség esetén indexes megkillombostetésekkel. Az indexe-
ket a D }el.rﬁ betlin vagy a f6betiin, vagy mindkettén alkalmazzuk,
szitkség, vagy valamely czélszer(iség szerint.

Mieltt most az el6bbiekben foglalt hérom 4llitds igazoldsdhoz
fogndnk, vegyiink figyelembe egy dltaldnos tételt, amely foltétlentl
megilleti a definidlt Gsszeg-kifejesést.

Az (@) alakzatban a @ fiiggvény legszélsbb értékei @, és Dy legyenek
még pedig @, legyen a legalso, @, a legfelst értékhatéra. Az alakzat teljes
mekkorasigdt pedig ® jeldlje, vagyis ez legyen az alakzatot tevl vona-
lak hossz-tartalménak, foliletek tertlet-tartalménak, térek kiob-tartalmdi-
nak az Gsszes széimértéke. Akkor a XZ®Do osszeg értéke minden esetre
abban az érték-tartoményban van, amelyet @,& &s ®,@ hatérol, mert, ha
minden @ érték helyett @, értéket irunk az Gsszegben, Ggy semmi esetre
sem nagyobbitjuk, és ha minden @ érték helyett @, értéket irunk benne,
semmi esetre sem kisebbitjiikk. Igy a széls8 @ értékektsl, @, & Dy-t6l
hatdrolt teljes értéktartomdnyban bizonyosan létezik oly érték @, hogy

SPD6 = B,a.

Ezt a tételt kozbiils6 orték tételének nevezziik.
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XXIIl. A folytonos fiiggvény geometriai integralisa.

Mid6n folytonos a @ fiiggvény a geometriai alakzatban, vagyis az
alakzatot alkotd vonalakban, foliletekben, térekben, akkor véges is abban
mindeniitt, tehdt a kozbiilsé érték tételébsl folyolag a Z®D® dsszeg
véges értékd marad, illetGleg véges érttkbe convergil a féolosztds siiri-
ségének hatdrtalan nivelése mellett. Azonkivil hatérértéke fiiggetlen a
részekre osztisok moédjinak és a fiiggvényhelyeknek a n]cfrv:ilasztuszitu?
Ugyanis, birmi kis szimértck legyen p, létezik akkora positivus szém
Dg, hogy, mihelyt minden osztis-rész szdmértéke kisebb, mint Dy,
méir birmely két osszeg killombségének a szdmértéke kisebb, mint p.
Ennek a belitfisa végett vilaszszunk tetszésre két dsszeget, természetesen
mindegyiket ugyanarra a geometriai alakzatra terjesztve ki:

ZOD's =%
E@"D"ﬁ} = Ef’,
Egy harmadik 6sszegben, u. m.
2ODo =23,
amely ugyanmrra az alakzatra terjed ki, a (D®) osztdsrészek az elGhbi-
felék, (D'i) &5 (D"®), kizis rvészei legyenek. Még pedig jeliljék
(Dl'ﬁ'}], (Dg'é‘l), 5
azokat a kozds réwzeket, amelyek egyiitt a (D'®) véwut képezik, &s
jetoljék
(D," @), (D;'(T)], wige

azokat a kazds részeket, amelyek egyiitt a (D"®) vészt képezik, Igy:

X = E@r{Dlr{u‘l-D 'G)"E* . }
E" L(I)"(Dl U)+])2"(pj+ . -}
2 2(‘1) Dl’. tll‘}‘[pgf ﬂ’l‘.ﬂ+ )
-2¢(¢’{'D1 U)-l'q) "Do . )
Eszerint

Y —S=3(@—®,)D/a+(@ — )y .
8= (@ —®,"\D," (D" =®,")D, @+ . .]

Az alakzat teljes nagysdgénak a szémértéke legyen @. Mivel a
D fiiggvény folytonos az alakzathan, igy bfrmi kis szdmérték legyen
p, létezik akkora positivus szdm, Dg, hogy mihelyt minden D'® és
D"® szémértéke kisebb, mint Dg, mér az itteni figgvény-kiilimbségek
szdmértékre kisebbek, mint p: 2®, & igy
9!‘
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’ 1 rr 1
JE=3<zp | 22| <3P

Eszerint, ha ¢ 6z € szfimértéke kisebb az egystégnél,

r - eI'f
E'——E:%—p, 2 —S=—p.
Kivetkezileg
E’f"—'sf
XY= 5
dmde
|[e"—e" | < 2.

BEgyittal tegyiik itt ast az Gszrevételt az elbbi czikkben definidlt

S _PDha= S - OD& -f-S- ODé+-. . +5 . ®Da
[ o, o, thn

kifejezésre nézve, hogy az (®,) sth. alakzat-részek hatdrin dtszelt osatéis-
részek most mind  bel&jitk tartozd @ szorzdval vehetSk szémba, t. i
azért, mert a @ fiiggvény mindeniitt folytonos az alakzatban, tehdt az
Atszelt osztéisrészekben is folytonos.

XXIV. A véges és altalaban folytonos filggvény geometriai integralisa.

Ha csak dltaliban folytonos a @ fiiggvény a geometriai alakzat-
ban (XV), de a folytonossig-szakadds helyein is mindeniitt viéges :
akkor is viges ¢s egyetlen hatfr érték felel meg a XPDE dsszegnek.
Kittinik ez a kovetkezd megéllapitdshol.

Legyen (@) az (&) geometriai alakzat oly igen kis része, amely
az Osszes kiilonds helyeket magdban foglalja, fgy, hogy az alakzat
miésik részében nem foglaltatnak kildnds helyek, u. m. folytonossig-
szakaddisi pontok, vonalok, folilletek, e mésik rész hatdrain sem. Az
alakzat e tdlnyomdlag nagyobb részét (&—a,) jelentse. .

Most az (6,) alakzat-részre alkalmazzuk a kozbiils§ érték tételét.
Ebbél folydlag lehet ez az alakzat-rész oly kiesi, hogy mihelyt még
kisebb, mér a red tartozd dsszeg-rész tetszés szerint adott kicsinél kisebb
s fgy az (3—@;) alakzat-vészre tartozé Osszeg-rész a teljes OsszegtGl
tetszés szerint adott kiesinél kisebbet killombozik.

Azomban bérmi kicsiny legyen az (&,) alakzat-rész, hacsak a
mésik részszel hatdros pontjainak és az esetleg ftszelt osztés-részek
minden pontjfinak minden kiilénds helyt6l valé tdvolsiga nagyobb,
mint egy még oly kis adhatd tdvolsig, akkor az (6 — @&,) alakzat-résare
tartozd  Gsszeg-résznek  véges Gs egyetlen hatdr-ériék felel meg, mert
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ebben az alakzat-részben, és még az esetleg Atszelt osztés-részekben is
mindeniitt folytonos a @ figgvény.

XXV. Az ialtalaban folytonos fliggvény geometriai integrilisa.

Ha a fiiggvény végtelen is lehet a geometriai alakzatban, akkor
némi tekintetben kiilonosebb médon képezendd az sszeg avéghdl, hogy
legalibb a végtelenné vélds bizonyos féltételei alatt véges és egyetlen
hatdrérték feleljen meg neki.

A (D@) osatés részben 1év6 O ponthely a végtelenségnek hozzé
legkizelebb est helyét6l vagy helyeit6l p tdvolsighan legyen. Ugyan-
csak a (D®) osutds-részben 16v6 O puuthely a végtelenségnek 6 hozzd
legkozelebb es6 helyét6l vagy helyeit6l p" tdvolsigban legyen. Mér
most oly hely legyen az () a (D) osztds-részben, hogy bérmely més
hely is az ' ebben az osztds-részben, a p tdvolsg nem kisebb, mint
a ¢ tdvolsig. Az ilyen O helyet a (D@) osztéis-rész {6-pontjdnak nevez-
zitk el.

Azt a tdvolsigot, amelyben a (D®) osatds-részbe tartozd figgvény-
hely van a végtelenségnek 6 hozzé legkizelebh es§ helyét6l vagy helyei-
t61, jelolje r.

Azzal a koveteléssel korldtozsuk a fiiggvény-helyek Kkitiizését,
hogy a folosztds minden siirdségében adhatd legyen akkora hatdrozott
és véges szémérték, amelynél a g:r hidnyados minden osztds-részben
kisebb. A fiiggvényhelyek ily megvdlasztasit ardnyos megvilasztdsnak
nevezzitk el.

Kénnyt folismerni, hogy a fiiggvényhelyek arfinyos megvilasstdsi-
nak a kovetelése azokra az osztds-részekre nézve nem r6 ki semmi
megszoritdst, amelyeknek minden pontja kivil esik oly hatérozott sugari
gombokon, amely gémbok centrumai a végtelenné vélds ponthelyei,
birmi kicsinyek legyenek is kiilomben a gémbsugarak. Mindezekben
az osztdis-részekben egészen tetszésre tlzhetd ki a fiiggvény-hely, mert
ezek szémdra csakis arfnyos megvilasztisa lehetséges. Barmi kis adhatd
terjedelme legyen az alakzat oly részének, hogy a mésik rész nem
tartalmaz végtelenségi pontokat, vonalokat, féliileteket a hatfirdn sem,
ebben a mésik, tilnyomé részben egészen szabad a fugg\fony—helyek
megvilasztisa is. A (D®) osatds-részek megvilasztdsa mindeniitt egészen
tetszés szerinti.

A fiiggvény-helyek ardnyos megvilasztisiban az Osszeg a f6l-
osztéis stiriségének v(,gt.elen novekedésével a kovetkess foltételek alatt
minden esetre véges és egyetlen értékbe convergdl.

1 Osﬁzegeléﬁi vonalon egy pontban, vagy egyes pontokban elsG-
nél alacsonyabb rendid végtelen a fiiggvény,
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2. Osszegelési folileten egy pontban vagy egyes pontokban
mésodiknél alacsonyabb rendd végtelen.

3. Osszegelési térben egy pontban vagy egyes pontokban har-
madikndl alacsonyabb rendd végtelen.

4. Osszegelési folilleten egy vonalon vagy egyes vonalokon els-

. nél alacsonyabb rendd végtelen.
- B. Osszegelési térben egy vonalon vagy egyes vonalokon méso-
diknfl alacsonyabb rendd végtelen.

6. Osszegelési térben egy folilleten vagy egyes félilleteken elss-
nél alacsonyabb rendd végtelen.

Ezeknek az éllitdsoknak a bebizonyitdsfira sziikséges és elégséges
kimutatni, hogy egy igen kis alakzat-rész, amely a végtelenségi helye-
ket *magdban foglalja, mint az elébbi czikk térgyaldsdban is a kiilo-
nés helyeket az (®,) rész, lehet oly kiesi, hogy, mihelyt még kisebb,
mér a red tartozd Osszeg-rész hatéir-értéke tetszésre adott kicsinél
kisebb., Ugyanis e foltétel alatt épen Ggy kdovetkezik, mint az elébbi
czikk térgyalfsdban, hogy véges és egyetlen hatdr-érték felel meg a
teljes dsszegnek. Hogy pedig ez a foltétel az elGsorolt esetekben tényi-
leg teljest, annak a folismerése egy algebrai hatér-egyenletre alapithatd,
nevezetesen a kovetkezfre :

Lim (2) (3)+ +( ) 1

N—3-CD . mi-p 1'+pf
Ennek az egyenletnek a belitdsa végett gondoljunk arra, hogy ha
k>1, dgy

(O<p<l).

I—pr gl p )
Tt —(h—1)t—p=— & (1.,_2? s
tovabbé

(k—i-l)l:I-’-——k’—-P-
R
ks 2 & ’ T
tehdt a p. mennyiség kiszabott értéktartomdnydban
kr—p—(b—1)1—n> 1;‘—uu>(?s+1) p—fl—p,

Ebbsl folyolag, miutdn % helyett rendre a 2, 3, ..mn sor-szémokat
iktattuk,

nl—n-—1>(1~—p)§__§ (%)p>(n+1)1—n-—21 -
k=2
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Innen pedig kiviliglik mdr, hogy a fint jegyzett hatér-egyenlet
helyes.

Egyeldre hat specialis eset térgyaldsira szoritkozunk. Ezek el-
intézése utdn konnyid szerrel kiderithet lesz majd, hogy a kimondott
tételek a maguk 4ltalinossdgdban is helyesek.

1. Végtelenséyg Gsszegelési egyenes hatdrpont-

jéban.
A fiiggvény-helyek valamely arfnyos megvilasstdsiban legyen
2| ®|Ds=P,
O] ’

ahol (s) az egyenes oly részét jelenti, amely a végtelenség helyében
kezdddik.
Ha a végtelenség rend-széma p, vagy kisebb mint p, irjuk

o)=2
i
ahol » a fiiggvény-helynek és a végtelenség helyének a kolesonos
tdvolsdga. Mér most
Ds
P=Z4¢—
(s ™

Minden osstés-résznek a végtelenség helyét6l legmesszebb esG pontja
vagyis f6pontja a végpontja. A (Ds) osatés-rész végpontja a végtelen-
ség helyétdl p tdvolsigban legyen, és vegyilk szdmba, hogy

Ps - (§)¢(£)u %:

A folosztdsok stiriségének hatdrtalan novelésében is: az Osszeg
minden tagjiban véges marad ¢ és p:r. Az elsd azért, mert |v akkora,
vagy nagyobb, mint a végtelenség rendszéma, a mésodik azért, mert
a figgvény-helyek arfinyosan vannak megvélasztva. Jelentsen K na-
gyobb véges értéket, mint amekkordt a

; E)“
+(;
kifejezés a vonalon egydltalin folvehet. Ugy

Ds
P<KE_—
i< (s) P
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és egyszersmind a foloszids sirtiségének végtelen novelésében
.Ds
Lim P <K LimX—-
Ol

Most az itt eléforduld Gsszeget dsszehasonlitjuk egy mds Gsszeggel,

r

wD's

ey

(s) st

El

amelyet a kivetkezileg képeziink. Az (s) cgyenes-résat I's egyenld
hosszisdgh részekre osztjuk. De a D's hosszisfigot dgy vélasztjuk, hogy
kisebb legyen, mint a végtelenség helyéhen kezd6ds (Ds) osztfis-rész
hosszisiga. Az s vonalhosszat az elsd (Ds') osatds-részhez ennek a végss
pontjdig, a tobbihez azok kezdd pontjdig szdmitjuk, Ggy, hogy s értékei
rendre

D's, D's, 2D's, 3D's,.., nD’s
ha t. i. a teljes vonal-hossz
(Ni‘l)D’S‘:b‘o
Az ekként meghatirozott dsszeg nagyobb, mint fontebb a K mel-
lett 1év6 mert a (Ds) és (D's)-féle osztéis-részek kozos darabjaihoz

s kisebb, mint a p. Igy

r

(s] "

Az elGirt modon részletesen kifejtvén az dsszeget, azutin D's helyett
s (nt1) frvin, egvenlGtlenségiink ekép jelentkezik :

2+(3) +() (ﬁ)”'

Bl (n+1)—p

Ha tehdt a p az egységnél kisebb positivus szém, dgy hatér-
egyenletiink szerint

< ( l'_ll
(P-*)n— —

Eként, ha a végtelenség rendszdma kisebb mint 1, tdgy sy meg-
vilaszthatd oly kicsinek, hogy mihelyt még kisebb, mdr a ved tartozd
Osszeg-rész hatdr-értéke tetszés szerint adott kiesinél kisebb.

2. Viégtelenség dsszegelési sik hatdr-pontjaban,
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A figgvényhelyek valamely ardnyos megvilasatdsdban legyen

2 Q| Do=PL;
(@)

ahol (9) az Gsszegelési siknak és oly korlapnak (') a kozds része, amely-
nek a centruma a végtelenség helye.
Ha a végtelenség rendszdma 1, vagy kisebb mint p, irjuk

D =
TIL

ahol 7 a figgvény-helynek és a végtelenség helyének kolesonds tdvol-
sdga. A végtelenség helye és a (Do) osstds-vész 16-pontja kizt a tdvolsdg
¢ legyen. Epagy kovetkezik, mint az 1. alatt, hogy I -nak hasonlélag
folvett jelentményében,

. D
P<KSS
(o) P
D
Lim P <K LimX Yo
(o) P¥
Az itt elotorduld Omwszeget méds Osszeggel hasonlitjuk éssze,
57’
(") i

amely az egész korlapra (o'} vonatkozik, és a kovetkez§ moddon van
megdkotva A végtelenség helye, mint centrum, korill kordket irunk

Ds, 2Ds, . ., (n+1)Ds

hoseztisdgti sugarakkal. Es pedig Ds hosszfisdgot tg gy valasLtJuk hogy
kisebb legyen, mint a legkisebb p, és hogy az (n+1)Db sughr a (o)
korlap sugara legyen,

(n+1)Ds=s,.

Tovabbéd a kiérdk kozos centrumdbol, vagyis a végtelenség helyé-
b6l igen siirfien sugérokat hdzunk ki, amelyek rendre egyenld DO
szogivek alatt kovetkeznek egymdsutdn. E sigarak szdma N legyen,
gy, hogy

NDO=2m=.

A korok és sugarak igen kis részekre osztjik a (0') kérlapot, s
ilyen rész teriiletét jelentse D'c az dsszegben. A centrum és az elsd
kor kozt foglalt (D'e) osztés részekhez legyen s=Ds; az elsé és méso-
dik kér kozt foglaltakhoz szintén s=Ds legyen; a mésodik és harma-
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dik kor kozt 1év6khoz s=2Ds; a harmadik és negyedik kozt 1év6khiz
s=3Ds; sit.

Az ily médon-meghatérozott 6sszeg nagyobb mint tont a K mellett
lévd, mert a (Da) és (D'o)-féle osstdsrészek kizis darabjaihoz s kisebb
mint a g, és mert ¢ nem kisebb, s6t uagvobb, mint ¢, Igy

P <K Z —
g () SI-'-
Azomban ha (¢")-nak két szomszédos sugdr kozt foglalt része 6", gy
wD'e 0
d‘_ — — H e
@8 @)
tehdt
P<KNZZZ,
(U"J Sp
A (0") kérszelvényben 16v6 D's terdletek rendre ezek :

L35 oy,

az s értékei pedig az eldirfs szérint a megfeleld sorrendben

(L, 1, 2,3, #)Ds:

1 g %(J)P 7(1) 211+1(1]; 1

i
Ho=HEE ) P

Kovetkezbleg

So 2_p

Mér most tegyiik fil, hogy a végtelenség rendszdma kisebb, mint 2.
Minthogy a p. csak azt a kirovdst viseli, hogy ne legyen kisebb, mint
a végtelenség rendszdma, igy foltehetjiik, hogy 1<p<l2. Ebben a
jogos foltevésben irjuk p=1+v, ahol o<lv<{l. Kapjuk:

(

Az nszdm hatdrtalan novesztésével az itteni 2 dsszeg masodik fele
convergens sorrd vélik, kivetkezGleg hatdr-egyenletiink értelmében

P,<2n K2

Lim P, < so 2,
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Ha tehdt a végtelenség rendszima kettonél kisebb, tgy s, és vele
egyiitt a (g) lap-rész megvélaszthatd oly kicsinek, hogy, mihelyt még
kisebb, mér a red tartozd Osszeg-rész tetszésre adoft kiesinél kisebb,

3. Végtelenség osszegelési tér hatdr-pontjdban.

A fiiggvény-helyek valamely ardnyos megvilasztasiban legyen

3| ®|Di=P,
%)

ahol (1) az Osszegelts terének és oly gombnek (T) a kozis része amely-
nek a centruma a végtelenség helye.
Ha a végtelenség rendszéma |b, vagy kisebh mint p, irjuk

|oj=2,
' e

ahol » a fiiggvény-helynek & a végtelenség helyének a kolesonis
tdvolsiga. A végtelenség helye és a Dt osztdsrész fGpontja kozt a tdvol-
sig p legyen. Eptgy kivetkezik, miut 1. alatt, hogy K-nak hasonls
mdodon folvett jelentményében

D
Pk
(=) P*
; e B
Lim P <K Lim X—"
T i, "
(z) ¢t
Az itt elgforduld Osszeget egy més Osszeggel hasonlitjuk 6ssze,
i D
dd =)
(=) s*

amely az egész gimbre (T') vonatkozik s a kivetkez6 médon van meg-
alkotva. A végtelenség helye, mint centrum, kardl gémb-folilleteket
irunk

Ds, 2Ds, .., (n+1)Ds

hosszuséigii sugarakkal. Bs pedig a Ds hossatisgot Ggy vélasztjuk, hogy
kisebb legyen, mint a legkisebb p, és, hogy az (n+1)Ds sugdr a (t)
gomb sugara legyen,

(n+1)Ds=s,.

Tovabbd a gomb-folilletek kozos centrumdbdl, vagyis a végtelenséy
helyébGl, mint esteshdl, igen vékony ghlikat képeziink a (t') gémbben,
amelyek e gémb foliletén egyenls s$2Do terfileteket hatdrolnak. E
ghldk szdma legyen N, Ggy, hogy

NDg=4r,
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A gomb-foliletek és galdk igen kis részekre osztjdk a (t') gomb-
tért, s ilyen rész térfogatdt jelentse DNt az Gsszeghen. A centrum és az
elsd gombfolilet kozt foglalt (D'T) osatéis-részekhez s=Ds legyen; az
els¢ és mésodik gombfélillet kozt foglaltakhoz szintén s=Ds; a méso-
dik ¢és harmadik koézt lévokhoz s=2Ds; a harmadik és negyedik koat
léyikhoz s=38Ds; sit.

' Az ily médon meghatdrozott Osszeg nagyobb mint a K mellett
16v6, mert a (Dz) és (D't)-féle osztéis-részek kozos darabjaihoz s kisebb.
mint a p és mert T nem kisebb, s6t nagyobb, mint T. Igy

<KE—
G,
Azonban, ha (t')-nak egy gila-része (t”), gy
D' D’
T N2t

o e

tehat

P <KN 2.

fr) 5!-‘-
A (") gildban lévé D't térfogatok rendre ezek :
(l 119 3ni43ni l)

'J

—r —3 — )s5)3
33 3 (Dg)*Da

az § értékei pedig az elGirds szerint sorban:

(L, 1,:2,°3,% ;n)Ds.
K:‘jvctkezﬁleg

1. T 19( )'1 il( '1 T n? —I-)JHI )‘L
‘ 2 3 S (we«

sl i P T

Mér most tegyiikk fol, hogy a végtelenség 1cm[uﬁ.ma kisebb,
mint 3. Minthogy v esak azt a kirovést viseli, hogy ne legyen kisebb,
mint a vcgtelen%g rendszéma, igy foltehetjiik, hogy 2<pn<l3. Ebben
a jogos foltevésben irjuk p=2+v, ahol 0<v<{l. Kapjuk:

1:2”( T —;z;a)(;f.,)

P_:<4nK TS —

Az n szdm hatdrtalan novesatésével az itteni X Gsszeg mésodik és
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harmadik része convergens sorrd vilik, kovetkezdleg hatdregyenletiink
értelmében

LimP 1<?}-.11:K Se¥ I

— [k

Ha tehdt a végtelenség rendszima hiromndl kisebb, tgy s, és
vele egyiitt a () gomb-rész megvilasathatd oly kicsinek, hogy mihelyt
még kisebh, mér a red tartozd Gsszeg-rész tetszés szerint adott kiesinél
kisebb.

4. Végtelenség egyenes vonalon, dsszegelésisik
hatdrdn,

A fiiggvény-helyek valamely ardnyos megvilasztisiban legyen

3| ®|Do=P,
@

ahol (o) az Osszegelési siknak s oly derékszig négyszignek (d') a
kozis részét jelenti, amelynek egyik oldala a végtelenség vonala. Az
osszegelési lap t6bbi részét nem szitkséges tekintetbe venni, mert mdr
esak végtelenstégi pontokat tartalmazhat, t. i. a kiilonds vonal vég-
pontjait, és, mert filteszszitk, hogy a végtelenné vilds rendszima kisebb
mint 2, s6t kisebb mint 1.

Ha ez a rendszim sehol sem nagyobhb mint p a vigtelenség
vonalén, irjuk

4

|® ="

i

ahol # a fiiggvényhelynek és a végtelenség egvenes vonalinak a kal-

esinds tdvolsiga. K vonal és a (Do) osztés-rész f6pontja kizt a tdvol-

sfig p legyen. Epigy kivetkezik, mint 1. alatt, hogy K-nak hasonld
madon félvett jelentményéhen

P<k3™°,
(a) "

Lim P5< K 1i mEDG--

@e"
Az itt elfforduld dsszeget egy mis dsszeggel hasonlitjuk dssze,

» Dd’

(o) s

amely az egész derékszogld négyszde tertletéve vonatkozik, s a kivet-
kezi mdodon van megalkotva. A végtelenstg egyenes vonaldval pdr-
huzamosakat vonunk a (¢') lapon, rendre
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Ds, 2Ds, 3Ds, . .,(n+1)Ds

tavolsgokban. Es pedig a Ds tavolsigot gy vélasztjuk, hogy kisebh
legyen mint a legkisebb g, és, hogy (n+1)Ds a derckszigi () lap
szélessége legyen

(n+1)Ds=s,.

Tovdbbd a pirhuzamos egyeneseken kordsztil igen stiriien merd-
legeseket vonunk, amelyek rendre D¢ egyenld tévolsigokban sorakoz-
nak egymisutin, N szdmi Dg hosszisdgi résure osztvin a pfrhuzamos
egyeneseket, mihez képest, ha a végtelenség vonalinak a hossza ¢, gy

ND¢=cq.

A pérhuzamos és a merdleges egyenesek igen kis részekre oszt-
jik a (¢') négysziget, s ilyen rész tertletét jelentse D' az dsszegben.
A viégtelenség vonalala 6s az els§ pirhuzamos kizt foglalt (1)'3) osatés-
részekhez s=Ds legyen; az els6 és misodik pdrhuzamos kozt foglal-
takhoz szintén $=Ds; a mdsodik és harmadik pdrhuzamos kézt 1évak-
hiz $=2Ds; a harmadik és negyedik kozt lév6khiz s=3Ds; sit.

Az ily médon meghatdrozott dsszeg nagyobb, mint fint a A mellett
1évd, mert a (Dg) és (D'g)~féle osztds-részek kizds darabjaihoz s kisebb
mint a g, és mert g semmi esetre sem kisebb mint 5. Eszerint

<K‘“D G
(@) s*
Azonban, ha (¢')nak oly része, amely két szomszédos mortleges
kizt van (3”), fgy

D's Ya
ekt
[_G"} _(;]J- (ur!\l‘\]l
tehiit
D’
P,<ENZ—_.
(q"‘;qp

A (") szalaghan 16v6 D's teriiletek, valamennyi =Dg.Dg,
mig az s értékei rendre

Kovetkezileg

(e

o Ke (n4-1)1—p %o
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Ha mér most 0<p<1, Ggy hatfir egyenletiink szerint
: K¢
leP5<1TILsol_u.

Ha tehdt a végtelenség rendszdma az egységnél mindeniitt kisebb
az egyenes vonalon, dgy s, ¢és vele egyiitt a () laprész megvilaszthato
oly kiesinek, hogy mihelyt még kisebb, mér a red tartozd Osszegrész
tetszés szerint adott kiesinél kisebb.

H.) Viégtelenség egyenes vonalon, "Gsszegelési
fér hatdrdn,

A fiiggvény-helyek valamely ardnyos megvdlasztisiban legyen

3| @ |Dr=P,
@)

ahol (t) az Osszegelési térnek ¢s oly egyenes kirhengernek (1) a kozis
része, amelynek tengelye a végtelenség vonala. Az Osszegelési tér
tibbi részét folosleges tekintetbe venni mert mir csak végtelenségi
pontokat tartalmazhat, t. i. a végtelenség vonalinak a vég-pontjait,
és, mert a végtelenség rendszdmdrdl folteszsziik, hogy kisebb mint 3,
s6t, kisebb mint 2.

Ha ez a vrendszéim sehol sem nagyobb mint p a végtelenség
vonaldn irjuk

¢

j®|=2,

rit
ahol 7 a fiiggvény-helynek és a végtelenség egyenes vonalinak a
kalesonds thvolsiga. E vonal és a Dt osatds-rész f6-pontja kozt a tdvol-

sfig g legyen. Eptigy kivetkezik, mint 1.) alatt, hogy K-nak hasonld
modon folvett jelentményében

D
P<K>
@p"
; D
LimP <KLimE——:—c-
T I
(0P
Az itt eltforduld Gsszeget egy mis Osszeggel hasonlitjuk dssze
ED'I:',
() s*

amely az egész kor-henger tér-tartalméra vonatkozik és a kivetkezd
mddon van megalkotva. A végtelenség vonala, mint tengely, koriil
(t')-ban kirhengereket irunk

Ds, 2Ds, 3Ds, . .,(n+1)Ds



154 DR. FARKAS GYULA

hossziisdgii sugarakkal. Es pedig a Ds hossziisfigit gy vilasztjuk, hogy
kisebb Iegvcu mint a legkisebb p, &s, hogv (n+ 1)Ds  akkora legyen,
mint a (Dt') kér<henger sugara

(n+1)Ds=s,.

Tovabbi a tengelyen korosztiil igen siirfien, arra merSleges
sikokat fektetiink, amelyek rendre egyenld D¢ tivolsdgban sorakoznak
egymésutin, N szdmad D¢ hosszlisdgd  részekre osztvin a tengelyt,
mihez képest, ha a tengely bels hossza ¢, fgy

NDg=c.

Végil, még a tengelyre igen siiriien sikokat fekfetiink, amelyek
rendre egyenls DO sudgivek alatt hajlanak egymdshoz, dgy hogy D
egy teljes kirfv If-ad részét képesi, tehdt

HDO=2x.

A henger-filiiletek, merGleges sikok és szdgelld sikok igen kis
részekre osztjik a () henger-tért, s ilyen rész térfogatdt ]olenbe D't
az Osszegben. A tengely &s az elso lwnwm-i'"l"lot kizt foglalt (D7)
osztids-részekhez s=Ds leg\en, az elsd &z mésodik henger-feliilet kazt
foglalt osztis-részekhez szintén s=Ds; a misodik é& harmadik kozt
lévokhiz s=2Ds; a harmadik & negyedik kizt 16vikhiz s=35Ds; sit,

Az fgy meghatirozott Hsszeg nagyobb, mint font a K mellett 16va,
mert a (D7) & (D7) osatdis részek kozos darabjaihoz s kisehh mint p,
és mert T nem kisebb =6t nagyobb, mint 1. Kivetkezileg

P <KZ—
() 8"

Azonban, ha (t)-nak oly része, amely két szomszédos merdleges
sik ds két szomszddos szigells stk kizt foglaltatik (77), dey
I)': Dt

— NHYE—»
@ s

tehdt
DT
P<KN ﬂv)—-— .
(’J
A (t") henger-szelvényben 166 Dt" térfogatok rendre

1 3 5H JJH]
735" )(n <. DO
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mig a megfeleld s értékek rendre

(1, 1,2, 3,.., n)Ds,

1 ’»ﬁ(_)-{_ ( ) 2134—1( )
2 2 2 2 2 \n i
(

n41)2- T

kivetkezileg

P.<2rkK:

Ha mér most a végtelenség rendszima mindeniitt kisebb mint 2
az egyenes vonalon, irhatjuk 1<p<2, és ugyanazon a madon, amelyet
2.) alatt alkalmaztunk, azt taldljuk, hogy

271:}'( g

o 21t

Ha tehdt a végtelenség rendszima kettdnél mindeniitt kisebh az
egyenes vonalon, gy $, ¢ vele egyiitt a (7) henger-rész megvilaszthatd
oly kicsinynek, hogy mihelyt még kisebb, mdr a red tartozd Osszeg-rées
tetszlés szevint adott kiesinél kisehb.

Végtelenség sik-lapon dsszegeldsi tér hatdrdn.

A fiigvény-helyek valamely ardnyvos megvilasztdsaban legven
= ™ . L=

3| ®|Dr=P,,

(7)

ahol (1) az Osszegelési térnek 6 oly (1) egvenes hasibnak a kizis
része, amelynek egyvik véglapja a végtelenség filillete. Az dsszegelési
tér tobbi vészét az elbbi D. &z a kivetkozd 7. alatti mmrhll.lpxtu-:uk
szerint  folosleges  tekintetbe venni, mert az mér cak  vigtelenségi
vonalat tartalmazhat, t. 1. a viégtelenségi lap keriilletén, & mert
folteszsziik, hogy a végtelenné vilds rendszdma mindeniitt kisebh mint
2, =6t kisebb mint 1.

Ha ez a rendszdm sehol sem nagyobb mint o a végtelenséy
foliiletén, irjuk

o=

ahol # a figvény helynek a végtelenség sik-lapjatél vald  tdvolsdga.
E lap és a Dt osztds-rész fG-pontja kozt a tdvolsig o legyen. lipigy
kovetkezik, mint 1. alatt, hogy K-nak hasonlé madon folveit jelentmé-
nyéhen

P <KZ

~

i)

"t._\_"Cj
r‘_

Ertesiti (term.-tud. szak) 1809, 10
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Lim P.<<K Lim X De

. () ¢
Az itt eldfordult dsszeget egy mis osszeggel hasonlitjuk Ossze,
r
i
t‘t')S“’

amely az eglsz egyenes hasdibra (1) vonatkozik s a kovetkez6 mbdon

i y \ - L * . 3 R -
van megalkotva. A végtelenség sik-lapjdval pirhuzamos sikokat képe-
ziink attol

Ds, 2Ds, 3Ds,. ., (n:1)Ds

-

tivolsdgban., IEspedig a Ds tdvolsigot gy vilasztjuk, hogy kisebb
legyen mint a legkisebb g, & hogy (n+1)Ds akkora legven, mint a
hasih magassiign

(n+1)Ds=s,.

Tovabbd a parhuzamos sikokon kirdsstiil redjuk merdlegesen igen
vikony egyenls dtmetszetd hasibokat fektetiink, amelyek N sziimi &2
Do tevitletl részekre osztjk azokat Ggy, hogy a vigtelenség lapjinak
a teriilete

4\’I) I=a.

A sfkok 6 a vékony hasibok igen kiz résmzekre osstjik a (1)
hasdb-tért, = ilyen rész térfogatdt jelentse D't az Gsszeghen. A vogtelen-
ség lapja 68 az elsd pdarhuzamos lap kizt foglalt (D'z) osztis-részekhes
s=Ds legyen; az elsd és misodik parhuzamos lap kizt foglalt osztds-
részekhez  szintén $==Ds; a mdsodik & harmadik  kizt lévakhiz
§=2Ds; a harmadik &s negyvedik kozt 1évikhiz s=3Ds; sit.

Af, ily médon meghatirozott dsszeg nagyobb mint fontebh a K mel-
lett 16vd, mert a (D) és (D'7)-féle osutdsrészek kiuis darabjaihoz tartozd
& kisebh mint g, ¢¢ mert ©° semmi esetre sem  kisebb mint t. Eként

P_<K D_‘c.

()

Azonban, ha (¢)-nak egy vékony hasdbban foglalt része (77), Gey
als. o« D%

R e

@@ ¢

tehat

P.<KN3 - D'z

f"”j ‘u
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A (t¥) vékony hasibban 1évé valamennyi D't térfogatok = Ds.Dag,
az s 6rtékek pedig rendre

(1, 1, 2, 3, .., n)Ds.

)

1):<K,3 o e .501._ 1,

Kovetkezdileg

Ha mdr most O<pu<1, dgy hatir-egyenletiink értelmében

5, 1,

Lim P,<—Ks
N

Ha tehdt o végtelenség rendszdma az egységnél mindeniitt kisebb
a sik-lapon, dgyv 5, & vele egyiitt a (t) hasdb-rész megvilassthatd oly
kicsinynek, hogy mihelyt még kisebb, mér a rved tartozd Osszeg-rész
tetszés szerint adott kiesinynél kisebb.

7) Az dltaldnossdg

Véges  kiterjedéstt  geometriai alakzatban a @ fligevény egyes
pontokban, vonalakon, foliileteken végtelen legyen oly 1'{_‘11(la/.amul\
szerint, aminGket a hat dltaldnos propositio féltételez.

Vilaszszunk ki a geometriai alakzathdl oly részeket, amelyek
mindegyike vagy egy kiilénds pontot, vagy egy kiilonds vonalat, vagy
kiilonds vonal egy darabjit, vagy egy kilonds foliiletet, vagy kiilonds
folillet egy darabjdt tartalmazza a hatdrdn, mint végtelenné vilds helyeit.
A geometriai alakzat t6bbi részében schol se legyen végtelen a filggvény,
a hatirdn sem, minek kivetkeztéhen ezzel a tibbi részszel nem kell
torGdniink. Megjegyzendd, hogy az alakzat-részek ilyetén kivdlasztdsa
még akkor iz lehetséges, midén kiillonos vonalak, foliletek metszik
egymist,

A kivdlasztott részek vagy vonalak, vagy foliletek, vagy térek,
Ezeket egyenkint leképezziik ; a vonalakat egyenesekre, a félileteket
sikokra, a téreket més térekre. Ugy képeszitk le, hogy a.) képik
hatfra hatdruk képe legyen, s kiilonis vonal képe egyenes, kitlonds
folilet képe stk legven; b.) ha egy osztisrész (D), és ennek a képe
(D), gy a Da:Do; hinyados ne lehessen végtelen nagy; c.) ha
(Do) f6pontjinak tdvolsdga a killonds ponttdl vagy vonaltdl vagy
foliilettsl, illetGleg utdbbiak esetében legkozelebbi pontjuktol g, és ha
(Da,)-ben a killonds pont képétsl vagy kiilonds vonal egyenes-képétsl
vagy kitlonds felilet sik- l(tl)l‘t(}] l(‘gnlt“s-:?(‘hb fekvé pont tivola g,
gy py:p ne lehessen végtelen. Mindenesetre megvilaszthaték olyképen
az egyes alakzat-részek, hogy ezek a kivetelések is teljesitheték legyenek.,
Kittinik ez mér abbdl, hogy az alakzatbdl kivdlasztott részek lehetnek

10%
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oly kicsinyek, mikép pontjaikat tetszésre adott kiesinél kisebh utakon
mozdithatjuk el Ggy, hogy ez dltal a leképezések az a.) értelemben
teljestiljenck, amidén aztdn egyszersmind a (Do) osztds részek az 6
(Day) képeiktdl, a p tdvolsigok pedig a g, tdvolsdgoktol kis mértékben
kiilombiznek.

Mér most legyen a fiiggvényhelyek valamely ardinyos megvilasz-
tdsdban a X| @ | D oly része, (XXII), amely egy kivdlasztott alakzat-
részre terjed ki

2| @ Da=F;

.

()

Ha a végtelenné vilds rendszdma az () hatdvdn 1évé killonos
pontban vagy vonalon vagy foliileten nem nagyobb, mint p, gy
r-rel jelélvén az ily hely s a fiiggvényhely kozt lévi  tdvolsigot,
rit | @] mindeniitt véges marad az (B)-ban, a {Glosztdsok  stirdségének
hatdrtalan nivelése mellett is. De véges marad p:r i, a figgvény-
helyek ardnyos megvilasztisa miatt, & a foltevés szerint p,:1p i
Igy viges marad

= |
el
=12

|

tehdt véges marad
1 o
(F;_l) D =gt D,

Mivel pedig a foltevés szerint D@ : D@, hdnyados sem lehet

végtelen nagy, igy ebben az identitashan :

[@| Do= I_);_u?l“l o 20
: I)U.)l : Plp’

a jobb oldalban foglalt utolsd tort-alak szorzdja mindig véges. Kivet-
cezdleg agyobb  véges érték, mint <kordt ez a szorzd
kezdleg, ha K, nagyobb véges érték, mint amekkordt ez a szorz
egyéltalin folvehet,

LD
P.<KXE—
0] [U)I.) P-IL..!.

Ugyanolyan kifejezés ez, amilyen a hat elébbi tdrgvalis alapjit
képeste . . .

Végre az alkalmazisok érdekében jegyezzitk meg est az ésare-
vételt: soha &s semmiféle czélra sem szitkséges oly folilet-elemek és
tér-clemek szdmba vétele, amelyeknek beszigelléseik vagy hatdrtalan
kicsinyitésiikkel el nem simulé behajldsaik vannak,
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XXVI. Tér-integralisok reductioja.

1. Ha véges kiterjedési@ T térben a hely @ fiiggvénye folytonos és
i irdnyban derivilhatd figgvény, és deriviltja is folytonos, akkor ez a
tér-integralis :

IES s
0

folilleti integralisea reducdlhatd, amely a 7' tér hatdr-f
vonatkozik. Még pedig ha a félilet Do elemének befelé mutatd
normalisa » irdnyd, dgy

1= —\ D cos (i, #)Da,
- '51

ahol (¢, 1) az ¢ és n ivdny szoge,

Ennek a folismerése végett vegyink {6l a 7 térben egy végtelen
vikony hasibot, (D7), olyant, amely pirhuzamos az i irdnynyal ¢« az
S két eleméhen, (D, a), (Dy5) végzddik, amelyek mindegyikéhez egyetlen
befelé mutatd normalis ivdny 1, 6és n, tartozik., A tér-integralisnak
azt a végtelen kis részét, amely erre a hasibra szoritkozik, jelGlje DJ:

Di= \ :q}I)-

v/ (3
br

Qs 2

Ilyen integralisok dsszege képezi az egész I integralist.

Most a (D7) tér-elemeket dgy vdlaszszuk meg, hogy a (D7) -féle
hasibok mergleges Atmetszéseibdl  szérmazd  teljes  dAtmetszeti hasdb-
clemek legyenek. Ha egy ily hasdb-elem hoszsza D2, s a hasib-metszet
teriilete Da,, dgy Dt=Dg,DA, és

LI}
])I:Dﬁu\ O.fI.JI):\,
J, 00

ahol a A index a hasib egy oldal-vonalit jelenti. ~ Azonban, ha a
(D2)  vonal-elemnek, mint i@ ivdnyd vectornak, a végihez és elejéhes
tartozd @-érték  kilombsége D@D, Ggy @P-nek az ¢ irdnyn  deriviltja
(XVII) nem mds, mint D®: DA, tehdt

1)1:1)5.,5 DD = (O,—D,)Dg,,
A
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ahol @, a (&) vonalnak, mint ¢ irdnyd vectornak, a végthez, @, az
elejéhez tartozd &rtek.
Minthogy *

Doy =cos(i, #,)Dyo=— cos(i, ny)D,0,
igy egyszersmind
DI=—®,cos(i, 0, Dyo—Dycos(i, 125)Dyo

Az ilyen kifejesések Osszegeléséhol

1 :~—«S Deos(i, n,)Deo,
6’

azaz

- —.DT:——\ Dcos(4, w)Da.
r vSs

Igaz, kiilénds mddon vélasztottuk meg a tér-elemeket és folilet-
elemeket, Mivel azonban tetszés szerinti mds vélasztdsban is mindegyik
integralis ugyanazzal az értékkel bir, fgy 4ltalinosan érvéuyes ez az
egyenlet, ha @ folytonos és az ¢ irfinyban derivilhatd fiiggvény, &s
derivéltja is folytonos 7-ben.

2. Akkor is 4ll ez a tétel, ha egyes pontokban nem folytonos
a @ figgvény és derivdlja, de vagy véges, vagy a fiigevény végtelen-
ségi rendszdma 2-nél, deriviltjdé 3-ndl klsebb

Ennek a folismerése végett irjunk egymdst nem metsz6 gémb-
folilleteket igen kis p sugdrral a kiilénés pontok, mint centrumok, koriil.
Belss pontok koril teljes gdmbfoliileteket, a hatdron lév6k koriil a hatdr
folilletig terjeddket. Az utébbi gémbfélidetek a T tér hatdrfoliletébsl
bizonyos részeket metszenek ki. A hatfir-folilet tobbi részét jelolje S
és az Osszes gombfilitleteket o jeldlje. Végre a T térnek azt a részét,
amely az S folillet s az Osszes gdmbfGlilletek kozt van, jeldlje 17

A T’ tér nem tartalmazvén kilonds helyet, erre vonatkozdlag
folirhatjuk a reductiés egyenletet :

oD )
—-Dt=—\ Dcos(i n)l)c-— ®eos(s, n)Do.
o1
77 Y o

A hdrom integralist jelolje roviden Iz, I I, Az el6bbi czikk
értelmében a p lehet oly kiesiny, hogy mlheiyt még kisebb, mér
17" és I az egbsz T-re és egbsz S-1e tartozd integr alistol tetszés szevin
adott kicsinél kisebbet kiilonbozik. De egytttal oly kicsiny is lIchet
a p, hogy mihelyt még kisebb, mér §Ig| tetszés szerint adott kiesinél
kisebb. Err6l kell meggy@zddnink.
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A fiiggvény-helynek s a legkizelebbi kiilonds pontnak a kilesi-
nds tavoldt jelolje r. A Y, véges constans, ésa pszdm akkora legyen,
hogy a 7" térben mindeniitt

| <l n<2

Vildgos, hogy

17a

.
\ T <b5 Ds.
=

P e :
Ha tovibbd a kiilinds pontok szdma N, Ggy az ittt 4ll6  integralis
semmi esetre sem nagyobh mint 4mwNp?, tehdt

| I, | <4mNdyp-r.

Minthogy a foltevés szerint p<2, igy a p megvilaszthatt oly kiesiny-
nek, hogy mihelyt még kisebb, mér |Is| tetszés szerint adott kiesinél
kisebb.

3. Akkor is dll a reductids tétel, ha egyes vonalak pontjaiban
nem folytonos a @ fiigevény és derivdltja, de vagy véges, vagy a
fiiggvény végtelenségi rendszdma 1-nél, a derivdltja? 2-nél kisebb.

Ennek a folismerése végett dvezziink kordl igen kis egymdst nem
metsz foliilettel minden egyes Osszefiiged kilonds vonalat, mindegyiket
olyannal, amelynek dszszes pontjai ugyanabban a p tivolsighban vannak tsle
vagyis legkdze- lebbi pontjitol, Lehetséges ez tirési és eldgazdisi vonal-pon-
tok létezésében is. Amely kiilonds vonalak dtdéfik vagy érintik az S olii-
eltet, vagy rajta fekiisznek, azok GvedzGje igen kis részt metsz ki az S folii-
lethél. 1 f6lilet t6bbi részéi jelilje S'. Az dvedzd foliletek Osszestott
jelolie o A 7" térnek azt a részét, amelyet S és o hatdrol jelilje 77.

Minthogy a 7" tér nem tartalmaz kiilinis vonalakat, s legfiljebb
kiilonds pontokat tartalmaz, amelyekrdl filtegyiik, hogy megfelelnek az
elhbi tdrgyalds kivetelményeinek, gy

5 ?El)t: —& Deos (i, 1.*.}1)5—5 Deos (i, n)Dsa.
7 =4 o S! i

Ugyan olyan okbdl, mint az el6bbi tdrgyaldsban, most is esak
arrdl kell meggydzGdniink, hogy g lehet oly kiesiny, mikép mihelyt
még kisebh, mir a g-ra 2016 integralis absolutus értéke tetszés szerint
adott kiesinynél kisebb.

Ugyanoly madon defindlvin a §, econstanst és a p szdmot, mint
elébb, de azzal a kiilinbséggel, hogy most p<1 legyen, most is

Y
5_Ig|<f“-5 Da.
e
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)

A o foliletet p sugarG kirds es6filiiletek és p sugard gimbfoliletek,
utébbiak a kiilonds vonalak végeinél, tirési és  eldgazisi pontjaindl,
képezik. Ha a killonis vonalak hossza dsszesen A, ¢ ha a  végek,
tordsi ¢s eldgazdsi pontok szima dsszeviéve [, Ggy bizonydra

S I)G‘<2ﬁlp +4:tﬂrp 2

=1

mert a gimbfoliletek soha sem teljesek, és dltaliban a esdfdlitletek
sem feljesek, Tgy

| IG : <2ﬁ(}\+2.}'{'p]¢gpl_ll

Minthogy a féltevés szerint <1, ennélfogva g lehet oly kiesiny,
hogy mihelyt még kisebh, mér | Jz| tetszés szevint adott kiesinynél
kisebb.

4. Ha a @ fiiggvénynek folytonossig-szakaddsi folitlete van a
T térben, akkor mér reductits egyenletiink nem helyes.

Azonban, ha véges a filggvény az ilyen féliileten, és folytonossig-
szakaddsa abban 4ll, hogy a folilet egyik oldaldra mis érték-rendszere
tartozik, mint a mdsikra (XVI), ha tovibbd a fiiggvény deriviltja
vagy viéges, vagy elsénél alacsonyabb rendd végtelen az eftle fdlileten,
akkor létezik egy mis reductiés egyenlet.

Ehhez dgy jutunk el, hogy a 7' tért fililletekkel oly részekre
a részekre osatd fililletek a kiilonos folileteken fekiisznek. Az egves
T\, T, .. tér-részekre érvényes a reductios egyenlet:

. a(b » .
\ 5Dr= —\ ®cos(i, Do
. ot o

7 S
-l 7
s -—D1t= ~--g Deos(i, n)Do
. a o o

7 S5

Ez az 1. mintdjara kivetkezik akkor is, ha a derivilt a mondott
madon végtelen.
Osszeadasukbdl folydlag

. F‘i(‘ il
\ 9,;-1_—’]).5-:—2\ Deos(i, n)Ds.
v ,‘,‘o*' & SA‘

De ezt a kifejezést hasznosabb alakra vezethetjitk. Az S filiiletek
Gsszesbgének  egy része a 7' tér S hatdr-foliiletét képezi, (6bDbi része,

két-két szomszédos tér-osztdly hatdran kizos foliilet-darabokat képeznek.
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Ha tehdt o egyik oldalit (+) mésik oldalit (—) oldalnak nevezziik,
gy megfeleld jelzés-mod alkalmazdsival :

S%?DT—"Q Deos(i, #)Ds [@ cos(i, n, )Ds +®@ cos(i, n )Dg ]
7 Ys

Vilaszszuk gy a Doy és Do foliillet-elemeket, hogy kettenk ‘nt
azonosak legyenek. Egyszersmind vegyiik tekintetbe, hogy ugyanazon
a helyen

cos(i, 1 ¢ )+eos(i, n_)=0.
Ehhez képest
» Qq) il
S ;;,—D-.:—q @ cos(i, ?a)Dcm\ (@4 —D_)cos(i, ny)Da.

T ity g

Minthogy pedig a o foliillet-rendszer esetleges oly részén, amelyen
nines f()]vtn:11{)&411,0'«!&]\‘1(]&\'1 a @ fiiggvénynek, (I) (I)_—U, gy a o
kizdrolagosan a folytonossig-szakadds folileteit ‘]elontheh

Emellett el6fordilhatnak a 2.) és 3.) alatt tdrgyalt folytonossdg-
szakadfisok, amid6n aztdn ez az egyenlet a reductio legdltalinosabh
alap-formulédja.

Egyszertiség kedveért bizonyos dltaldnossigokban czélszer ezzel a
_}f'lnlu-nmcl dal ¢lni :

\ D, cos(t, n+)DG:S Deos(i, n)Da,
4
g D _cos(i, ﬂ_)I)O‘ZS Deos(i, n)Ds.

w

[+

L+

Akkor aztin

j Srve=—{ @i me
.

Sty 4o

Ha csak od: 6! szenvedne folytonossig-szakaddst a o félileteken
a fent definidlt mddon, azonban @ nem, akkor nyilvinvaléan a kézin-
séges reductio érvényes, mert a o fililetekre vonatkozd integralis
eltiinik.
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XXVII. Tér-integralisok részleges reductidja.

1.) Ha a véges kiterjedéstt T térben I és P a hely oly fiiggvénye,

hogy szorzatuk, I'P, az ¢ irfnyban derivilhato folytonos fiigevény
¢ deriviltjn iz folytonos, tdgy az eldbbi czikk Eértelmiében

\‘ U{I‘P} _\' FPeos(i, m)Da
AN-TH .

| Ry

86t még akkor is érvényes ez az egyenlet, ha I'P ¢z deriviltja egyes
lmuml\hm és egyes vonalok pnni]dlh.m fo[vl,mum.ur-aa tkaddsos, de vagy
viges, vagy FP végtelenségi rendszma kiillonds ]mmln:m kizehb mint
kettd, killonds vonalon kisebb mint egy, derivilijinak viégtelensiégi
rendszdma pedig kiilonds pontban kisebb mint hdrom, kiilénis vonalon
kisebh mint kettd.

Most tegyitk fil, hogy ezen filill a 7' térhen I7 és P dltaliban
(XV) kiilon derivilhatok ¢ irfnyban, & az

p2E,  pPE
o o

szorzatok egyenként legféljebb oly mddokon tantsitanak folytonossde
szakaddst, mint az P szorzat lI(‘ln:tIt].l Akkor e két szorzat mind-
egyikének van tér-integralisa a 7' térre vonatkozdlag, és a kit integ-
ralis dsszege

\ F‘9£1)1+S quf‘l)’»fg. (I O\P POF —g 9-{-1‘—91)1.
. oi di . oi J  di
7 T T 7

Kivetkezileg

5 P?\{an:—\ Fi{)l)'t—s I Pros(i, n)Ds.
; 0 J,. i J

Ha folytonossig-szakaddsi foliletek, o, fordilndnak els, amelyeken
az P szorzat legfoljebh olyszerGen tantsit  folytonossg-szakadst,
mint az elobbi caikk 4.} részében @, s a két derivdltos szorzat oly-
szeriien, mint ugyanott @ deriviltja, akkor egészen oly madon kivet-
kezik, mint ugyanott, hogy

5 P{{-D::—S Fé;fl)r ~\ FPeos(i, n)Dr.
, , O by e
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Itt a baloldali tér-integralis részint {6lileti 1||t.e,<_1 ralissal, részint
egy mis térfogati mtmndhaml van kifejezve. Ilyképen vald elGallitdsat
részleges reductidjinak nevezziik.

E?, az egyenlet formalisan magdban foglalja a teljes reductio egyen-
letét, amennyiben az dltal, hogy P=1-et frunk, az utobbiba megy &t.

2.) Ha F & @, I' ¢s R oly tulagjdonsfgiak a 7' térben, wmint
I és P, ¢és ha emellett az 4 l)ﬁlm(,l\' irdny lehet, irjuk ur\'cnlct.unk-
ben F, P és i helyett vendre F, Pés x; F U és I' I & 2.
Aztdn adjuk Ossze a hdrom cgycn]etet.

Rovidség kedveért tévén :

cos(z, n)=a, cos(y, n)=3, cos(z, n)=y,

OI‘ 'T QP‘
(P Lal-l—]v 3’)1)1:_,

-

5 dP on BL,

= F.D »—\ (Pa+)3+1y) F. Ds

.5‘+0+ 40—

3.) Ha a (P, ¢, i) vectornak van potentialisa, @, a 7" térben,
gy, ezt a szokfisos roviditést haszndlvén :
o'd o2 o

7 Epea o0

a (XVII) ezikk értelmében, ahol most az ¢ irdnyon » irdny gondolandé :

\ (O_‘I-’-E-L O e e L i | ‘I’F Do.
rd.:;o:?: dyody "5z 5z J . an

n/

4) Ha @ ¢és 0F:00, @ 65 0F:0y, & & oI": 9z uh tulajdon-
shounk, mint a 2.) résben F 6s P, F 6s @, F és R, tehit oly
tulaj lonsdgiak, mint a 3.) részben F 6s E(D:B.u, I és ooy, 17 és
oM : 3z, akkor az iménti egyenletben I? és @ foleserélhetdk. Cseleked-
jilk meg a fileserélést, aztdn az 4 egyenletet vonjuk ki az eredetibl,

Ily mddon a kivetkezs egyenlethez jutunk :

“r

\ (@07 F. A0D= —j (05— 75,)v-

5.) Ha a (P, ), It) vectornak vector-potentialisa van a 7" tér-
ben, akkor (XXI.) szerint
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. 8P oQ oR -
ETN Oy NETR

“

tehdt a 2.) részhen az egyik tér-integralis eltiinik, és a részleges reductio
teljessé vilik.

Legyen (U, V, W) a vector-potentialis. Ha I és m tangentialis
ivdinyok a Do folillet-elemnél és merdlegesek egymisra Ggy, hogy
[, m, n oly helyzeti viszonyban vannak, mint rendre a helyhatirozd
tengelyek: jeloljek L, M, N a vector-potentialisnak az [, m, n irényra
tartozd componensét. Akkor (XX, 3b) értelmében

S [ 8W~__EEK @l_" <8U. SW oF (%_Z’_ng %g]

oy oz
oM 3L
:"“S (‘a‘z‘am)F Da
stofpto

6.) Ha (X, Y, Z) vectornak T térben van vector-potentialisa
(U, V, W), &, ha U & W, U & V, V'és U, V' és W, W &V,
W' és U pauonkent oly tulajdonqaguak, mint 1.)-ben F és P és emel-
lett az ¢ barmely irdny lehet, Ggy vessiink ligyet erre a tér-integralisra :

S (U X+ V' Y+ W' Z)Ds

r

Behelyettesitvén ebbe a kdvetkezbket :

oW oV -1 BW oV eU
Xz;Wugz’ Iﬁ% B’ Zmax Ty

ez fltal hat tagra szakad az integrdlandd flggvény. Végezziink mind-
egyik tagra vonatkozblag részleges reductiot. Ha az (U, V', W) vee-
torral vector-potentialis médjdra meghatérozott vector (X', Y', Z7),
azaz, ha

,_OW oV Y,:BU’ oW’ P ay’ ou’
oy 6z~ B8z 8z “or oy

akkor a reductiok folytén
5 (U'X+V'Y+W' Z)Dr= S (UX'+VY'+WZ"\D1+
T T

(WB—VDUHUy—W )V (V'a—U'B) W |Ds.
Stolte - ' ) .
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7.) Abban a killénds esetben, hogy az (U’, V', W) vectornak
van a 7T térben potentialisa, F, az egyik tér-integralis eltdinik, mert

X'=o, Y =0, Z'=o,
s a reductids egyenlet, részletesen kifrva, igy jelenik meg:

J(ER T S g

- Cli S
stopto

8.) Ak4rmily functionalis Kkifejezés tér-integralisdn végezziink
reductiot, ennek az alapjit mindig a (XXVIL) czikk végén jegyzett
egyenlet képezi: bérmely reductiés egyenlet térfogati része mindig oly
tagokra vezethetd, aming cnnek az egyenletnek a baloldala; ecsakhogy
a kiilonbozo tagokba kiilonbsz8 figgvény és irdny tartozhatik.

Azonban akdr hény ilyetén tagot tartalmazzon a térfogati rész,
ha az egyes figgvények 4ltaldban mindenkép derivdlhatok a kijelolt
térben, Ggy mindig hérom ilyetén tagbdl Allithatd Gssze, amelyekben
az irdnyokat a coordinata-tengelyek irdnyai képezik. Mert azoknak a
figgvényeknek bérmely irdnyt deriviltja a coordinata derivéltakkal
fejezhets ki, (XVIIJ.

Tényileg, legyen

o0, o,
r=\ ( e
i, | Bzzr K
Ha az ¢ irdny cosinusai ay, B3y, v, sit., dgy
oD, od, 4P, oD, ,
B, a0 gy Mg S
Ha tehdt irjuk:

D0+ Do+
D, 3,+ D {3+
(I)l"{l'r‘(bwh’f"

IH [} 'll
=@~

akkor

of dg oh
I= S (a Yoy tar /0T

Mithogy pedig a reductio utdn
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I:S [D,cos(7y, n)+D,cos(ty, n)+ . .[Do
stotton
és, minthogy
cos(t, w) =0, o+ 3, B+y,Y, sth.,

" ennél fogva

of 9y ah) S .
AL T D= D
ST( 5 r8y+5’z T (L]‘ocfg@Hw) s,
Stogpto—
akér teljesiti egyenként f, g, b eldforduld derivéltja i, w. m. of:dx,
8g: 0y, Oh:0z a (XXVI)-ban kiszabott foltételeket, akdr nem, hacsak
®,, 0D, :0i; sth. teljesitik azokat.

XXVill Tér-integralisok Gauss-Green- és KircHHOFF-féle reductidja.

Tegyitk {61, hogy a hely I, &, Il figgvényel a kivetkezs
tulajdonsdgokkal birnak a T térben : 4ltaldban folytonosak ; amely pont-
ban nem folytonosak, abban vagy végesek, vagy végtelenségi rendjik
kisebb mint 2; amely vonal pontjaiban nem folytonosak, azon a
vonalon vagy végesek, vagy végtelenségi rendjik kisebb mint 1;
amely folillet pontjaiban nem folytonosak, azon a folileten mindkét
oldalrél hatdrozott végesek ; rendre #, y, # szerint Altaldban derivél-
haték ; derivdltjuk 4ltaldban folytonos; amely pontban nem az, abban
vagy véges, vagy végtelenségi rendje kisebb mint 3; amely vonal
pontjaiban nem folytonos, azon a vonalon vagy véges, vagy végtelen-
ségi rendje kisebb mint 2; amely folilet pontjaiban nem folytonos,
azon a foluleten vagy véges, vagy végtelenségi rendje kisebb mint 1.

E foltételek alatt (XXVI)

S ?%G é,_]ﬁm:-s (Fo 1t G3 1 Hy)Do).
7 %% oy oF Stofto—

Ezek a foltételek tobbet tartalmaznak, mint amennyi ahhoz
szitkséges, hogy az integralis-egyenlet helyes legyen. Valéban, e fol-
tételek egész Osszesége csak Altaliban véve szikséges: a fiiggvények
bizonyos alakrendszere kielégiti reductids egyenletiinket, jollehet némely
elgirt foltételt nem teljesft.

A foaggvények bizonyos alak-rendszerének pedig més reductids
egyenlet felel meg amiatt, hogy némely el6irt fotételt nem teljest.
Ennek az alak-rendszernek egy specialis fajdra vonatkozik egy Gauss-t6l
egy GREENtO] és egy Kironuorrtdl szerzett reductio, amelyek mindegyike
alap-vetd jelentdséggel bir az alkalmazdsokban.
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1) Tegyitk fol, hogy az (F, &, H) vector a T tér belsejében
lévs a, b, ¢ pontban mésodrendii végtelen, a (1" :0x, 0I": 0y, OF : 8z)
veetor pedig ugyanott harmadrend( végtelen, de a

oF 56 oH
or Oy " oe

dsszeg vagy viéges ebben az a, b, ¢ pontban is, vagy harmadikndl alaeso-
nyabb rendden végtelen, és az a, b, ¢ pont nem pontja kiilinds vonalnak
vagy kiilonos folilletnek, azaz korvill zérhatd oly folitlettel, amelyen
beldl az F, (, Il figgvénynek és a 8F: dr, 6(:9y, 811: 0z fage-
vénynek nines mds kiilonos helye. mint az a, b, ¢ pont. Ilyen filiiletet
jeloljon a kavetkez6kben § és a koriilfogta tért jelilje majd 7', mert

a tér fobbi részével nem kell térGdniink.
Ha az a, b, ¢ kiilinds pont nem léteznék ebben a 7" térben, akkor

ar o7 OH :
\ ( = Dr_—s (Fo+ GR+Hy)Da
Br; oz i
s

volna. Az a, b, ¢ pont miatt dltaliban nem érvényes ez az egyenlet, jollehet
a két lllt(‘“tﬂ.]l‘- létezik. Altaldban nem ér vényes, mert (\\\'I) ér telmclmn
olyan Iw.wm egyenletet foltételez, amelyek rendszere ezuttal nem létezik.
Azonbawr f.u]uk kirill az a, b, ¢ ]mntnt oly S' folilettel, amely
egdszen a T tér belsejében van. Az &' és 8 folillet kiut foglalt 7—17"

térre alkalmazhatjuk a reduetiot :

oF oG oH 10 | (7 8+ Hh
(ox+8y 57 )P = Ss\(fa-{—(rp-l—ﬂy)l)c—.\ q'(}”cr +GR+Hy)Do
w! ’[‘__y‘r

tér, 77, mgt(,leuui khebbed_]cl\, a I——T’ terre 22616 111t(=g‘r.111~ értike
végteleniil kozeledik a 7' térre sz016 integralis értékéhez, mig az S
felilletre 52016 integralis véltozatlan marad. Kévetkeztleg az §" foliiletre
sz616 integralis szitkségképen hatdrozott véges értékbe convergdl, amely
fiiggetlen attdl, hogy milyen alakzaton vezetjilk 4t az 8" foliiletet,
— az «a, b, ¢ pontba, vagy ezen a ponton dtfekvd vonalba, vagy
foliilet-davabba terelvén pontjait avéghdl, hogy tértartalmét, 77, el-
enyésztessiik.
Ezek utdn irjuk :

ahol # az @, y, # flgegvény-helynek az @, b, ¢ ponttdl mért tdvolsiga

rr=(r—a)4(y—b)2 +(2—c)?,
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u, v, w pedig az x, ¥, & coordinatdknak, az v tdvolsdgnak, és az

irfny-cosinusoknak, mint fiiggetlen argumentumoknak, derivilhatd foly-
tonos fiiggvényei legyenek a 7' térben, és e térben a hét argumentum
mindegyikére képezett partialis derivéltjuk 1s folytonos legyen.

Minthogy a viltozd S’ fililles megvilasztdsa kdzombos a végso
eredményre nézve, vilaszszuk meg ezt kisebbedd gombfoliletnek «, b, ¢
ponttal, mint centrummal, és p sugdrral:

S (Fa+ (B +HY)DGE§ ua v rwyy

s st e?
Ebben az integralishan A=« sth. Ha tehdt altalinosan
w=u(z, y, #, r, A, 11, v), sth..
igy ebben az integralisban
w=u(z, ¥, £, p, &, B, ¥), sth
és, ha irjuk:
u(a, b, ¢, 0, @, B, v)=u, sth.
akkor
. Y 0
Lim S (Fou+GBrHy)Do= les o 05 26,93
7'—»o0" s p—%0Ys e
Gondoljuk most az a, §, ¢ pont, mint centrum, kordl a sugdr-
yQéggel képe7ett (o‘o) gbmbfdliletet. A (Do) folillet-elem centralis

Ds=¢Dg,.
Eszerint

Lim S (FOHGB%—H')/)DG:S (o240, B+1047) Do,
Ty oV s 3,
Kovetkezésképen

[5G o) o=

T

[ o bo4aw
=~—~5 _—7E~~1DG~!S (et +10,7)Day,

) Ty
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haesak a térfogatilag integrdlandd kifejezts vagy véges az a, b, ¢ helyen
is, vagy vigtelenségi rendje kisebb mint hdrom.

2.) Ha egyenletimkben a o, géombfdliletre =z616 integralis=o,
akkor végeredményben kizinséges reductioval van dolgunk.

Erre valé példaképen tPtrvul\ fol, hogy az egész 1" térben

w=nRp--v, v="Pv—RL, w=Q,—Py,
ahol P, @), It ngyanazokkal a tulajdonsdigokkal birjanak, amelyeket az
uy, vy fligevényekre  rottunk ki, azaz @, y, £, v, A, b, v derivilhato
folytonos filggvényei legyenck, & a hét argnmentum mindegyike szerint
képezett partinlis deriviltjuk is folytonos legyen a 7' térben. Most
urArp v =o,
¢ mivel a g, gombfoliletre sz616 integralisban
=1ty =I,3— 0y, sth.
ey egyszersmind
Mottt B0,y =0,

tehdt  bekdszdnt a kizinséges reduetio. Csakhogy a térfogatilag integ-
rilandd kifejezésnek  vagy  végesnek kell lennie az «, b ¢ hv]u;-n

is,
gy S-ndl alacsonyabb rendden végtelennek.
Megdllapitandik e kovetelés foltételét, vegyiik szdmba, hogy
or ., Or or
w= " By M BTV
o 1—A* oL I Ok M
gr— r Oy r 0z 1
ou. ph o Op_ 1—p®  Op Ly
br— 1 ay r 8z 1
oy vh OV vp oy 1—w?
sz~ r By r 8z r
I A P, (), B figgvényeknek, mint a hét argumentum fiiggviényének
a partialis lll'l‘l\.l.l:j.r-;’ll & jegvayel jeloljiik, mlhc'z. L{pe-d
| aP 3P 3P, 8P1—)3 &Pl 3Py
5z bz er T EN ¥ _a_p.] & r  sth.

A tér-integralisban kijelentett deriviilizok ¢z az dsszeadds elvégrize
utin  oly I\va]onwlw? jutunk, amelynek nagy része identice kiesik az
uwze'rlarl ¢s marad ;

11
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. ax(w) aj<¢-) az(w)'
=G G (B M

[%]z 552)“ P g)“@f Zf) ]

G2 G2 G301

legaldbb az @, b, ¢ helyen algebrailag eltdinik, akkor példink bevilik.
Ez annak a foltétele, mert jelen kifejezésiinkben 1:#2 factora véges
az @, b, ¢ pontban is, jollehet nem folytonos e helyen amiatt, hogy a
A, B, v irfinycosinusokat tartalmazza. Szoritkozzunk arra az esetre,
hog\ mindeniitt identice elténik ez a kifejezés, még pedig figy, hogy

B(I G G
g () _= — = —
b= op. v ap B &y

Igy, ha

Ezek beiktatdsival a kovetkez§ reductithoz jutunk :
S [3(561’ 8G \ 3 (3G 5G;\>+i(_5§>\_5‘@ )]Dr
B\ E Ty e e e (g e b

S [ (e (e
N P9l S SRR ) 5u

s

3.) Abban a még killondsebb esetben, hogy

G=0(, y, 2, 1) [ (% 1 V),

reductiénk ezt az alakot olti:

e e 0 T ET D S

=[G T (il (e v

4.) Ha az 1.)-ben szerzett egyenleth§l nem tfinik el az az integ-
ralis, amely a o, gdmbfoliletre ter]ed ki, akkor a raductio 6j alak]a.wal

van dolgunk.
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Példaképen tegyiik f6l, hogy az egész T térben
u=d9a, v=du, w=dv,

ahol a ¥ ugyanoly fiiggvény legyen, amindkil az u, v, w figgvényeket
definidltuk : az @, y, 2, r, A, p, v hét argumentum derivélhaté folytonos
fiiggvénye, ¢és mindegyik mgumentumm LL‘met partialis tlellvﬁltjd. is
Iul}tum)q a T tCLth mmdellult

w=1t, :tpu»x, sth,
igy

)

(g 240, B+ 10, 7) D= \ 2, D,
0'0 = 9

ahol természetesen

Dy =U(a, b, ¢, 0, 2, B, 7).

Azomban kell, hogy a térfogatilag integrilandd kifejesés vagy
véges legyen az a, b, ¢ helyen is, vagy végtelenségi rendszima 3-ndl
kisebb legyen. Fat a foltételt egészen 4ltalinosan kielégitik u, v, w
az itt vdlasztott alakjukkal. Amig a  fiiggvényt esak annyiban deri-
viljuk partidlisan a coordinatdkra, amennyiban explicite és az r tdvolsdg
révén tartalmazza azokat, ennek gy adjunk kifejezést, hogy a felsé 0 jegy-
hez hidny-jelet {rjunk. Mihez képest, a & jegy elGbbi jelentménye szerint

H___b"') ?).p
ou 31, Sr sth.

S e R

on P)JL r hp. r v r sth.

Szem eldtt tartva #, A, b, v derivéltjainak a 2.) czikk-részben fol-
jegyzett kifejezéseit, kinnyt szerrel taldljuk, hogy jelenlegi példdnkban

3(u) a(v)r_é‘(u-')_ 5'4}1 oY +8"r1;)
ou "By\r2) 5\ '_(33, 8_;[ 0z
mér pedig oY :0x stb. végesek az a, b, ¢ helyen is, bir, amennyiben

tartalmazzik az irdny-cosinusokat mint a hét argumentum fllj:E\Cll}CI,
nem folytonosak ezen a helyen.

Kovetkezileg

" (Y .p 3¢ )Ur _ (e, o
( : ;’~+ y R — dDs g, Do.
r 5 g

i1#
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Mivel pedig

. gy egyszersmind

» 1 ~oo
7

FY oy B, b 5
5 (3i8x+ 77 8;17)84) “”‘j '*a;LPDGJr 4y Do,

r s 3

Természetesen akkor is érvényes ez az egyculet, ha a 7' térben
az @, b, ¢ pouton kivil oly kit'énds helyek, poutok, vonalak, foliletek
vanuak, amelyeket megenged a kézdnséges reductio.

5.) Legyen, hogy 0'd:dx, sth. ssintén derivalhatd folytonos
fuggvényei a hét argumentumnak, és mindenik argumentumra képezett
partialis derivdltjuk folytonos a 7' térben. Akkor az itteui tir-integ-
ralison az 1:7 figgvényre vonatkozdlag kizdnséges részleges reductidt
végezhetiink, mert az

j

1
9 X sth.

oo
Qo

kifejezések harmadikndl alacsonyabb rendden, s6t . esak elsGrendden
vélnak az @, b, ¢ pontban végtelenné, és kovetkezsleg 1:7 & ') : 0z,
1iv és 98y, 1oy és 0P Ox teljesitik azokat a foltételeket, amelyek

a (XXVII) czikkben az F és P figgvényekre kiszabvik. E ezikk 2.)
reueben foglalt mintdra megtévén a reductids, talfljulk, hogy

90y, 00y o opvs (7 184 |
(—6; 3;+ 5§@+§§$) ;—_j (é]& —; 57?) %Dco,
7 s %

aliol 6P :dn azt a normalis irdnyd derivéltat jelenti, amelynek a képzése
a coordinatékra mint explicite és mint az r tivolsfig révén elforduld
argumentumokra szorftkozik.

Természetesen akkor is érvényes ez az egyenlet, ha a 7' térben
az-a, b, ¢ ponton kiviil oly killonds helyek, pontok, vonalak, foliletek
vannak, amelyeket a kozdnséges reductiék megengednek.

6.) Abban a kiléndsebb esetben, hogy

be=D, v, 2, 7). FO, 0, v

a 4.) alatti czikkely-részbdl
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- v 1 a1 i 1 e ™
5D 9, 3P 9, 6D 9\ ey :

\ (1_ A0 0,0 --ﬂ--)fl)::—\ -\—(I=fl)s+‘l-’u\ Doy ;
o or o) oy 0F 0F on

. T at s o Gu

C T3 DN 5560\ 8 /50 \JDr
\ ﬂl(-\lff)+-\. -('\ f!)_l--\ (‘\,/ P
oL \Ou oy \oy oz\oz"/ ) v

7
. el .
| o0, 100
= D 5 Ds— O ‘Dag,.
\- (anq ¥ Bu)’! D\ fDa,
g “g,

Az ¢ls6 egyenlethen @ és f° derivalhatd folytonosak a maguk négy,
illetGleg hirom argumentuma szerint, és mindegyik partinlis deriviltjuk
is folytonos 7-ben. A mdsodik egyenletben ezen f6lill még egyszer deri-
dlhatok  argumentumailk  szerint és miésodik  parctialis - derivdltjaik is
folytonosak 7-ben. Tovdbbd

O, =D(a, b, ¢, o).

Azonban akkor is érvényesek czek az egvenletek, ha oly kiiltnis
pontok, vonalak, fililletek fordulnak elg a 7-ben, az «, b, ¢ ponton
kivil, amelyeket a kizonséges reductiock megengednek,

7.) Most még kiillondsebh esetre térve dt, tegvik f=1. A @

fligavény az @, y, 2 és r argumentumok derivilhatd folytonos fiiggvényét

jelentvén 7-ben, amelynek a négy partialis derivdltja is folytonos ebben

a térben:

__ = a1
I 7 s i .

o+ + o a0 |Dr=—\ L DODs+dnd(a, b, ¢, 0).
i 2 0z on

r 5

Ha pedig @ négy partialis derivdltja ix derivalhatd mind a négy argu-
mentum szevint, é2 mdsodik partialis devivdltjai iz folytonosak 7" hen :

» . - j 1 -

\ A D= s (i"tll—--] Cid)-)l)rs —47D(a, b, ¢, 0).
r o273 ron

v g ¥

Akkor is érvényes egyenletek, ha oly kiilonds helyek vannak a 7
térben az «, b, ¢ ponton kivill, amelycket a kozonséges reductiok
megengednek.

Ezeknek a reduectiknak az elsejét nevezzitk Gavss-féle reductiok-
nak, mésodikdt Grerx-féle reductionak. A g, gombfolilet kozbenjdrdsdval
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egyenesen levezethet6k az el6bbi czikk 3.) és 4.) részében foldllitott
egyenletekbGl, amely egyenletek tartalmit Greex tantételének szokds
nevezni. ’

8.) Most a Greexn-féle reduetiohdl egy djat széirmatatunk, s est
nevezzilk Krrcunorr-félének. Minthogy

w1000,
A r

gy
8“‘1’_39@ r\’d)l c\?@l r\@l—l-’ 3P 3‘-*‘1).2
YR b.;;\ B TR r\;;i__ﬁﬁﬂ ¥
P)“I) 3P 1—22
2( t5e +“w_ __2?"_)' .
Kovetkezbleg
AD— 39@ h2lll 32(_11 3D (h‘I) 30 D D 3@1)_

St T'Sz‘f- dre Suoﬁ_rl SJS;W?}.&“&)‘ Sy

BELii) S‘I) 3D N Z[ 5 h(I’ .
?}$3+by“ Szt D2 5.2, +5J( ) IH_B.J )

Helyettesitsitk be A® ¢ kifejezését a 7.) czikk-részben a Grrex-féle
[‘g\en]ctbc, azutdn a tér-integralis mésodik részén végezziink részleges
reductiét. Taldljuk :
5 (b”®+33¢+h“® 320\ Dt .
Azt dyr T dat '33-2) r
T
1
i 1@ ?)(I
= P 2 )D —4nd(a, b, c,0
Ss(é‘w r on ) e (@ -

Azomban, ha az n irdnyd derivéldst, amenny riben az r argumen-
tumra nem terjed ki, & jegvgyel tintetjiik fal, un'y

160 130 16rdd 130 & 8@

— =t — 5 —rs
ron rdn ron d rém  ondr
minek kivetkeztében igy is frhatjuk reductids egyenletiinket :

S Nd. o1d 24D S@)-_LE_
. S 3y‘3+333_"3r5

v r=
5— B(I) 130
_S .a;((i) rar S IDG 47 ®(a, b, ¢, 0).
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XXIX. Fdluleti integralisok reductidja.

1) Tegyiik fil, hogy U, V, W ]Pgal:ihh is egyszer deriviilhatd
folytonos fiiggvényei a cnmtlnmt}iknak és partialis (lellv.LlLlalk is folyto-
nosak a 7' térben. Tegyitk fol tovAbbd, hogy I7 ]og:l.h’l.l;h is  kétszer
derivdlhaté folytonos fiiggvénye a coordinatiknak és mdsodik partialis
(lm'iv:iltiai is folytonosak a 7' térben. Akkor (XXVII, T)-bil folydlag

W BIMOF T “E a8 Nav T
I( ___-.z q:_U—|,-.—t-.J])L_.‘ [ ozﬁ BJ )T +-+-JDJ,

ahol S a hatérfolillet, o, [, vy pedig a (Dg) foliilet-elem befelé mutato
normalisinak irdny-cosinusai.
Most a 7' téren vigtelen vékony térkozt értsiink, amelyet

F(x, y, 2)=p=const.

I lx, y, 2)=p+8p=const.

folitletek t"n egy (”L‘l\.]u‘l or tlmnml.i.iu t’iilﬁlct llﬂtluoinﬂk I‘I"I. 111 a ke

AS‘_GfG'f‘GQ Amnlmn ag (*b g fululeten

- _OF oF oI
ik T OJ "z

t'ltuml\, b3 lgv

oF 8F. OF
I_(w 2 .+.]DT:SQ[( i a'ro) Ut . +. |Dc.

A Dt tér-elemeket vilaszszuk meg akkép, hogy a végtelen vékony
T térkoz teljes merdleges dtmetszeti elemei legyenek, gy, hogy, ha
r, 4, 2 helyen e térkiz vastagsiga 2n 6 a o fililet egy eleme Dg,
akkor
Dr=8&n.Da.

keskeny g, *m]‘w tLlJen mmhlegen- aLI;meth elpmm h‘n_r‘\'enek gy,

hogy, ha a szalag =z, 9, # helyénél a o filiilet-darab hatér-vonalénak
egy hossz-eleme [Ds, akkor

Dg,=2n. Ds.
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Amde irvin

o (BFNT BIN® 3PN\ .
Y ()
ox oy o¢
a (XIX) értelmében
oF _kar 8F_+ 0 OT _+an
R s A Fa €

és egyszersmind
NS D T
Sn==5p: N

Behelyettesitvén mindezt integralis egyenletiinkbe, és tekintethe
vévén, hogy 8p constans, taldljuk:

S [(3831/’ ?:) +'+-]D’: Sj[(]’@o—@\(o)U'i‘.-ﬁ-.]DQ

.....

nak a cosinusal az o, Bw"{o; ac {3 v pedig mmdenutt ac folulet norma-
lisnak iriny-cosinusai. Igy az (g, By, Yo) & (2, B, y) irdny ésa (Ds)
vonal elem mer6legesek egymdsra. Legyen, hogy a (Ds) vonal-elemnek
azt az irfnyt tulajdonitjuk, a melylyel az (¢ B v) & (2, Bo ¥,)irdny-
nak a tengelye bir (VIIL), és I, m, n legyenek az irdny-cosinusai.

Akkor (VIIL): ’
YBo—Py, =1, sth,,

tehdt

[5G =3 -

:S (U714 Vi + Wia)Ds.

8

Aki a Ds vonal-elemnél 1abtol fejnek az (e, B, v) foliileti nor-
malis irdnydba helyezkedik és a félilet belseje felé fordul, annak a
jobbja felé¢ mutat az (I, m. n) irdny.

A levezetés értelmében U, V, W a o fililet kozelében derivil-
haté folytonos fiigevénye a coordinatiknak, s partialis deriviltjaik is
folytonosak. A o folilet pedig oly egyenlettel fejezhetd ki, amelyben
a hplv fuugvume l\etQ/m derivalhatt a coordinatékra s partialis deri-

""" iilet kozelében.
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Levezatett egyenletiinkben félilleti integralis vonalasra van redu-
cilva: Sroxes-féle reductio.

Vegyiik észre, hogy, ha §, 7 tangentialis irényok & az (o, B, v)
normalissal oly helyzeti viszonyban vannak, mint a milyenben az
@, ¥, z ivfny van egymdssal, ha tovdbbd (U, 7, W) vector értéke a
E irdnyon E &g az v irvdinyon H, akkor (XX, 3p)

S (%g'—%_i) Do= S (U4 Vin+Wn)Ds.

[+ &

2.) Akkor is érvényes az egyenlet, ha az U, V, W fiigevények
és partialis derivdltjaik a o féliilet egyes pontjaiban nem folytonosak,
de vagy végesek, vagy a figgvények végtelenségi rendje 1-nél, deri-
viltjaik végtelenségi rendje 2-nél kisebb.

Ugyanis keritsitk be az ily pontokat igen kis vonalakkal, amelyek
mindegyikének minden pontja egyenls p tdvolsdgban legyen az illetd
killonds ponttdl. A bels6 pontokat igen kis zdrt vonalakkal, a hatdr-
vonalon lévéket a hatdr-vonalig terjedd igen kis vonalakkal keritsiik
be. Utobbiak az s hatdr-vonalbdl igen kis részeket metszenek ki, Az
s vonal tdbbi részét jelolje s, és a o foliletnek azt a részét, amely,
az 8’ vonal-rész meg a bekeritd s vonalak kozt terdl el, jelslje_s.

Erre a ¢ folidet-részre alkalmazhatd a reductio:

L2 o
c

:S (Ul + Vin+ I/V;-a)D.‘_H—S (Ul+Fm + Wn)Ds.

o

Ha az (U, V, W) veetor nagysiga R, ¢ az §” vonalakra s2016
integralist 1" jeldli, dgy

o ég RDs.

8’

Legyen most, hogy It végtelenstgi rendszima schol sem nagyobb,
mint p.. Akkor létezik akkora viéges constans, ¢y, hogy mindeniitt
0
R<®,
p*
és kivetkezGleg
s"
1) <4{ De=g,”
FIL & p.‘
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De bizonyosan létezik akkora véges constans szdm, kg, hogy bér-
melv értékkel birjon az igen kis p tdvolsig, s’ >kop, tehdt

| 1" | <@pkopr 0

Kovetkezsleg, ha p<(1, akkor g megvélaszthaté oly kicsinynek,
"hogy mihelyt még kisebb, mér |1"]| kisebb, mint egy tetszés
szerint adott kis érték. De egyattal oly kiesi lehet a p, hogy mihelyt
még kisebb, mir a & folilletre és az §° vonalra sz0l6 integralis a o
foliletre és az s vonalra sz616 integralistdl tetszésre adott kiesinél
kisebb értékben killombézik.

3.) Ha folytonossig szakaddsl vonala van a U, V, W fiiggvény-
nek a ¢ folileten, akkor mér nem érvényes az e yenletuuk

Azonban, ha végesek a fiiggvények az ilyen vonalon, és folyto-
nossig-szakaddsuk csak abban 4ll, hogy més érték-rendszeritk tartozik
a. vonal egyik oldaldra, mint a mésikra a folilleten, ha tovéibb4 deri-
viltjaik vagy végesek, vagy elsdnél alacsonyabb rendiien végtelenck
a killonds vonalokon, akkor létezik egy més reductids egyenlet.

Ehhez gy jutunk el, hogy a ¢ folilletet vonalokkal oly részekre
osztjuk, amelyekben nines folytonossig-szakaddsi vonal. Természetesen
a részekre oszté vonalak a kiilonds vonalakra fekiisznek.

Hasonlé médon jdrva el, mint (XXVI, 4)-ben, taldljuk, hogy

Sc[(a;; BBV) +(88‘(/] %T)@*(%?“gg)‘{] Do=

=S (Ul+Vm+ Wn)Ds
stsyts—
ha t 1

S (Ul+Vm+Wn)Ds= S (ULt Vm+Wn), Ds
S s

S (DU T WiDs=\ (00 ok W) Ds,

. . .

ahol ¢ jeloli a folytonossdg-szakadds vonalait és a (+) és (—) index
az egyik 6 misik oldalra tartozé U, V, W, I, m, n értékeket kiilom-
bozteti meg.

Ha csak a deriviltak szenvednek folytonossdg-szakaddst a ¢
vonalokon, a fent definidlt mddon, akkor nyilvdnvaléan a kizdnséges
reductidé érvényes, mert a ¢ vonalokra sz6l6 1ntegmhb eltiinik,
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XXX. Vonalas integralisok reductioja.

1) lcwyuk fil, hogy @ a hely derivilhatd folytonos fiiggvénye
a két végd s \ou.ﬂnu. Misfelsl gondoljuk, Im;rv egy mozgh pont irta
le ezt a vonalat, é minden helyen a mozgés ir u.nva‘n: tekintsitk a vonal
irdnydnak, amelyet fltalénosan s jeléljon, gy, hogy a vonal &z, ¥. &
helyén 6@ :0s a vonal irdnydban képezett derivdlt.
Akkor, ha a figgvény értéke a vonal kezdd pontjdban @, s a
vonal végsS pontjdban @, :
S?ED&—(D —@,.
as

&

Merc
I)s

nem mds, mint a fiiggvény megviltozdsa a Ds vonal-elemen, s az ily
megviltozdsok dsszesége a figgvénynek az egész vonalon vald meg-
viltozdsa.

2.) Ha folytonossdg-szakaddsi pontja van a @ figevénynek a
vonalon, akkor egyenletimk nem helyes.

Azonban, ha véges a figgvény az ily pontban is, és folytonossdg-
szakaddsa esak abban 4ll, hogy mis értéke tartozik a pont egyik
oldaldra, mint a mdsikra, ha tovdbbd deriviltja vagy véges, vagy els6-
nél alacsonyabb rendi végtelen a kilonds pontokban, akkor egy mds
reductiés egyenlet létezik.

Ehhez tgy jutunk el, hogy annyi részben fogjuk {61 a vonalat,
ahdnyra a kiillonds pontok osztjik : egyenként mindenik osatdsrészre
folivjuk az egyenletet, aztin oOsszeadjuk az egyenleteket. Alkalmas
rendezést végezvén,

5 ‘gfl )= Dy — D, N, —D_)

&

reductithoz jutunk, amelyben ®_ egy kiilonds pont innenszd oldaldra,
@y tulsd oldaldra tartozik a vonal-ivdny értelméhen.

Tegyiik itt ezt az észrevételt: ha @ derivdlhaté a hdrom coordi-
natira a vonalon, s a (Ds) elemi vector componenseit Dx, Dy, Dz

jelolik, aklkor

od ocIal);,+aqu od Dz
35 oz Ds 8y Ds 8z Ds
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tehdt

S g(DD ;DDerOa(DDz)_(DZ—-(DI—Z((I)+~CD_).

Ha csak a derivélt szenvedne folytonossig-szakaddst, akkor nyilvin-
* valéan a kozonséges reductio érvényes.

XXXI1. Tobb-értékii fliggvény geometriai integralisa.

Ha az integrilandé figgvény a (XVI) czikk értelmében tobb-
értékd abban a térben, folilletben, tobbszirosen oOsszefiiggd vonalban,
alkalmazésdval egyértékd fuggvényekre bontsuk. A rekesztd fSliiletek
minden esetre folytonossig-szakaddsi féliletek az egyes fiiggvények
érték-tartoménydban. Ha emellett teljesitik a fuggvények az integralhato-
sig valamely elégséges foltételeit, tér-integralisaik annyiban killdmboznek
a kozonséges egyértékd fluggvények tér-integralisaitél, hogy viltoztathatd
folytonossdg-szakaddsi folillet tartozik beléjik ; folaleti, illetSleg vonalos
integralisuk annyiban kilémbozik a kozdnséges egyértékd figgvények
foliileti és vonalos integralisdtdl, hogy véltoztathatd folytonossig-szakaddsi
vonal illetSleg pont- hely tartozik beléjiik, melyek az integralis folileté-
nek, illet6leg voualdnak és a rekesztd folileteknek a metszddéséhsl
szdrmaznak. Az ilyen folytonossdg-szakaddsi helyek véltoztatdsival termé-
szetesen Altaldban viltozik az integralis értéke.

XXXIl. Geometriai integralisok, mint fiiggvények.
Tegyiik fol, hogy az
I:S dD&

®

geometriai integralishan a @ figgvény a (Dd) alakzat-elem coordinatédin

kivil més mennyiségek u, v, .. fliggvénye is:
=D, y, 2, u,v,..) .
Ggy, hogy az u, v, .. véltozdk bizonyos (I} érték-tartoménydban

teljesit oly elégséges foltételeket, amilyenek alatt az integralis létezik,
vagyis hatirozott véges hatdr-értéket jelent.

Akkor az integralis nyilvénképen az u, v, . . véltozdk fiiggvénye
a (T} érték-tartomdnyban.

1) Ha a @ fiiggvény a (T} értéktartomdnyban az () alakzat
minden pontjdban folytonos fiiggvénye az u, v, .. viltozoknak, akkor
a (T) érték-tartoményban az I integralis folytonos fiiggvénye az w, v, ..
véltozoknak.

Ugyanis ha dgy ', o', .., mint w,», .. a (T) érték-tartomény-
ban vannak, akkor
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1, vy ) — L, v, . .]E\ Oz, y, 2,1, . )Do Q Oz, y, 2,1, .. ) Do=
"o ‘&
-=—S [D(2,y,2,u,..)— D, v,z u ..)]Do.
®

A @ fiiggvény folytonossdgdndl fogva o' -—u, v'—v, .. szém-
értéke megvilasathatd oly kiesinynek, hogy mihelyt még kisebb, médr a

DOz, y, 2,0, v,. ) —P(z, v, 2, 1,0, . .)

fiiggvény-kiillombség szémértéke (@)-ban mindeniitt kisebb, mint egy
tetszésre adott kicsiny szdm. Jelblje ezt a szdmot ¢ és jelentse az (@)
alakzat teljes mekkorasigit & (XXII), Az

I, v, )—I(u,wv,..)

killombség szdmértéke nyilvdnvaldan kisebb, mint @z Igy o'—u,
v'—uv, . . szdmértékei oly kicsinynek vélaszthatok meg, hogy egyittal
ennek az integralis-kiillombségnek a szdmértéke is kisebb legyen, mint
egy tetszésre adott kiesiny szdm.

2.) Ha a @ fiiggvénynek, mint 2, y, # fliggvényének oly folytonos-
stg-szakaddsai volndnak az (&) alakzatban a (7)) érték-tartoményba tartozd
w, v, .. értékek mellett, amelyek daczdra (XXIV, XXV) értelmében 1éte-
zik az integralis, ez akkor is folytonos fiiggvénye az w, v, .. viltozdknak.

Jelentse ugyanis (&) és (6,) az (&) alakzat oly igen kis részét,
amely az w, v, .. illetGleg o', v',.. értékek mellett az Osszes kiilinds
helyeket magdban foglalja. Az alakzat tobbi részét jelilje (@—@,— @'y).
Mivel ebben az alakzat-részben folytonos a fiiggvény, igy w'—u, v'—uv, ..
szdmértéke megvélaszthato oly kiesinynek, hogy mihelyt még kisebb
mir az
S D, y, 2,4, . .)DG':——S D, y, 2, u,..) DG

EI—GJQ—G)O' {?}—t:‘!o—(-!')n’

kitllombség szdmértéke kisebb, mint egy tetszésre adott kiesiny szdm.
De egytttal oly kicsinynek vélaszthatd (@,) és (@), hogy mihelyt
még kisebbek, mér a refjuk tartozd integralisok szimértéke is kisebb
legyen, mint egy tetszésre adott kicsiny szdm (XXIV, XXV). Minthogy

T, o,. ) —I(u,mv,..)
ES D, y, 2,0, .)DG;-——S D, y,2,u,..) Do+
D — g0y 0 —6y—®,"

+S D, y, 2,4, . .}DG;—S Dz, y, 2, u,..)Da,

&, +a, w, Ty
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igy ' —u, ¥'—uv, .. szdmértéke megvilaszthaté oly kicsinynek, hogy
mihelyt még kisebb, mér az

T, . ) —Iu,uv..)

kiilombség szimértéke kisebb legyen, mint egy tetszésre adott kiesiny
szém, mert @, s @& zérustl tetszés szerint kiesit kitldmbozGknek
vilaszthatok meg.
3.) Ha a @ fiiggvény az (0) alakzatha tartozd coordinata-értékek

mellett a (7') érték-tartoményban w, v, .. derivilhatd fiiggvénye, & ha

od o

bt Wk

ou v
mint az &, ¥, # coordinatik fiiggvényei, folytonosak az (&) alakzathan,
akkor az I integralis derivilhaté fiiggvénye az u, v, .. vdltozdknak a
(7) érték-tartomdnyban és derivéltjai a @ fiiggvény clun"l.lt]'mmk az
integralisai. Elég lesz egy partialis derivaltrsl mutatni ki ezt. Hasonlokép
mutathatd ki bérmely mdsrdl. — Ha rovidség kedveért

Dz, y, 2, w,v,.. )=,

I, v, . )—I(u,v,..)

ES (I)'DG)—S @D@ES ((I)'_-(I})[)E)ES -(—I)t,_?(u'——-it)llds.
@ o] @ 7] T

Ha most it irjuk:

CI) ti) o@

wW—it Bu

akkor w'—u szfimértéke megvilaszthatt oly kiesinynek, hogy mihelyt
még kisebb, médr |v| az alakzat minden pontjdban kisebb, mint egy
tetszés szerint adott kicsiny érték 7, tehit

Abs. 3 . (W) Doy, . | '—u | 6,
®
- 30 e
5 -ézs(ea'“ea)l)f-i
Kb § Sorved” o R

w—u w—u
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KivetkezGleg #'—u szdmértéke megvilaszthaté  oly kiesinynek,
hogy mihelyt még kisebb, mér

I, ..)—1(u,m,. )
w—u

tetszée szerint adott kicsinynél kisebb szdméitékben kitlombiozik az

-

5 -%{ﬂ'—-wﬂ)ﬁ'}
0]

r
W —1u

kifejexéstGl. Bz pedig amiatt, hogy od:0u az , y, z coordinatik
folytonos fiiggvénye az alakzatban =

S ja%m’-

4) Ha a @ figevény az (®) alakzat egyes pontjai, vonalai,
fililletei  kivételével derivdlhaté esak az @, y, # alakzati coordinatik
mellett az o, »,.. véltozokra a (7') tartomdnyban Ggy, hogy

od o

ou' v
mint az 2, ¥, £ eoordinatik fiiggvényei egyes pontokban, egyes vonalok,
foliletek pontjaiban folytonossdg-szakaddst szenvednek az (@) alakzat-
ban, de azért teljesitik az integrdlhatésig (XXIV, XXV)-ben megjelslt
filtételeit, az I integralis akkor is derivdlhaté az u, v, .. viltozdkra a (7))
érték-tartoméinyban. Most is elégséges lesz egy partialis derivéldssal
foglalkozni. — Jelentsék (0,) és (&) az alakzat oly igen kis részét, amely
az (u, v,..) illetGleg w, v, .. értékek melletl az Osszes kiilonds helyeket
magdban foglalja. Az alakzat tobbi részét (6 —d, — ') jelolje.

I, . )—I(wv,.)= (Z,_‘;l—)(-uf—-?.t)l)éw (??:3—)(1;'——".)])6)5
D—y g Gyt

-~ ’

:——.j gif(it'——u)f)cﬁ—l- 7. (1 = ) Do+

({g[ﬂ'—w)Dﬁ.

w—1

O—,'—@, Y B ®y—idy o, 1 @,
Az o' —u szAmértéke megvilaszthatd oly kiesinynek, és (@y+46,")
kiszabhaté oly kicsinyre, hogy mihelyt még kisebb, mér a mésodik &
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harmadik integralis szémértéke tetszés szerint adott kis szémnak és
|w'- u|-nak a szorzatdndl kisebb legyen . ..

Jegyeztitk*légyen azonban meg, hogy egy fiiggvény derivaltjinak
itt megkivint integrélhatésiga nem szitkséges, caak elégséges f6ltétele
annak, hogv a fiiggvény integralisa dcuv.ﬂh‘ttu legyeun. MaJd a kdvet-
ke70kben példédjat latjuk. ,

XXXIilf. A NewTon-féle potentialis alap-tulajdonsagai.

Tegytik fél, hogy ebben a geometriai integralisban :

S ODw =1,

®
az integrdlandé figgvény, vagyis @, ilyen alaka:

o=95Y:?)
P

ahol g a hely folytonos fiiggvénye az (&) alakzatban és p az alakzat
x, ¥, 2 pontjinak és egy viltozo &, v, { pont-helynek a kolesénds tdvolsdga.

Ekkor az integralis a & v, § hely fligevénye: I=1(§,7,§). Newrox-
féle potentialisnak nevezzitk. Nagy jelentSségiick az ilyen integralisok
az alkalmazdsban, amelyek kiillonGsen mint bizonyos vectorok poten-
tialisa és mint bizonyos vectorok vector-potentialisinak componensei
jelentkeznek a physikdban.

1.) Az () alakzaton kivil fekv8 pontokban mindeniitt mindhdrom
coordinatdra, (£, 7, ), bérhényszor derivdlhato ﬁiggvény a NEwroN-féle
potentialis, mert az integrilandé fiiggvény az, és derivdltjai, mint
z, 4, ¢ fiiggvényel folytonosak az (®) alakzatban (XXXII. 3).

Ha pedig a £ 7, § pont az (®) alakzatban van, akkor a @ fiigg-
vénynek, mint z, y, z fiiggvényének, egyetlen kiilonds helye a &, 7, C
pont. Ebben elsé rendd végtelen, ennél fogva a potentialis az alakzat
térfogati és f6lileti részében folytonos fiiggvénye a helynek, &s tér-
fogati részében egyszer bizonyosan derivélhaté fiiggvénye is, és hérom
partialis derivéltja folytonos (XXXII, 2, 4).

Ha &, v, § kiils¢ pont, és ennek a tévolsfiga az alakzat egy bizo-
nyos kiszemelt 2y, 4, 2, poutjétél K, dgy

3

R.I:S cp(x,1,z)};D€b.

@

Ha a g n § pontot végtelendl tdvolitjuk az , 9, %, pont-
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tol, tgy az R :p hinyados értéke végtelenil kizeledik az egység-
hez, tehit

Lim R I:S o, y, 2)Dd.

R—¥»n v
Tovibbi
. 1
ol o
Hai:}.ﬂ‘\ @2 rpg
. a 0&
Azonban
1 1 —\I 1
3l & o e
o_ r G ASVERN'S
P=sfargh g ke AR
oi d ﬁ ( p? ’
ha t. i e, 3,7 az 7 irfny cosinusai, &8 A, u,v az @, y, 2 ponthdta £ 7, C

p(mLhd mutatd ivdny cosinusai, mihez L(]l(—w{ f- \al jeldlvén a két irdny
sz0gét,

al )
_g_p_ . _unsﬂ'
o1 gt
Eszerint
o - . i
}i‘goa{.- =— S -:p{.r. Y, ,?)(!I)s{l.;l; D,
)

Ha az ay, y,, 2, pontbdl a g, 7, § pontha mutaté irdny é&s az ¢
irfluy sedge 0, dgy I végtelen ndvelése wmellett a 0 szig a 0, szighe
convergdl, mihez kipest

or (
Lim R-— = -—-msﬁu s ’.p(.??, 1, .’."}Dﬁ\,
R—¥»on "o
sit. — Eazek szerint a hatdregyenletek szerint a Nuwrox-féle potentialis

¢z deriviltjai a végtelenben eltdnnek, és pedig algebrailag tiinnek el :

maga a potentialis elsd rendden, els6 derivilgiai méizodrvendden, sit.
Némely egyébb tulajdonsdooknak a megismerése vigett vilaszszuk

szét a Nuwron-féle potentialist térfogati, filildeti és vonalas potentializra

aszerint, amint az infegralis térre, hlluletlr-, vonalra vonatkozik.

Ertesitd (term.-tud. szak) 1899. 12
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2.) A Newrox-féle térfogati potentialist (1) térre terjedd integ-
raticban jelilje 1. Coordinata-deriviltjai,

@ T sth,

abban az esetben bizonyosan derivdlhaté folytonos fiiggvényei a coor-
dinatdknak a (1) tér belsejében is, ha a ¢ fiigevény az @, g, 2 coordi-
natik derivilhatd folytonos fiiggvénye az egész (1) térben, jollehet az
integrilandd fiigeviények, u. m.:

i 1.1
(‘G' ¢ )ps, sth.

oly deriviltakat szolgdltatnak, amelyek a g %, T pontban harmad-
renden végtelenek, middn belsd pont ez, ¢ fgv nem integrilhatik
a (t) térre.

Ugyanis
21 1
; o 0 O
ai::s f_— Dz= -—j :PT‘E“J_)T.
ola oc o

Részleges reductioval élvén :

ol 1 ¢ [ peos(n, &
= —.\—‘DD—VI—S RO, & }DU, sth.
oF J _pox T
ahol most 5 a () tér hatdr-folitletét jelenti. Ezek pedig a &, 7, C coor-
dinatik mindegyikére derivilbatok a (1) tér belsejéhen, & deriviltjnik
folytonosak abban.
3.) Minthogy
ot 1+ o? _14_"0"z 1
e e ==,
oFrp onte o
és minthogy a (t) téren kivil az integrilds jele alatt végezhetdk az 1.
potentializon a derivilizok, ennélfogva a (t) téren kiviil mindeniits

AITZG.

A foliileti és vonalas potentialisok,
\ *o=1, | *ps=1,

GP &
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a foliileten, illetGleg a vonalon kiviill mindeniitt s akdrhdnyszor az
infegrdlis jele alatt derivilhatok, tehdt mindeniitt

ATGZO, ﬁrs=ﬂ.

Ezeket az cgvenleteket Larnace-féléknek nevezziik.

4.) Mihelyt a o olyan folytonos fiiggvény a (t) térben, hogy 1.
a (1) tér belsejéhen is derivilhatd misodszor a coordinatikra, és méso-
dik deriviltjai a (1) térben folytonosak, akkor a (t) térben

'&I'.{Es s C)_:’—:—éﬁfp(g, " ;}

Ugvanis a Greex-féle reductidban (XXVIII, 7) a @ fiiggvény
gyandnt haszndlhaté az I figevény, bdrmely tért jelentsen 7, mert
miés  kiilondsség nem  fordulhat eld a végetlen térben, mint hogy 1.
mézodik deriviltjai mds véges értékekkel bivjanak a () tért hatdrols o
foliiletnél ennek az egyik oldaldn, mint a misikon. Ha pedig a (1) tér tetszés
szerinti része (77), nem kiilémben haszndlhato I+ is @ gyandnt abban a
reductioban, bivmely tért jelentsen 7', mert mds kiilondsség nem fordilbat
el a végetlen térben, mint hogy I, mésodik derivaltjini mis véges
értékkel birvjanak a g folilletnél ennek az egyik oldaldn, mint a mdsikon.

A 7 most akkora tért jelentsen, amelynek a belsejéhen van a
7 tér. Minthogy a T téren kiviil A7, =o, igy

—Dr.

r P

—Dr=

" AL Al
y =) =

y T

Még pedig 7' tér gyandnt vilasszunk oly gdmb-tért, amelynek a
centruma a © térben van. Sugara megvilaszthatd oly nagynak, hogy
mihelyt még nagyobb, mér a Green-féle reductioban a folileti integrdlds
szdmértéke tetszés szerint adott kiesinynél kisebb, mert az integralis
filillete a sngdr négyzetével ardnyosan nél, az infegrilandd figgvény
pedig olyszeriien kisebbedik, mint a sugir harmadik hatvinyinak a
forditott értéke 1.). Eszerint,

5 A;_T D= - 4EI_E:(H, Ei, c)= —-—4?‘.‘5 iDT.

vagyis

5" AL +dny
——— D=0,
;4 ¢
12%
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De, ha (t)-nak azt a részét, amelyet a () részen kivil tartalmaz,
(t—7') jeloli, dgy
S

és (1) belgejében

Kévetkezileg

v S AT +dng
. Drt=o.

<

Minthogy A & ¢ a foltevés szerint mindeniitt folytonos (1)-ban,
fgy {v) megvilassthato Ggy, hogy egyfeldl benne foglaltassék a (1) térnek
tetszés szerint vdlasztott £, %, T pontja, & misfel6l a Al +4np dsszeg
mindeniilt positivus, vagy mindeniitt negativus legyen benne. Ebbol
folyolag (1) barmely pontja legven &, %, §, abban tényileg

Al +dnp=o.

Az 4. n. Pomsson-féle egyenlet.

Ha a ¢ derivilhaté a (t)-ban mindhdrom coordinatdra, és derivéltjai
folytonosak, akkor létezik AL a (t)-ban és folytonos 2.), tehdt akkor
bizonyosan 4ll ez az egyenlet. De szfirmazdisindl fogva 4ll, mihelyt
olyan folytonos fiigavény a ¢, hogy 1, kétszer derivilhatd (t)-ban,
és mésodik derivdltjai is folytonosak (t)-bai.

5.) Ahol T hatdrdn a ¢ fliggvény nem zérus, ott AL folytonossdg-
szakaddst szenved a hatfr-foliileten kordsatiil, mert a folilet egyik oldaldn
0, a mésikon —4mp. Most 1dtni fogjuk, hogy 1. egyes mdsodik deri-
véiltjai miként viselkednek a t tér hatérdn.

A hatdr-folilet belsd oldaldt positivus, kills¢ oldaldt negativus
oldaldnak nevezzitk. Minthogy az elgd deriviltak mindeniitt folyto-

nosak, igy
o1 oI
<3m>~_ (55)+ sth.

a hatdr-tolilet minden pontjdban, ha t.i. I helyett rovidség kedvelrt
I-t irunk. Minthogy a hatdr-folilet minden pontjdban helyes ez az
egyenlet, fgy oly pontjaiban, amelyekben hatirozott érintd sikja van,
a bal é jobb egyenleti oldalak tangentialis deriviltjai bizonyosan
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egyenlik, s bdrmely tangentialis irdnyt jelentsen is az ily x, u, 2
helyen s,

e 4 _(3‘-’1 =0, stl
'a;,-a;-)_ 3ads) =

Haszniljuk ezt a jeldlés-maodot:

o1 521
(é:paq)__ 'al,g&) =(p, 4).

Ha az s tangentialis irdnyt meghatérozd cosinusokat e, 3, v jelentik,
gy egyenleteink eképen is irhatik :
(e, Do-(, Y+, 2)y =0, sth.

Eszerint az a vector, melynek a componensei (&, &), (x, y), (r, 2) vagy
) ) W )y s W 1 =}

(i, ), (y, 1), (y, 2), vagy pedig (2, 2), (2, 9), (2, £), normalis irdnyi a (6lilet
&y i, 2 helyén, Ha tehdt a f6lileti normalis egyik irdnydnak az irdny-
cosinusai az ., ¥, # helyen %, v, v, akkor léteznek olyan scalarisok R,
It,, I, absolutus érték szerint rendre a hdrom vector nagvsdea, hogy
2 4 =ty 4

(m@y=RA, (=R (x2)=2Rpy,
(y, x)= 1{21’ (, 3)‘) = R‘Zils ‘('."f: Z)= If.l‘af,
(2, 0)=Ryd, (2,y)=L4p, (s, 5)=DNK,v.

De a (p, q) symbolum definitidjdnak értelmében (p, q) és (g, p)
azonos. Kivetkezéleg méisodik, harmadik, negyedik, hatodik, hetedik és
nyolezadik egyenletiink szerint

Bz Ry Be=dupay,
vagyis létezik olyan sealaris, Z2, hogy
R, =R Ry,= Ry, B,— Ry.
Minthogy pedig
(2, ) +(y, y) #(2, £)=(A]) —(Al) = 4wy,
fey elsd, dtodik és kilenezedik egyenletiink szerint
BB+ Ryv=4ng,
azaz F=ddmy, tehit
(v, 2)=4ngdd, (v, y)=4ngdly, (o, 2)=4rghy, sth.

Lzt WeiNcarren-féle egyenlet-rendszernek nevezziik.


file:///dxTs
file:///dpBq
file:///dpdq
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6.) Tetwzés szerinti 7' térre és foliletére, S-re, vonatkozdlag,
reductio rendén

~

i or.
S Al Di=—\ ——Dg,
g on

g

“mert més kiilonosség nem forddlhat el, mint hogy I. mésodik deri-
véltjai T hatirdnak egyik oldaldn mds véges értékekkel birnak, mint
a mésikon.

Iszerint

\'BI‘D 4—5 D
J -aﬁ o=4T TCP T

ny

7.) Minden két-oldala folillet egyik oldalat (+), misik oldaldt
(—) oldaldnak nevezzitk, és a folileti normalisnak azt az irinyét, mely
a (—) oldalrél a (+) oldalra mutat (+) irdnydnak, ellenvétes irdnydt
(—) irdnydnak nevezziik.

A o folilet pontjaindl, azokhoz bdrmi kozel, [ félileti potenti-
alis normalis irdny derivéltja dltaliban szimot tevien méds az egyik
oldalon, mint a mésikon, jollehet mindegyik oldalon a (+), vagy mind-
egyiken a (—) irdnyban képezziik. \[égpedlg a kiilonbség hatér-értéke,
a (+) irfinyt derivéltra szémitva, g, 7, € helyen

on +) (ora+)__: —4m9(& 7, ©).

Szabatos levezetéséhez juthatunk a Greexs-féle reductio (XXVIII, 7)
és (XXVII, 4) «g@lvt’,wl
\'ckom tmkw \zil.fwwun el 02‘\'111"14:}[ és dm(-]vek olw]o egészen a
mésodikon belitl legyen. Igen vékony térkozitk belsejében foglaljon
helyet a o folilletnek o darabja, és egyuttal Ggy legyenek vilasztva,
]mgv egy u,h ¢ pont -hely, mnvl\ot a g fﬁ':liilctcn I\i\ﬁl tct«-ré-m
az Osszes er[urdulaudn L.S\ulxaim)kut .uncl\t-l\ct most mindig r ]clul]un

Az 8, folileten belill alkalmazhatd (EXVAIT, 7) u (D 1 fuge-
vénynyel, és az S, foliileten kivill alkalmazhaté (XXVII, 4) a tllzfsf s
F=1:r figgvénynyel.

Jelentse mér most (XXVIII, @)-ben a miésodik egyenlethben a
T tér az S, foliletts] befogott tért. Minthogy Al-=o, e tér minden

pontjdban, gy
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" i
(5_: o1 ?I_)Dr'—-in.[, (a,be).
on r on
- SI
Jelentse tovibbd (XXVII, 4) ben a 7' tér az S, foliilet és egy

koriilotte irt gdmbfolilet kézt 1évd tért. A gémbfolilet sugara meg-
vilaszthaté oly mnagynak, hogy mihelyt még nagyobb, mir a gimb-
filiilletre sz016 integralis széimértéke tetszés szerint  adott kiesinynél
kisebh. Mivel pedig a mostani 7-ben is mindeniitt Al =0, est is
figyelembe véve, taldljuk, hogy

(8 I, —1EI——)D0_0

on
&

Az S és 8, folillet térkioze megvilassthaté oly vékonynak, hogy
mihelyt még \?l.k(m\'dhll mér tetszés szerint meghatdrozott |\I(’h]|l\|l('l
kizebh o]h-um(,l t(-l]mulhes\ouuk a kivetkezd pn-lulat1unuk 0y 63y
ellenkezs irfinyok ; », és ry egyenlSk ; Or, : Ony, és 01y : Ony ellentétesen
egyenlok; (£y), és (1), cgyvenlik; [6Ijr:3:¢-1), és (01 : Ony), ellen-
tétesen egyenlk ; (91, : 0ny)y s (91 : Ony),y ellentétesen egyenldk ; D,
és Do, egyenlGk ; mindannyi az S; és & megfelel pontjdra szdmitva.

Adjuk Ossze a két integralis-egyenletet. Az elsoroltak rendén
dsszegitk ekkép irhatd

= aIG' 01 r Do
T -=4m b, e).
(- e

v 8§

Azonban esak a ¢° félillet-darab kizeléhen kiilinbozhetik szdmot-
tevden a két derivdlt, mert a < folilleten kiviil minden derivilt
folytonos. I;.,v az integralis a & fSlitlet-darabra vonatkoztathato az S,
fn]ulol ]uI\ctt t-. i a Dcl iu ult,t. eluu{-ktu] mm_t r m\'ulntguk hlectt
/‘u_p:l t.l.ll-.l.lm.l llJm{hLIl :ill.uulunn a bl, lll,'hi.h(,ll u.li'mdnau .1/, S; iululctu
van vonatkoztatva a belst zirjelek indexe szerint. Tovdbbd, ha (g)-nak
az a része, amelyet a (5°) részen Kkivill tartalmaz, (6—0d'), gy

B Lo

s

Amde 1. o derviviltjai folytonosak a o félillet-rész  belsejében,
tehdt a o' filiilet-davab belsejéhen mindeniitt
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G (52) =

tehetd., Fzek szerint

S [( 8?“)“- Zil)]],)rq:y—.fc.(a, by o).

Misfelasl

”
; Fr
Iy, b, c)= '.,-DG’

=]
tehdt
r ol i
\ Ou, (51:1_) s Do— {
Jy et g=o.
Ebbél oly okfiizéssel, amindt hasonlé egyenleten 4.)-hen kivettiink,
adddik

BIS) (oI ) §
(3}:1 ony/, ARG,

8) Iw cL\'onlut szerint a \1\v'r0\f-1vlc folilleti integralis normalis
irdnyi deriviltja a folileten korosztil dltaldban folytonossdg-szakaddst
szenved, amelynek a nagysdga 4w o

Vegy ik tekintetbe a foliilet oly igen kis (5,) részét, amely tetszés
szerint adott kiesinél kisebb eltéréssel tekinthet6 siknak, vagyis mml\cn
a girbiilés mérteke mindeniitt kisebb, mint egy tetszésre adott ]\l(*llll\
szdm, A folilet tobbi részét (5—aqy) jeldlje. Ia_g deriviltjai a (g,)
folitlet-darab belséjében folytonosak, és az I {6l

részének a deriviltjni szenvedhetnek esak folytonossdg-szakaddst a cs.,
folillet-darabon kordsztiil.

Ennck a folytonossiig-szakaddsnak a  természetébe  bepillantds
nyilik a ki'vetkezd szemlélddéshil. Ha (s,) sik-darab, dgy az

itleti 1111'.0;;1‘111- misik, I

potentialis két oly pontban, &, 7, §-ben, és &, 5, $-ben, amelyek egymiés
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titkirképei a (g,) sikjirn nézve, feljesen egyenld, Kdnnyen kiolvashatd
ez az integralis alakjdbdl. Ebbhal pedig kivetkezik, hogy a &, 7,
pontban, a sik normalisinak egyik ivdnydban, az I,u fiiggvényhil
képezett  derivilt, meg a Z,, 7, & pontban az  ellenkezd  irdnyban
képezett  derivilt egvenld. Kovetkezésképen a két pontban  egyezs
normalis irnyban képezett derivilt ellentétesen egyenld, & fgy a
kiillombségiik egyvikitk kétszerese.

De azt is nyomban beldthatjule, hogy az }a,, figevénybdl a 2, 7, §,
és &y, 1, Ly pontban egyez6 tangentialis irdnyokban képezett deriviltak
egyenlék. Amibdl pedig az kivetkezik, hogy Z_ tangentialis deriviltjai
nem szenvednek folytonossdg-szakadist a {¢lilleten korésstiil.

Ezt tudva, a Poissox-féle folileti egyenlet segitségével 1, birmely
irdnya deriviltjinak a folytonossig-szakaddsit kiszdmithatjuk,

Ha [ és m irdnyok tangentialisak és merdlegesek egymisra, akkor

o, o ..o . 0L .
L 08( 4y ) 5 cos(t, M)+ — cos(ye, ).
5i 5 (7, 1)+ S Cos(e }}o“‘i_mh{: t.)

Az érintGi deriviltak a két oldalon ugyanazok lévén a o f6lilet pont-
jaindl is, igy e foliletnél

1. 51 5L\ (31, _
()G =), - () Jinn

Kivetkezileg

51, 51, ,
( 5 )+— ( ai.)_: . 4E:|5 Lcos(, iy ).

9.) Ebbol az a fontos kévetkeztetés is vonhatd, hogy ez a szintén
gyakran elGforduld integralis

dr | p nagysfigh folytonossfg-szakaddst szenved a g folilleten kaorosztiil.
Sgyebiitt nyilvinképen folytonos, =6t barhdnyszor derivdlhato.

Ugyanis
51 5! 5! 5t
.a”.i_-—_- gjnos{.:r, u.+}—|.ay"m.~'s(;f;, ui.l—l-a_:cu.-s{s, )
51 o1 5!
¢

P . 9
= —scos(r, ny)—-="cos(, 1) —-LLeos(z, ).
5% ( y feg ) 6'}] { [ALLES B { PR S
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Ha tehdt azt irjuk, hogy

fr(,m(,t, u+]
P G‘.: I’G

[+

S ‘PCGS(_!_},_-:;.+)DG: I,
P “g

=]

S peos(z, Jh)D sl
2

vYa
ngy

OI; aI:; OI;;
Vo= s 5 5
? ( oF ™ o] 3 ot )

Azonban az elébb taldlt folytonossig-szakaddsi egyenlet értelmében,
a o foliletnél

81‘]0 a[lc 3

ol oI, 4
(._B..n.) = (—a-_r-]—)_ = —dmepeos(y, ny) . cos(y, ny),

ol o1,
(_31_,' ) o (_8_._)_ = —dmpeos(z, 1y ) . cos(2, 1),

kivetkezdleg
(I';) = (I'5)_=4rg.

XXXIV. Vectorok functionalis félbontasa.

1) Tegyitk f6l, hogy (X, Y, Z) vector, mint a hely fiiggvénye,
mindhérom coordinatira derivdlhatdé folytonos a 7' térben, & hogy a
5"\’+3}’+5Z
ot an ot

osszeg is mindeniitt derivdlhaté 7-ben. Akkor bizonyosan létezik a T-
ben a coordindtiknak olyan kétszer derivilhatd fiigevénye, @, hogy
2.9 3}’ 8/
: __A(I’
98 3




VECTOR-TAN 197

Tlyen figgvény ugyanis

oX e:)l"_L VA
1 ey 8:; oz
',LIL' 1- ‘J

Az egyenlethdl folydlag

O G R

Eszerint az

&

od oo od
(X__‘?\ ) Y—_ﬁ ok Z“—-““)
ot o] oc
vectornak forma szerint van vector-potentialisa a I' térben. Jeldlje ezt
(U, v, Wj:
ob oW oV
X -t-\p }- AT i o -y
ot on o¢
0D oU oW

T

Toq oL  BE
6¢> SV olJ

¢heg "y

Z=

D;

Tehat a kitizott foltételek alatt az (X, ¥, Z) veetor két oly vector
Gsszegére bonthatd, amelyek egyikének van potentialisa, ®, mdsikinak
forma szerint van vector-potentialisa, (U, V, W), a T térben
Azonban n kitiizott foltételek csak elégségesek. Nevezetesen,

a helyett, hogy

3X+§l'+aZ

0% oy ot
derivilhatd legyen a T térben, elég csak ast kivetelni, hogy létezzék
olyan kétszer derivilhatd @ fiiggvény a 7' térben, amely a

854} +6__} 8: =Ad

egyenletnek eleget tesz.

2.) Egy mis haszndlatos f5lbontds azon a lehetdségen alapszik,
hogy az

Xea+ Yoyt 4oz

hirom tagi differentialis kifejesés az
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F.et+oll

kéttagira vezethetd, amelyben (r és /[ a hirom figgetlen variabilis-
nek, vagyis z, ¥, z-nek derivélhatd fiiggvényét JLILntI Ez a lehetGség
ugyanis alml_\-'tiuus kifejezésben :

X80+ Yoy+252 (},otr ol +(£ O(r oll +(I,O(r qﬂ)?
3J By 0z

Minthogy a 2z, oy, gz differentialék teljesen fiiggetlenek egymds-
tol, agy

L

Xe Fo(; oH
or

v FO(J' OII
oy 0.!
L=1 G+%{I

Természetesen az alapil haszndlt lehetdség foltételei ennek a
kifejezés-rendszernek is foltételei. Hogy melyek itt a sziikséges és
elégséges foltételek, vagyis X, Y, Z lev functionalis tllld}lll)ll‘-d“‘.ll
‘*!llkanC‘JL]\ bs cll:rr-wr(mek a tuiinvnilt lolletu-ﬂﬁghc;, ennél a kérdésnél
is fontosabb egy nui-qk és pedig az, hogy mely foltételek alatt jelent-
hetnek I ¢ és H, Icgf\lihh altaldban, mindhdrom coordinata szerint
kétszer derivilhatd figgvényeket valamely térben ? A veetorok ilyetén
tolbontdsa az alkalmazdisokban ezeknek a derivdlhatdsdgoknak az eseté-
ben szokott haszonnal jdrni, s épen azért, valahdnyszor hozzd folyamo-
dunk, mdr egytittal rendszerint a priori féltesszik, hogy olyan a vector,
mikép I, Gr, [ ltaldban kétszer derivdlhatok mindhérom l.um'clumtd
szerint. Ekkor dltaliban szikségkép derivilhaté a vector mindhdrom
coordinata szerint abban a térben. Kérdés marad azonban, hogy ez a
suiikséges tulajdonsdga elégséges tulajdonsfiga-¢ egyszersmind ?

XXXV. Potentialisos vectorok és vector-potentialisos vectorok geometriai
jellemzése.

1) Ha a T térben (& 7, {) vectornak van potentialisa, ¢s ez @,
akkor vegyiik figvelembe a 7' térben a

D—p=o0

folilet-sereget. 15z a f 3
ménydnak felel meg, ug}, lmgrv birmely érték legyen p ebben a
tartoményban, ®=p=const. oly folilet, amely egészen vagy részben
a 7' térben foglaltatik. \Imt]wg\' az ily foliilet minden pontjiban ugyan-
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azzal az értékkel bir a potentialis, azért az ilyen faliletet aequipoten-
tialis folilletnek nevezziik.
A T tér z, y, £ pontjiban
od od oD
=z T N===— o
o Ty e

AT

tehdt az =, y, # helyre vonatkoztatott (g, 7, T) vector irinya az e helyen
dtterjeszkedd aequipotentialis foliletre (@ =p=const.) merdleges (XIX),
és pedig épen ezen a helyen merdleges red.

Azonban mds vector is bir ezzel a tulajdonsiggal. Mind az a
vector, amely oly fiiggvénye a helynek, hogy ecomponensei ekkép
fejezhetdk ki :

.\( 2 c\(I) 7 o
T R L
o oy oz

De mér méstéle veetor nem, mert annak, hogy a helytél fiiggs

(, , §) vector egy folilet-seregben, . m.
d—p=o,

mindeniitt orthogonalis legven egy oOsszefliged térben, szitkséges és elég-
séges foltétele, hogy

. . 0D o0 oD
A B S e o e
X oy oz

arfinylat létezzék abban a térben.

;‘umle, midén egy vectornak valamely térben potentialisa van,
még egy olyan tulajdonsfigeal bir a veetor, amely geometriailag egy-
szeriien Grtelmezhet, ¢z mind a két tulajdonsdigeal mds veetor nem bir.

Vegyiink tekintetbe két aequipofentialis folilletet, amelyek para-
metruma végtelen kicsit kiilombozik, amelyeket tehdt végtelen vékony
térkoz vilaszt el (XIX):

b—p=o, O—(ptep)=o.

A két folilet térkozének végtelen kis vastagsdga az @, 9, 2 -
helynél (XIX):

8s=|2%p|: N,
ahol N jelsli a

—y

od oM
e

Qul Qs
=]
\"-—-./

vector nagysdgif,
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A [dp|:9s hdnyadost az acquipotentialis foliilet sereg 2, y, 2
helyi siirtiségének nevezziik és egy pillanatra % bitivel jeloljiik.

Egy enletiink &erint N=x.

Ha tehit egy vectornak valamely térben van potentialisa, Ggv
ennek a vectornak a nagysiga mindeniitt az aequipotentialis  {0liilet-
sereg siir(iségével egyenls.

2.) Tegyiik fol, hogy (%, 1, &) vectornak a 7' térben vector-
potentialisa van, (U, V, W),:

. oW oV ol §W oV 8l

Ty 82’ =%

hogy ez a (& . §) veetor dltaldban mindhdrom coordinata szerint
derivilhatd a 7' térben,

Tudjuk mdr, hogy ez esetben a vector componensei mindig két
fiigevény segitségével fejezhetdk ki (XX), dgy. hogy a vector két
functionalis tetszésszerintiséget tartalmaz, amely ecsak annyiban nem
teljes kettds tetszésszerintiség. hogy mindegyik tetszbsszerintiséget hiirom
misodrendd derividlhatdsdg szoritja meg (XXI),

Most més modon  fejezziik ki kt‘t fiigevény segitségével, mint
amily modokon (XX)-ban' tettiik. Kz a mod az elébbi cikk misodik
részében  [Blallitott  kifejezés-formdra  tdmaszkodik, amelyet jelenleg
(U, 7, W) vector-potentialisra alkalmazunk, tévén

U=¥° G(r i OII
oz oz’

V= 1‘2-,9’%—8—[},
oy oy

azzal a kirovdssal, hogy I, (i, II Altaliban kétszer derivilhatok a
coovdinatdk szerint 7' térben legaldbb oly mdadon, hogy a kétszeres
derivilizok killdmbizd coordinatik szerint valok, t. i, y &s 2, 2z &z a,
@ és y szerint valok.

Eezknek az alakoknak a behelyettesitéséhil folydlag

: _oI'oG ol ot
31} 9z 0z oy
_oFoG oFoG
= %:%r ox o2
. OFdG oJFoG
ey
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Ezekben iz két functionalis tetszésszerintisée fordal eld, &s ent :

két tetszésszerintiséget is hirom mésodrendi derivilhatisig szeritja me;___r.
Beldliik fnl_vn].l;,_r

5‘1" 3F oF
T
or. 3(1' 6G.,
8:"+d 'q+d L=o.

Kovetkezileg a (E, v, §) veetor irdnya mindeniitt tangentialis a 1'
térben az
_F-—p=(1
folillet-gereghez és a
G—q=o0
folillet-sereghez, vagyis mindeniitt tangentialis ahhoz a vonal-sereghez,
amelyet a két folilet-sereg metszése hatdroz meg,

Fazzel a tul.uclun».ag;_;l.l azonban mind az a vector bir, amely oly
fiiggvénye a helynek, hogy componenseit a hely egy fetszés szerinti
i'ii;{}.{\?t’-ll\féllek é a kg klf(‘}(‘fﬁ'\[’kll('lx a szorzatai képezik.

ssakhogy veetorunknak még egy egyszerd geometriai tulajdonsdga
van, .nnol\' azt az eldbbivel egyetemben mir teljesen jellemzi.

(mu:lnIJuuL a T térben @, v, # helyen a vonal-seregre nézve
orthogonalis elemi négysziget, (25), amelynek ecsicsain a kivetkezd
vonalok haladnak dt:

b=p G=q,
F'=p+ip, G=q,
F=p, G=q+iq
F'=p+op, ' =q+8q.

(&= (2 (e (=

|Gp &y |: 8o hdnyadost a vonal-sereg z,y, z helyi siiriiségének
nevezzitk. Izt fogjuk most I ¢z G segedelmével meghatdrozni.

A %o négyszig két szomszédos oldaldt ez a két elemi veetor
képerze : (3,2, 8,y, 8,2) & (S, By, 852), amelyek hosszdt 8,8 & 3,8
jelolje. A misik két oldal ezekkel pérhuzamosnak szdmithat. Az els
veetor eleje legyven az L vonalban, vége a 2 vonalban. A mésodik
vector eleje legyen szintén az 1 vonalban, tehdt ugyanabban a pont-
helyben, mint az elsié, vége legyven a ? vonalban. Akkor

F—F= 93‘1813"1‘0_1_‘81)’4'23'813:3}3'
ox oy oz
L, oGy oGy 30\ N

G'—G= araﬁrka m+a 02 =0(.
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A {3 T, Su, 3{.,) elemi vector nyilvdnvaloan a G=g¢ félileten
fekszik, a (34, 321, 8,2) elemi vector az =) fotileten, s mindkettd
merdlegesen az ' svonalra; azért merGlegesen red, mert a foltevés szerint
a (8s) négyszig orthogonalis a vonal-seregre unézve. Ha tehdt a, y, #

helyen az L vonal egyik irdnyéinak irdny-cosinusai o, B, v, gy
i dy:dz=
‘(_-r', OGSO a(,r, 3&'
== - ——
ae,' 6# o0z o da 8_;

Do 2 Ogy 1 052 =
or ol ol oF oF, oF -
(_ T"'a,l ): (o, SY) (ari‘_’a cr.)_
= HH M y

Az els6 jobb-oldalon szerepld binomiumoknak, mint componen-
seknek, megfelels veetor nagysfigit jelolje It), a mdsodik jobb-oldalon
szerepld binominmoknak, mint f*nmpmwn\el\nol\ megleleld vector nagy-

sdgdt jelolje R,. Akkor

3G 96,
G 186G,
e e A
Ll L i
3F 8F,
e et U
S e SR
HE=\E) R, %% sth

6s tekin-

Behelyettesitvén ezeket dp s 3¢ fontebbi kifejezéséhe,
hogy, ha

tethe vévén a &, 7, ¢ componensek Lifeiez(-seil‘-. azt  taldljuk,
a (7, 0 vector nagysigdt p jeldli, gy

8,@:[95)];‘?)}} y5= +]I“3

mert t. 1.

o Briy =B
Mivel a (83) négyszignek a teriletét a kivetkess kifejests
szolgdltatja :
Vo =sin(d,s, 8,5) . 3,5. 3,5,
fgy 8,5 és 8,5 épen most taldlt kitejezéséhal folylag

ds=(1) E-'Epizsin(s <, 8,8) . Op dq.
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Azonban,

sin(8;8, 8,8) =
(5% By3,2 )g 8,787 :c]_za_a) 81982 3,7 3,y\?
5,58, 2,85,8 2,5 5,8 3,5 8,8 3,5 3,5 3,5 8,8

Helyettesitsitk be ide is 8,2 sth. el6bb fii]_iefrwott kifejezdseit. Tekintethe
vive a &, 7. © componenseknek az F & (7 hlgg\'ommel kupwett
formuldit, és tekintetbe véve, hogy o, B, v szfimértékre aE:p, 4:p, i p
irdny cn-nmm]\kal egyezik, esekély faradds drdn azt taliljuk, hogy

e s 4 #
sm=(9;8, 9,8 :(—- - ——) .
( 1 ) Rl]')u_v
Eszervint

vagyis a vonalsereg siirfisége jelenti mindeniitt a vector nagysdgdt.
Ezzel ki van egészitve a vector geometriai jellemzése.

XXXV| Folytonossagi tételek.

A fiiggvények folytonossigit illetGleg az alkalmazfsok szempont-
jabdl killondsebh érdekkel bir a kivetkezd hirom tantétel.

1) Tegyiik fol, hogy az u, v,w, .. viltozok szdma N, & hogy
egy folytonos N dimensids érték-tartomdny belsejéhen az f(u, v, w, . )
fliggvény az egyes viltozOk szerint folytonos. Akkor az érték-tartomfny
belsejéhen valamennyi viltozd szevint folytonos az f fiiggvény. Azaz:
ha &%, C, .. viltozok fols6 szém-hatéra megvilaszthatd oly kiesinynek,
hogy bérmi kis adott szdmérték legven A, egy N dimensits érték-
tartomédny belsejében :

LAuE, v, w, . ) —flu, v, . ) |<A,
| Ry v, 10, . )—fln, v, 0, ..) |<,
akkor & 7, §, .. f6lsd szdm-hatdra megvilaszthatd oly kiesinynek, hogy
barmi kis adolt szdmériék legyen w, annak az érték tartomdnynak
a belsejéhen :
| [(e4E, v, w4E L) - flae, 0,00, ) |<p.
Ugyanis, az érték-tartomény Dbelsejében
[ fiu+&, v, w0+G, . ) —f(u, vy, 2045, . ) <A,
|, v, wtG, . )—flu, v, 01§, L) <A

Ertesitd (term.-tud. szak) 1899, 13
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Ebbdl pedig dsszeadds rendjén az §llitds jgazira
[ (g, v, w v 8, )— [, v, w0, ) <N

kovetkezik.

2.) Ha az s véltozénak valamely folytonos ért¢k-intervalluméban
f(s) mindeniitt derivdlhaté és deriviltja nem crak hatirozott értékkel,
de hatdrozott véges értékkel bir mindeniitt az intervallumban, akkor
deriviltja folytonos az intervallumban.

Mert legyen, hogy, mihelyt @ ¢i<Ze, mér s+g, vagy s-—¢, vagy
mindketts az intervallumba tartozik. A foltevés értelmében, barmi kis
szimérték legven A, megvilassthaté az ¢ oly kicsinyuek, hogy a fdlsd,
vagy alsd elGjellel vagy mindegyikke]

szs

¥

s, <,

ahol o, hatdrozott érték, az f figgvény deriviltja az s értik-helyen.
Ha » az egységnél kisebb positivus szdm, nem kilémben

_ [(s4ng)—fis)
e

<

A két egyenldtlenséy dsszeaddsdbol folyolag

(st —fs) fsing—fls)

|
+5 +ng 1<2A'

Azonbhan az itteni baloldal azonos ezzel :

1—n|fistneH(1—n)g)—flstng) Asto)—/[(s)]

n +(1—n)z +¢ ]

3

amelytdl csak algebrai alak szerint kiilémbazik. Kovetkezdleg

flstnt(L—n)g)—flstng)  fisto—11(s)
} Hi--n) to [ <1—n)\'

Emellett vegvitk most mée szdmba, hogv
&, bl ) o,

flstg)— f(s)_
+¢

<A

_flstngr(1—m %)s) - fls+mg)
‘ Pitng ‘(1*”)‘:’ B

A hérom egyenl§tlenség dsszeaddsibol
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| 2
i Potng %, <1___ ?_1‘)‘

kivetkezik., Az n positivus szdm azzal a kikitéssel, hogy az egysfgnél
kigebb legyen, egészen szabadon vélaszhatd meg.

Fazel az dllitds be van bizonyitva,

3.) Ha az itteni elsG czikk-részben szerepeld [ figegvény a vil-
forok  Osszesfge szevint ¢s mindeniitt véges hatfivozott értékbe deri-
viilhatd az N dimensios  érték-tartomdny belsejében, akkor az egyes
viltozak szerint képezett partialis deriviltjai valamenyi vdltozd szerint
folytonosak az érték-tartomény helsejében.

Bizonyitds :

A foltételezett derivilhatésdg értelmében a fiiggvény mindeniitt
derivilhatd  partialisan  az egyes viltozok szerint az  éreék-tartomény
helsejéhen, s azon foliill 4ll, hogy birmi kis szdm-érték legyen A, a
€ 1, 5 .. viltozok {folsG szdm-hatdra megvilaszthaté oly kiesinynek,
hogy ha E:p, n:p, Cip sth. hatdrozott viges értékek dgy az érték-
tartomény belsejében mindeniitt :

f@+E, vin, w+l, . ) —f(u, v, w,..) ( of & af'q of € )
-_— = - - — +
e Sup dvp aw

Tudvalévg  dolog, hogy evighdl sziikséges foltételt kipez egy
ilyetén folytonossigi rendszer: of:du folytonos a v,10, sth. viltozok
dsszestge szerint, Of : Ov folytonos a e, sth. ul.ltnmk dsszesége szering
sit. az érték-tartomdny belsejében.

Legyen, hogy épen ez a példaként emlitett folytonossigi rend-
szer teljestil. Az el6bbeni czikk-rész értelmében Gf: u folytonos az u
villtozd szevint, of : Or folytonos a v viltozd szerint sit., tehdt 8f: du
folytonos az u, v, w sth. vdltozok Osszesége szerint, Of:8v folytonos
a v, 7w, sth, viltozdk Hsszesbge szerint sit., az érték-tartomény belsejében.

De ugyancsak dsmeretes, hogy ez a folytonossiigi rendszer elégsé-
ges filtétele is az el6ttiink 1évG hatdr-egyenldtlenségnek.

Mér most vegyiik tekintetbe, hogy, ha a, b, ¢ sth. véges constan-
Snk, é:u'

=iy

w=1g+as, v=1,ths, w=w,ies,...

ey az eldbbeni ezikk-rész értelmében df: ds folytonos fiigevénye s-nek
az érték-tartomdny belsejében. De

o O 2 Of

“au" dw

Jeliljck emitt a of: du sth. pm'ti:ﬂis deriviltakat rendre o, &, ¥, ..:

birmi kis szfimérték legyen 2, megvilaszthatd ¢ vdltozd fils6 szdm-
hatdra oly kiesinynek, hogy

et

137
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Jp(utas, v+bg, wieg, . )—opu, v, w, . N
Hd{utag, wv+bg, wires, . )—P(u, v, w,..)]h
Lo Hyluag, wbeg,  wes, )yl v, w, L ))ed

kilémbség szdmértéke kisebb, mint A, Irjuk egy izben ¢ factorait
L@ 63 b kivételével zérusnak :

| {plutas, vibs, a0, )—9(, 0,90, . )}t
., Lo ' *{‘p (g, vbe, a0, J—d(u, v, 00, . )b ’
<A

<o Mivel o az dsszes viltozok szerint folytonos, ¢ pedig a v, 0, ..
valtozOk Gsszesége szerint folytonos, figy ¢ f6lsG szémhatfra lehet oly-
kicsiny, hogy ‘

Loy v, w0, . )—p(utag, vtbs, w,..) | <
| b(utag, v, w, . )—dutag, v+be, 1w, ..) | <

_A hérom egyenlétlenség rendén v ,
| butag, v, w0, . )=, v, w,. )| <@+ |a|+|b])A

tehdt ¢ folytonos fiiggvénye a-nak az értéktartomdny belsejében. Igy .

e czikk elsd részébdl folydlag ¢, azaz 8f: Ov. valamennyi véltozd szerint

folytonos az értéktartomdny Dbelsejében. Hasonlé médon kovetkezik,

hogy 8f: 0w az u folytonos fiiggvénye, &s, hogy a » folytonos fiigg-

chye, tehdt, hogy Vfd'unemw véltozs szerint folytonos az eltek tarto-
mény belsejcbeln sit.

Ertelmezések.

Néhdny Kétesebb jelentményi sz6lds-mdd esetleges félremagyard-
afisinak elhdritdsdt czélozdk a kivetkess értelmerések.

1) Egy irdnynak a cosinusain ennek az irfnynak az”
irfny-cosinusai értendsk. ‘
2) Fgy mennyiség vagy érték nagysdiga mindig az
absolutus értéket jelenti. o
Tovibb4, V‘tlahdnyi/or egy mennyigég 6186 szdmhatdrfrdls

van a szd, ez mindig \igy értendd, hogy a mennvlseg mind azt az értéket
folvehieti, de csakls mindazt, amelynek a nagysfga bizonyos szdmértéken
tul nem hdg, amely szdimérték a folsé smimhat‘ir ]
Végtelen nagy menuyiségen mindig absolupus érték -

szérint vegtelen uagy elten(l(f. S
4) A véges jelz6 mindig csak a végtelen vagyot zérja kio -+~
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5.) Kiilénos kijelentés hisinydban egy figgvény folytonos-
"Ig‘t!.])ﬂ mindig a végessée 65 l'lI\'t’l‘lL‘I\li'-«l"' kivetelése is bele értends
a folytonossignak a XI. ezikkben is foglalt definitidjdval egyezdleg.

6) Tohb valtozo fiiggvényének a folytonossdgdn
nem csupéin  kiillon-kiilon az egyes véltozdk szerint vald folytonossiga
gondolandd, hanem egészen dltaldnos folytonossiga a XI. ezikk defini-
tiojanak megfelelGen,

7.) Hasonlokép tobb valtozd fiiggvényének a deri-
vialhatdsdgdn nem esupdn az egyes véltozok szerint vald partialis
derivalhatosdga értendd, de egészen dltalinosan, bhérmely modon vald
egyszeres derivilhaldsiga, még pedig olykép, hogy, ha w, v, .. azok a
viltozok, és @ a figgvény, dgy birmely derivdlhato fiiggvényei legye-
nek az u, v, .. viltozok az s parametrumnak :

{l(I) d@ du 0@ dw

e

ds ~ Buds or ds

Ugyanezt jelentik az ilyetén széldsmddok is: korldtlanal
derivalhatd egysuz (,1, derivdlhatd valamennyi val-
tozd szevint, dervivdlhato valamennyi v dltozora.

8.) Tegyiikk fil, hogy a o®:0u sth. partialis devivdltak is
derivalhaté  figevényeik az w, v,.. viltozoknak, ¢z w, v, .., duw:ds,
do s ds, .. derivilhatd fliggvényei legyenek a ¢ parametrumnak. Akkor
dd : ds derivdlhatt fiiggvénye c-nak, és

@ oD A2 (62¢1 du o de e
dsde ™ Su dsde oude d-dude ):ls '

Igy értendd mindig egy tobb-vialtozos fiiggvény kétszeres
derividlhatdsdga, sit.

9.) Sz6 van a figgetlen vadltozdk oly kiilonds érté-
keihez tartozd devivdltakrol iz, amely ¢rtékek mel-
lett ezek a derivdltak definitidoszerdleg nem létex-
nek. Ez mindig fgy értendd: Képezve gondoljuk a derivéltakat a

fiiggetlen véltozok oly értékeihez, amelyek mellett definitio-szerileg
loteznek, tehdit hatdrozott véges értékkel birnak. Azutdn a figgetlen
rltozdkat folytonos viltoztatdssal valamely kiilénis értékeikbe viltoz-
tatjuk. Azt a hatdrozott végtelen nagy értéket, vagy azt a tobbé-kevéshhi
hatdrozatlan értéket, értéktartoményt, tulajdonitjuk most a deriviltak-
nak, amely felé a fiiggetlen viltozdk folytonos viltoztatfsfinak Hsszes
madjai révén terelddnek.

10.) Kiilonos kijelentés hidnydban :

Vonalon mindig oly véges hosszisdgd vonal értendd, amely
bir legaldbh is azzal az analyticus tulajdonsdggal, hogy egves pontok
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kivételével minden helyen hatdrozott normalis sikja van, amelynek az
irdnya folytonosan véltozik a vonal mentén.

Foliileten mindig oly véges Kkiterjedési folilet értendd, amely
bir legaldbb is azzal az analyticus tulajdonsiggal, hogy egyes pontok
és vonalak kivételével minden helyen hatdrozott érint§ sikja van, amely-
nek az irdnya folytonosan vdltozik a félidet mentén.

Téren a végetlen tér afféle része értendé mindig, amelyet egy,
vagy véges szadma t6bb Osszefiigps folilet hatdrol, olyan, amindt az
el6bbi meghatérozis jellemez.

11.) Egyes pontok egy vonalban, fililletben, térben, egyes
vonalak egy foliilethen, térben, egyes foliiletek egy térben,
mindig véges szdm pontot, vonalat, folilletet jelentenek a fontebh
jellemzett értemény szerint.
vagy tobb Gsszefiiggd vonal a fontebh jellemzett értemény szerint.

Egy tér hatdra, a tért teljesen hatérolé egy, vagy tobh

-





