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AZ ALGEBRAI TESTEK ELMELETENEK ALKALMAZASA ALGEBRAL
EGYENLETEK REDUKCZIOJARA.

Szabd Pétertol.

Kronecker ¢s Dedekind mondottak ki és alkalmaztik eld-
szor Ontudatosan ama fontos principiumot, hogy algebrai lételek
bebizonyitasdra csupan algebrai (szorosabban véve: arithmetikai)
mddszereket kell felhasznalni.

Ennek a felfogasnak alapjan a esoport elmélet alkalmazasa
algebrai kérdésekre idegenszerti, tehat kertilendd.

Illyen torekyés szolgalatiba szegGdolt ez a dolgozal, melynek
Megirasara dsztinzést (. Frobenius urnal: ,Theorie der algebraischen
Gleichungen® czimii, 1892—3-ban Berlinben tartott -eldadasaibol
meritettem

Czélom volt: Abel egyik tételinek 0. Hélder-16] széirmazo
altaldnositasat 1) a Dedekind alkotta ,algebrai testek® elméletének
segélyével bebizonyitani.

Elgre boesatottam nevezett elméletet, az egyenletek tanara
valo alkalmazashoz idomitva. Teltem ezt részint azért, mert De-
dekind a maga elméletét a fels6bb arithmetikdra valo tekintettel
fejleszti ki,®) részint mert sikeriilt egyes pontokban tovabb kiterjesz-
tenem. De ezekt6l eltekintve, magyar mathematikai irodalmunk
hianyossdga is késztetett erre, a mennyiben épen csak a mondottam
elmélet par alaplogalmat targyalja.”)

Dolgozatomnak ez a része (I—IIL.) kozel all modszerére nézve

1) 0. Holder Zuriickiithrung ciner beliebigen algebraischen Gleichung auf
eine Kette von Gleichungen. Math, Annalen XXXIV. p. 26—56.

?) Dedekind. Dirichlet’s Vorlesungen ueber Zahlentheorie 3 Auflage. Braun-
schweig. 1879. XI. Supplement.

3) Konig Gy. Analizis 1. 164 - 169 1 és KurschékJ Math. és Physikai

Lapok. 1I. 373—380 1.
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P. Bachmann egy értekezéséhez, 1) csakhogy nala a ,szorzat® és
,08210% logalmak kovetkezetes hasznilata hianyzik. E két fogalom
Jelentéségének felismerésél ¢s kovetkezetes felhasznalasat Frobenius
ur emlitetl eldadasainak koszonom. Ugyancsak az ¢ eladdsai utan
kozlom a 1V. 5. tételt is.

Az V. szakasz foglalatal teszi Holder emlitelt tételének targya-
lisa: az elmélet alkalmazasa algebrai egvenletek redukeziojara. Az
Abel-féle tétel, melynek dltalanositasiarol szo van, kovetkezo :

Ha egy egyenlet gyokjelekkel megoldhato, a megoldas hozhato
olyan alakra, hogy az isszes elofordulo gyvikjelek az adott egyen-
let gvikeinek és egység-gyokoknek raczonalis (liggvényei, melyek-
nek egyiitthatoi ugyanabban az értelemben raczionalisok, mint az
adotl egyenlel egyiitthaloi.

Az egységgyikok nem mindig raczionalisok az adott egyenlet
gvikeiben ; ezért czélszerii az eljaras olyan modositasa, hogy liszla
egvenlelek helyett eloszor primszam{oka Abel-téle egyenletekre redu- '
kalunk.

Ha egy egyenlet Abel-féle egyenletek sorara redukalhato, vé-
gezhelé a redukezio gy, hogy a segéd-egvenletek gyokei az eredeti
egyenlel gyokeinck raczionalis [iggvenyei; egység-gyikok bevezetése
foloslegessé valik. :

Az algebrailag ,megoldhatatlan® egyenleteknél is hasonloan
jarhatunk el. llyen cgvenletekel eldszor egyszerit egyenletekre redu-
kalunk, az az olvanokra, melyeknek Galois-féle csoportja egyszerii.
Az egyszerit egyenletek redukilasa normdlis egyenletre, melynek
csoportja ugyanaz, masodik feladat, mely kiilon targyalhato.

Az eljirds — altalaban — kovetkezd lesz: Allitsunk fel egy
egyszerti segéd-egyenletet, melynek egyiitthatoi az eredetileg adott
racz. tartomanyba tartoznak. Adjungaljuk ennck Osszes gyokeit;
az ij racz. tartomanyban dllitsunk fel mas segéd-egyenletet, mely-
nek csoportja szintén egyszerii. A masodik segéd-egyenlet Osszes
gyokeit is adjungaljuk, s folytassuk e mfiveleteket igy tovabb. Az
utolso segéd-egyenlet gydkeinek ‘adjungalisa utan legvenek az ere-
deti egyenlet Gsszes gyokei raczionalisak.

Y P. Bachmann, Ueher Galois’ Theorie der algebraischen Gleichungen.
Math. Annalen XVIIL p. 449 — 468,
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Kérdezheljiik : milyenek a segéd-egyenlelek csoportjai, mennyire
vannak ezek meghatirozva, mekkora a segéd-egyenletek szdma, 6és
milyenek gyokeik ?
Aldbb, a ,esoporl® helyére, mint az algebra korében aequiva-
lens fogalom: az ,algebrai test® lép.
A jeldlésre nézve megillapitjuk, hogy minden fiiggvény jel
raczionalis  [liiggvényt jelentsen, melynek egyiitthatoi az  adott

£o= [, N, ... W] raczionalis lartomanyhoz?) — termi-
nologiankban testhez — tartoznak. Erre az R tartomanyra vonat-

koztatva értends, ha kifejezetlen mas kikotést nem leltiink, a fiigg-
vények reduktibilis vagy irreduktibilis volta.
Az irreduktibilis egyenleteket, melyekrol szo van, dllandoan

Fy)y)=y 4y vy +... +te=0
alakban adottaknak szupponiljuk.

1.%)

) 1'§. Szamoknak olyan sokasiga, melynek egyénei, végessziamu
raczionalis miveletek kel osszekapesolva, isméllidnek, szdmtestet,
rovidebben testef (Zahlenkorper, Dedekind szerint) alkot.

Legegyszeriibl példa: a kozonséges raczionalis sziamok alkotta
test. Az algehrai szimok osszesége szintén test: az ebbdl kivilthato
algebraj vagy veges testekrdl lesz szo a kivetkezékben.

Az

FC};) = (0,
n-ed foku irreduktibilis egyenlet egyik gyoke legyen yi, 2&'(y)
egyiitthatéi tartozzanak & raczionalis testhez;®) yy-et R-bOl szir-
zott algebrai szamnak mondjuk.

yi-nek Osszes raczonalis (iggvényei festet alkolnak, melyet

Y) Kronecker. Grundziige einer avithmetischen Theorie der algebr, Gris-
sen. Crelle Journal Bd, 92, p. 3—b. és I. Molk. Sur une notien . ., Acta Mathe-
matica VI. p. 18—20.

?) L. Dedekind. Dirichlet's Vorlesungen ueb. Zahlentheorie 3-te Aufl.
Supplement XI. és Sur la théorie des nombres entiers algébriques, Bull. des
Sciences math. 1877, p. 144—157. ) )

%) R helyett a kivetkezendik analogidjira R (2) lenne ifrandd, (r elst foki

exyenlet gyike.)
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R-b6l szarmazott n-ed foku algebrai testnek mondunk, s igy
jeloljiik :

A = Ry,).
A test szamijainak Gsszesége az F(y) = o irreduktibilis egyenlet
segélyével redukalhato y,-nek n-nél kisebb foku raczionalis egész
liiggvényeinek dsszeségére, ngy hogy

n—1
oY) =Co+ C¥i+ « -t cnyll
alakban, ha ¢, ¢, ... & dsszes szamait végig futjak, A-nak

minden szama el6 van allitva és mindenik csak egyszer.

A fokszim magara, az algebrai testre nézve is jellemzo, mert az
A n-ed foku algebrai testben mindig talélhaté linedrisan
filggetlen n szam, és tetszés szerint valasztott n+ 1 szim
kozott linedris relaczid all fen.

Vilasszunk A testhdl n szamot

n—1

'I -
Nk = E Ck1 ¥V =t o n—1)
]::D .

Ha a
|| U e P SN
determindns értéke nem zérus, ni szamok egymastol fiiggetlenek. (Ez
a ¢, i mennyiségek igen sokféle valasztasaval elérhetd.)
Ezt feltévén, valasszunk egy (n + 1)-ik szamot

n—l

=S S
T = 2“'-'z'mll}"
1_—_0

M= g Eiags . In a
“ Cr ” (1;:0, g .,n—-l)
matrixbol kivalthatoé z-ed rendii determindnsok kozélt van zérustol
kiillénbozd, a -

Minthogy a

n
2 U ="0
i=0
relaeziot kielégithetjiik olyan & értékekkel, melyek nem tinnek el
mind.?)
Ebbil kovetkezik, hogy A-t nem szarmaztathatja két olyan
algebrai szam, melyek kiilonb6z6 foku irreduktibilis egyenletek gyokei.
1) Mivel a tétel megforditisa is dll, a mint Dedekind i. h. megmutatja,
ez is vdlnszthaté a defloiezié alapjiil.
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Az F(y) = 0 egyenlet definialta konjugalt algebrai szdamok
y.li' .]72; LRI ,Yn
szarmaztatnak 2 testet :

RG’IL R(yﬂ)f S "R(yn):‘
ezeket konjugalt algebrai testeknek nevezziik.

Két, ugyanabbol a raczionalis testh6l szarmazott algebrai testnek
A=R(y), B=R(?
egymishoz valo viszonyat kiovetkez6 modon jellemezziik :
Ha A tartalmazza B osszes szdmait, s azonkiviil masokal is,
B osztidja A-nak és igy jeloljiik :
A > B vagy B < A.
Ha A tartalmazza B Osszes szamait, és viszonl, A egyenlo
B-vel:
A2
Az értelmezésekbil folyolag, ha
@i>-B, iBi:6

akkor : A78@,

és ha A=RB, B=0C
gy -
A=

Az alkalmazasck czéljabol két fonfos fogalom: algebrai testek
legkisebb kozds tobbszdrdse vagy szorzata és legnagyobb
kézds osztdja, részletesebb kifejtésére lesz sziikség.

2 §. Legyenek

A=Ry), B=Rz ,C=R(@), . ... M= Rw)
sorrend szerint a, b, ¢, . ... ,m fokd algebrai testek, szimuk
legyen w.

A konjugalt szamok sora:
Yay Fay = oo a3
zll' z&r """ rzi’ ;
er Wgr ---- Wm ;

index nélkili betlik jelentsék a konjugall értékek valamelyikét.
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A, B, ... M testek szorzatinak, vagy legkisebb kozos
tobbszorosénck nevezzilk azt a testet, mely ezek Osszes szamail,
és csakis ezekel tarlalmazza, a melynek jele

Q=R (y, z...,w

Kimutatjuk, hogy létezik Q-ban olyan mennyiség, melylyel
Yy % . ... w valamennyien raczionalisan kilejezhetdk, tehat €
algebrai test. :

Vezessiik be a hatarozatlan g mennyiséget és alakitsuk :

S=y +2zp +uUpt+.... +Wp"~1

(1)
kifejezést : p-1 meghatarozhatjuk ugy, hogy bk AT helyére be-
irva a konjugilt értékeknek
N=abc ... m
szamn kombindezioil s dsszes érlékei killonbozik legyenek.
Valoban, az

v—1 2 v
‘Va -+ Ki_’p o -SRI “p.P :_——_}f? -+ ch 5 R o W_:p

—1

egyenlgségek mindenike legfeljebb v —1 kiilonbozé p-érték mellelt
teljestl, Ggy hogy dsszesen legleljebb

)1 N(N—1) (v—1)

érték kizardasiaval, p szamara még mindig véglelen sok raczionalis,
s6t egész szamu értéket valaszthatunk, melyeket (1) be irva s a
kovetelésnek megleleld szam Jesz.

Ezzel az s szammal Q-nak telszoleges

w=8(y; 2 & .. W) (2)

szima raczionalisan kilejezhetd.?)

Jeloljek

. 8y Sap oo o o Sy
s-nek 2, v, . . . konjugilt értékrendszereinél (elvett, kitlinbézéknek
fellelt értékeil ;
Wy, Wy - . . Wy

w értekeit v, 7 . . . konjugall értékrendszerek ugyanazon sorrendje
melletl.

1) E véghil elég volna s-et esupin azzal szoritni meg, hogy v, 2z, . ..
meunyistgekben raczionalis ¢és szimra N kitlonbidzd éricke legyen
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A D(f) = ]hi (£—s1) (3)

szorzal ¢ hatarozatlan mennyiség racziondlis egész lliggvénye ; a
kivetkezd kifejezés

§ w3 e 4
®0 2 55 = VO )
szintén az, mert mindkelld v, z, . . . . Osszes konjugalt értékeiben
szimmetrikus.
Irjuk itt
t==s

és vegyiik tekintethe hogy

(s ,
[t}_);] = B

F = 8§,
nem tiinik el, ezért (az indexet elhagyva)
Us) (h)
D(s)
raczionalis fiiggvénye s-nek. _
E tételt 1) kovetkezoképen is fogalmazhatjuk :
R raczionilis testhdl szirmazott, véges szimmal levd
Vo z, . . . algebrai szamokhoz mindig talilhato olyan,
ugvanabbdl a testhdl szirmazott sziam s, melynek mindenik
raczionalis fiiggvénye. -
Jegyzet. Az Q test foka nem sziikségképen V.
Ha O(t) = 0
egyenlet reduktibiiis, 2 foka ®(¢)-nek azon irreduktibilis faktoranak
fokszama, melynek s, gyoke.
3§ A konjugalt algebrai testek legkisebb kozos (obbszorisél
ezek normajanak nevezziik.
Olyan test, mely konjugaltjaival egyenld, (6nndn maganak
norméja) normalis test.
Sziiksédges és elégséges feltétel arra, hogy A normilis
test, az: hogy y, konjugalt szimai kézott van olyan, a
mely egy médsiknak racziondlis figgvénye.

1) Abel. Précis d'une théorie des fonctions elliptiques. Oeuvres compl,
1881, I. 547 L
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Minthogy: vy, ¥, . . vn az n-ed foku
My) =0
irreduktibilis egyenlet gyokei, abbol hogy y, az y,-nak raczionalis
fliggvénye, kivetkezik: hogy mindenik gyok minden masiknak raczio-
nilis fliggvénye; tehat Aly) == 0 normalis egyenlet, és
Byn) = By,) = ... = By
De viszont
R(y;) = Ry
egyenliség maga utan vonja ezt :
yi = Uy
Ennek felhasznalasiaval bizonyithato kivetkezo
Tétel: Algebrai test normédja normalis test.
Legyenek
A = Ryi) (i=1,2...n
n konjugdlt test.
Az n-ed fokuirreduktibilis egyenlet, mely A;-hoz tartozik, legyen
mint elébb :

Hy) = 0.
A; normajat jelélje
C = P3),
hol (2.) szerint z alakja
Z=Y, + Jap + --- + {p“—“

De most elég p-t tigy valasztani, hogy a konjugalt értékrend-

szerek mellett z-nek N = n! kiilonbhoz6 értéke legyen :
Zy, Zyy - - - ZNG

mert y; konjugalt mennyiségeknek ugyanennyi kiilonbozo (ismét-
Jésnélkiili) permutaczioja van. Kovetkezd szorzat, hol ¢ haldrozatlan
mennyiseég,

D) = (t—2z)l—m) ... (t—2zx)

Vi, Ve - - . yuwben szimmelrikus, tehat #nek raczionalis, egész
fiiggvénye. A

egyenletnek egyiitthatéi A-hez tarfoznak, és z gyoke.
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A p mennyiséget igy vialaszlvin:

=2, ya =2, - . .. yn=9u(2) (7)
Legyen .
G(t) = 0 (8)

D(¢)-nek az az irreduktibilis faktora, melynek z, gyoke, egy misik
gyokét jeldlje zz; mivel ez

7e = ym + Yup + ... + Jap'
alaki: (o, %, . . . 24 az 1, 2, . . . nvalamely permuticzioja), (7)
tekintethe vételével )
2 = W(z) ©)
honnan mir kivetkezik, hogy G(f) = 0 normilis egyenlel és C

normilis test.r)

C szokasos clnevezéssel az Ay-hez tartozo Galois-1éle test:
G(t) = 0 az I(y) =0 egyenlet Galois-féle rezolvens egyenlete.
A Galois-féle egyenlet fokszamat (g) szokis az IV (y) egyenlet rend-
Jének nevezni. A G(#) = 0 egvenletnek az a nevezeles tulajdonsiga,
hogy egy gyokével az /7(y) = 0 egyenlet dsszes gybkei riczionali-

San- kifejezhetik.
1.

1. & A legnagyobb kozos oszto fogalmianak értemezése elGtl
€gy test osztoival foglalkozunk.

Nyilvanvalo, hogy algebrai tesinek minden osztoja algebrai
test. R-rel és Gnnonmagdval minden algebrai test oszthaté; ha mas
osztoja egy testnek ninesen: primitiv testnek mondjuk.

Legyenek :

A=Ry), B= K2z
két R-bol szirmazott n, illetéleg m-ed foku algebrai test; az irre-
duktibilis egyenletek, melyeknek y, z gyokei sorrend szerint:

My) =0, G(z)=0;

Y v, 6. A Kneser. Arithmetische Begrindung algebraischer Siitze.
Crelle J. 102. 29. 1
P. Bachmann. Ueber Galois’ Theorie. Math. Annalen XVIII,
453, 1.
11

Orv.-term..tad. Ertesitd. 1894
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Vv, z konjugall szamai:

Yo Vi o oo Vo Ly Zyyovoos At
B osztdja A-nak, ha minden sziama, tehit zis, elfordul A-ban. (I 1. §.)
Azt, hogy z A-hoz tartozik, kifejezi
z = q(y) 1)

egyenlel. Az osztéknak alaptulajdonsagat mondja ki kivetkezd

Tétel. Az A, n foka test minden oszidjinak [lokszidma
aSztoja n-nek.

Jeloljek y konjugdlt értékeinél z értékeit

z=9(y), 7 =¢(y1), - . - Zn-1 = Q¥ n-1)
KEzekkel szerkessziilk a
o(t) = (t-2) (t—z) . .. (t—2Zn,) (2)

vagy
a(f) = (t'_c‘c'(.V)} (t—2(y1)) - - - (E—~2(¥Yn1) )
szarzatol, a mely vy, . . ¥ ag-ben szimmetrikos, egyiilthaton racziona-
lisak.
A @ (t) =0,
G(z)=0
egvenleteknek kozis gyoke
L= 27=¢(y),
vagyis @ (¢ () =0,
G(e(m))=0
egyenleteknek, hol z hatarozatlant jelol, # = y kozis gyokiik. Kzért
Vi Yar « « « Yy is kozos gyokeik; tehit(z= 2 (y), . . . lévén)
By By ¢ w o Bgey
mind gyokei & (z) = 0 egyenletnek.
A = 7z kizds gyok miall o (£) oszthato G{£)-vel, tehat
o ()= G (&) & (D
Azonban o (7) = 0 gyokei kozil nehany ©,(¢) == o nakis gyike,
de mindenik gyike & (Z) = O-nak, tehit
&)= G (9. & (@)
Iz eljarast véges szamszor ismételve, végil

@ () = (G(O))
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honnan a keét oldalon a fokszamokat Osszehasonlilva:
n = mr. (3)
Két esetet kiilonbdzlessiink meg :
r=i1,r>5

A. b W /=3 <]
Most ¢ (1) = G (8),
tehat 1, z, 2%, . . . z" ' A testben n, egymastol linearisan ligget-
len mennyiség : ezért
n—1
1= a9 + &y V+..:%+@na}y
n—1
Z=y + 8 Yt...+t a1y (4)
n—1 y n--1
Z =dn—1,0 + nn—!_.] J'? cw o Fibn—gn—a Yy
rendszer determinansa
]il-ik | i, k=0, 1 .-0s n—1,)

nem zérus. A (4) egyenletrendszerbgl y kiszamithato mint
y=17%~(2)
hol 7 egyiitthaloi véges ricz. szimok. Azaz A osztoja B-nek ; tehat
minthogy feltevés szerint B osztéja A-nak :
A=D.

Ha olyan mennyiségeket, melveknek n—1 els6 hatvanydival A
valamennyi szama linearisan elGallithato primitiv mennyiségek-
nek nevezziik, kivelkezd tételt mondhatjuk ki:

Hogy v primitiv mennyiséonek riczion:dlis figgvénye

z2=2(y)
primitiv mennyiség legyen, arra szikséges dés elégséges,
hogy z y konjugilt értékeinél kiilonbozo értékeket villal-
Jon el :
B. r >, n=rm.

Mivel ebben az esctben
2By w5 By
sorban m kiilonbozé érték mindenike egyenl-sokszor fordul eld,
megallapithato a jelolés ugy, hogy ezek
11%

SIECER
B

e/
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z=oy) =) =9y) =...=00F"
a=9(y) =9y =) =...=orn"™"), ©®)
& b pe s m e e s
Zm—1 = f\ym---l) =y m—-l) —_— ':P(y m~—l) . :?“’ m—1 )

legyenek. A test minden osztojihoz tartozik olyan o(y) mely pri-
mitiv. mennyiség, de nem minden ¢(y) szarmaztatja A-nak osztojat.
Ha az eddigi raczionalis szamokon kiviil z-t is ismertnek tekint-

Jik, a raczionalis szamok testél bévitettitk, mert most B test dsszes
szimai, racziondlisok. Ugy beszéliink: A-hoz B-t adjungiljuk, és
szimbolikusan, hanyados alakban jeloljiik :

A

B
(Ha B=R, - = 4)

I. Tétel: B osztdnak adjungalisa utin A fokszima re-
dukilidik ; ugy hogy A fokszimiat B-ével osztjuk.
Ennek bizonyitasara megjegyezzitk, hogy #vel hatarozatlan
mennyiséget jelolvén, most
Wt) —2=0 (6)
riczionalis egyiitthatokkal hiré egvenlet, melynek gyokei koziil

(r—1)

b=y, ¥, ... ¥
az F(t) =10 (1)
egvenletnek is gvikei. A két egyenlet legnagyobh kozos osztoja

ft, )=t —y) ... (t—-y"")

melynek egyiitthatoi B-hez tartoznak, (ez mindig rdczionalis uton
meghatarozhato). Az

£(48=10 8
egyenletnek gyoke #= y: kimutatjuk, hogy irreduktibilis egyenlet.
Ugyanis ha £(Z z) amaz irreduktibilis szorzoja £{¢, z)-nek, melynek
{t—y osztoja: akkor

f(to(t)) = 0
egyenletnek Fz) = 0 irredukt. egyenlettel ¢ = y kozos gydke lévén

J%(y: FWU(Y)):'Os fB(J"s?(J/))-v_-U: .o '1f;(y(r_n:'?(y"—h))=0)
vagy:
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Ly, D=0, K, D="0,. . . L, 2)=0;
kovetkezileg
fit, y) = 4(8 ¥);

az az f maga ireduktibilis B-ben, lokszama pedig

n
¥ = =
1
Kovetkeztetések.
I. Az !?f‘- .]"i.‘ =) (i 1 o @y m—1)

cavenletek a konjugidlt B testekben irreduktibilisek.

lizeknek szorzata:
Lt, z) t, z) . - - Il Zn )
t-nek n (oki egész lliggvenye, eayiilthatoi  £&-hez fartoznak, mert
Z-hen szimmetrikus, azonkiviil oszthato (t — y)y-nal — lehil
Rt = L, ». £t, z) - - - 1it, Zm—1)- Q)
2. A megelozé 1ételnek atalinositasa :
Ha g(t, v) B-ben redakalhate figgvény, akkor g(t, yi)
a konjugalt B; testhen szintén olyan.
Feltévén ugyanis, hogy :
git, 7y =gal(t, 2. At 2)
hol g, és A egyiitthatoi B-hez tartoznak, jeloljink a-val hatirozal-
lan mennyiséget, irjuk
Ut, u) = glt, u) — &1 u). h (¢, u),
s tekintsiik pillanatra £t ismertnek.
Minthogy a G(u)=0
O, my=10
egvenleteknek kozos gyokik z=2z G (1
nil fogva :

7) =0 irreduktibilis voltia-

'-t-‘{:t, Zj) = 0; =1 8. :m0—1)
azaz
at, zm=a(t 2). bt Zi),
a mi bizonyitando voll.

3. Ha B normalis test;
7z = 0i(2);
az £t, 0i(z)) egyiitthatoi B-hez tartoznak; ezérl
Rty = 1 (&, 2. [t 6@) - - - Kb (2)

F(t)-nek felbontisa B-ben irreduktibilis szorzokra.
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Mikor B épen egy
H(w)=10
--fokii egyenlethez tartozo (ialois-féle test, melynek gyokei
W, Wiy - . o Wiy,
ekkor Z=W + Wi + ... + Weap)

B adjungalasa egyértékii az osszes w-k adjungalasaval, me-
lyek (I. 3. §.) znek, tehal y-nak is raczionalis fiiggvényei. Ugy,
hogy az eddigiekb6l még kovetkezé tétel vonhato le:

Ha M) =0, Hw) =20
irredulktibilis egyenletek egyiitthatdoi R-hez tartoznak, w rdi-
czionalis filggvénye az elsd egyenlet gyokeinck, és H(w)
= 0 dsszes gyokeinek adjungilisa utin Iy) reduktibilis
lesz, egyenld foki irredulktibilis szorzdkra esik széjjelt)

2. § Az (H) egvenletrendszer mulatja, hogy z konjugall értékek
m r-tagu rendszerbe oszijak y; sziamokal. Kimutatjuk, hogy az a
heosztis B-re nézve jellemzo

Ha = AMy)
fiiggvény m értékii és az yi-k ugyanazon beosztisa tarto-
zik hozzi, mint z-hez, akkor z és n A ugyanazon B osztdji-
nalk primitiv mennyiségei.

" Legyenek : N = Y (_}r) — % (.V,) S (yu-—l_l)
M= lf.'m = iy) =...=r1(n""") (10
Tm— 1-—3{ym )= a(y m__l)___ . —f-(fof___l

az 7-val konjugdlt szamok, hol az y-k elrendezése épen az, mint
() alatt. Szerkeszsziik
J. 4 UL _fmes Y
WO\ +x—/+"“t—zm;tj'
kifejezést, a mely egész fiiggvénye ¢ hatarozatlan mennyiségnek,
jelélie @ (1)
Az (5) és (10) tlekintethe vélelével a zarojelek kozotti osszeg-
nek r-szerese mint az y;-k szimetrikus fiiggvénye irhato :

1) Aldbb ki lesz mutatva, hogy a megszoritis: w rdcziondlis fliggvénye
y-nak, nem szitkséges.
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BN (0% ) N J',tr.__..\.)
G(9) {Lﬁ —o(y) i t—o(y) + . F t—o(y—)

ACANIR £ 4 2
i) E—elyn T te(nT)
S A '\l‘.—_U
o ‘H_‘_(J) m—-_l ) : . ) . : : . _}{n] ! . 1 —¥. f
't _—r—? (__l"m—!) + +t =i '-P(_FLII:II_—II.J)} Q( )

A zirojelkozi kilejezes racziondlis RB-ben, honnan ¢=y irla-

val, (v. 6. 1. 1. §.) kovetkezik
nN= Q“—)—

G(y)

De 7 m-értekit liggvény, tehit csakugyan primitiv mennyiscég
B testhen.
Meglontolvin még hogy

szet két szorzora

n-cl véges sziami moédon vilaszthatjuk

n=1m, 1,
és py tagu cziklusokal 272 mennyiség  koziil szinlén veéges SZUMSZOT
vilaszthatunk ki kovetkezik. hogy algehrai testnek veges szamil
OSztgi vannak.

A mint Dedekind megmulalla, & tetel megforditasa is
szerinle az algebrai lest legezélszeriibh - defini-
Kozve-

igaz) ;

gy, hogy ez volna

cziojanak alapja. Azonban ennél a fok fogalma nem lép

tetlentil elstérbe.
3. & Az adjungalas logalma kiterjesztheld lelszésszerinti tes-

tekre is. Fol fogjuk tenni, hogy ezck ugyanabbol a riczionalis testhol

szarmaznak. Ebben az esetben az I tétel kivetkezoleg altaldnosul :
II. Tétel. IHa A, Bsorszerintin, in foka testek és B ill. A

sa utan Aill. B fokszamai my, iy, akkor mindig

iy = 112
segédeszkoz @ a ket test szorzata.
duktibilis egyen-

adjungali

A bebizonyilisra

Az A és B-hez tartozo 11 illetéleg a-loku irre
letek szamara az eddigi jeleket

Fly)=0, (f(z) =0

megtartvan, legyen legkisebb kozos tobbszovosiik €, ennek primitiv
mennyisége W,

1) Az id. m. 2-te Aufl. § 159
e DA tétel Kroneckertsl ered.
XXX, p. 194

Bizonyitva A. Kneser: Math. Annalen
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C=RMw);
hol ¢ kell6 megvalasziasa utin
W=y -pz y=9 (W), 2=1{ (W),
Legyen az irreduktibilis egyenlet, melynek a w gyike,
P(w) =0
fokszima pedig ¢.
Adjungaljuk C-hez B-t. A C|B testben weleget tesz
h(a, z) =0 (11)
g : m-loki irveduktibilis egyenletnek, hol z hatarozatlan mennyiség.
De az adjungilas utan y és w egymasnak kolesondsen raczionalis
figgvenyei: tehat y primitiv mennyiség C B testben, mely gyoke (111)
a kivetkezd irreduktibilis egyvenletnek
hu—+ oz, z) = I(u, z) = 0, (12)
melynek foka _
o (13)
o
Kimuntatjuk, hogy (2, z) Ilu)-nak oszloja: £ (u) egytitthatoi
B-hez is tartoznak, mert £ minden lestnek oszloja; az
M) =10
h(u, z)=20
egvenlelek kizos gyoke u=y, lehit B adjungdlisa utan F redu~
kalhato: hy(u, z)-vel oszthalo.
Azonban ekkor (1. §.) szerint Ma) oszthato
f?l{ﬂ, Zi). (i=—1,8%...m—1)
konjugalt fiiggvények mindenikével is. Bz a z konjugall értékekben
szimmetrikus, u-ban ¢ foki szorzat:
Iy(u, z) h(u, z) . .. l(a, zn-)
csakis Flu)=0 gyikeinél tiinik el, egyiitthatoi Z-hez lartoznak,
tehat F(u) halvanya, még pedig a dimenziok Osszehasonlitisa
réven :

n,

(Fk"')‘): = klm 2). I, ) Bd, Fui) (14)
Epen igy lathato be, hogy C[A testben w és z primitiv meny-

nyiségek. Ha
h(u,y) =0
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1 foki irreduktibilis egyenlet, melynek w gydke, z gyoke lesz
hipu+ y. y) = g™l a, y) =20,

[
nmy= f’

ama g:

(15)
foki egyenletnek,

q
(G(u) ™ = hy(u, v) hy(a, y1) - - - hy(a, Ya—)
(12) és (15) ssszehasonlitisabol lithato, hogy tényleg
iy, == 1y,
Abban az esethen ha m; = 1, B
m =1,y ¢s z ugyanazon test primiliv
A tétel még igy is logalmazhalo:
Ha A algebrai test foka B m-ed foki test adjungilisa
atin n,, ugy A dés B szorzata q =i lokua)
4. & A tétel kovelkezlleg dtalanosithalo:
Ha X A%, oouy AW testek koziil a v-ik a v—1 megeldzi
foka, szorzatuk fokszami:

osztoja A-nak; ha m =1,
mennyiségel.

test adjungilisa uldan 1y
g= nn ... %
2z a Lélel k= 2 eseléhen igaz; csak az bizonyitando be, hogyha

cgy bizonyos (k=) hatirig helyes, v—1 re is all. 19z pedig nem

Jir nehézscggel.

Feltévén ngyanis, hogy
nyiség, és hogy
=y 4y et+yet.. .+ ¥y
(o czélszerii valaszlisa ulin)

q'-_-:I'lj"a... Iy
fokii egyenletnek tesz eleget; adjungiljuk R(E) testhez AVD-L. A
kelts legkischh kozos tobbszirose

R(y"vt9 ¢ §)
a megelozo létel szerint @7 = ¢’ Ivia foku ; mivel tételiink minden
k értékre igazolva van.

[t semmi megszoritas
tik egvenldk is.

Algebrai testek sz yzatanak foksziama
adjungalasok rendjétol, bar kiilonbozo elrendezések mellell az 2y szi-

mok valtozhatnak.

yd A -hen valamelyik primitiv. meny-

nincsen AD testeken, lehetnek kozol-

nyilvan fiiggetlen az

1) A. Kneser: Ueber die Gatiung niedvigster Ordnung cte. Math. An-

nalen XXX, p. 193,
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1.
1. § Ertelmezések.
)
a) Az Ay — 4 o o testek legnagyobb kdzds osztdja,
D, kovetkeziképen jellemezhet :

L. D minden szima eléfordul mindenikben. Ha A"nek primi-

tiv. mennyisége _ym, D-nek ¢:
£ 0y (7)== 0(y) == o . == 8,07

2. A" testek minden kizos szama  récziondlis fitgo-

vénye t-nek; az az: ha
t=X(y) = haly") = .. = %),
ugy _ t'=A(t).

D fokszama az Amlestnli fokszimainak oszloja, de nem  sziik-
ségképen legnagyobb kizos oszto.

b.) Jeldljiink 2 dés R"-vel kél lestel, a melyeket a” illetve A”-niz
adjungalunk.

AR test relative egyvenld A"\ R testtel, ha van kdzds primi-
tiv mennyiségitk 6s foksziamuk egyenld®) B viszonyt igy jeliljiik :
A A"

R ”Fr

2. §. Két testnek, tovabba legkisebb kozos tobbszorisiiknek és leg-
nagyobb kozis osztojuknak fokszamai kozotl nevezeles 0Osszelliggés
all fenn.

Jelbljék az

A= Rly), B=R{7
m ill. n. foku testek legkisebb kozos tobbszirvosét és legnagyobb
kézis osztojat

C= R (w), D= R(t),
ezeknek fokszamait: ¢, 7, hol

t = 0,(y) = Uy(2).
Bebizonyitjuk, hogy
mn = qr.

Legvenek az elGbbi sorrendben, eme testekhez tartozo irre-
duktibilis egyenletek .
ARy =0, G (z) =0,

Hw)= 0, L (t) =0,
"‘}_A.Es(:port elmélethen, a relativ egyenléség fogalmianak megfeleld fo-
galom az izomorfizmus.
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Adjungaljuk C-hez, B-t, A-hoz D-L. C|B testben y gydke a
q: n foku irreduktibilis cgyenletnek
h(u, z2) =Y, (1

hol & halarozatlan mennyiség, A D testben ennek :

fi(a, t) =0, vagy
f,(a, 0y(2) =0
és egyiitthatoi B-hez is tartoznak ;

melynek foka m:r
egvenlet reduktibilis €s (1)-vel u==y kizos gvoke, tehat

£,(u, 0u(2) = (1, z).ry(u, z);

B-ben ez az

honnan
m
=
mn = qr.
Kiilonos érdekii az az esel, midén :
mn = qr-
Ekkor :
o A
R
(. 1. §.1) mivel £z, b(y)) = iy, ¥)

3. § Keérdeés: az A, B testekre miné megszoritast 10 az

mn = q1'
egyenliséy ?
Fzt a kérdést egész altalinoss
esetre elégséges foltétele annak, hogy .
cC A
15
az, hogy A'D normalis test,
Bebizonyitas: Ha A0 normélis test, ugy
fi(a, t) = 11 (z — yi)

j—1, 2, . m|T.

aghan nem targyaljuk. Minden-

gyikei kozitt o
Yi :{};’Lyk) (i,k_—. 1,8 ..3maf)

alaka raczionalis osszeliiggések allanak fenn.

De _
£i(a, t) = (@, z). n(a, z)
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egyenlGséghdl kivetkezik, hogy A, =0 is normilis egyenlet, egviitt-
hatoi A-hoz és B-hez is tartoznak : az az D-hez.
Azonban D-ben £, (1, t)ivreduktibilis, h,-gyel 1 = z kozis gyoke,
lehat A, is oszthaté 7-gvel, a mi csak tgy lehet, ha
flu, t) = hyu,z) , mn=qr,
C A
az az: i i
B D
Kzt a (ételt kiegésziti a kovetkezi:
A C/B w AJD relativ egyenliséghdl kovetkezik, hogy
B|D normilis test, tehit

LA
A D
Bebizonyitas :
Hlu, t) = I(u, z) (4)
egyenletbe beirva £=10, (z):
£(a,0,(2)) = Iy (u,2) (4)

de, ez az egyenliség igaz, z minden konjugdalt értcke mellett is:
L0, (7)) =mhWz) c=12...0
Vegyiik tekintetbe, hogy a z-k jelolésének czélszerii megilla-
pitisa utan
L) =0
egyenlet (2. §.!) gyokei:
t=10,(2) = 0,(z)=...=0, (z*"1)

’ n—1 o
th=0,(z) =0, (Z)=....... =0, (") ®)

& 5 .'r.,M)

b = Uz (Zr—i) _— 'Uz (Z r—-l) ...... — 02 (z,. 2 )5

hol m == Ip.
A (4) egyenlethdl (5) alkalmazasaval ezek kovetkeznek :
B2 = I(0,2) = v o= B (& z* )

by(z) = b (@) = .. ... = Iy (g ™), ©)

. (Il—l})

h(u z.)=5h(@ z1)=...=8# s

#) Csoport-elmélet kiéréhen analog tételt FHélder: Zur Reduction alge-
braischer Gleichungen. Math, Annalen XXXIV. p. 36.-37,
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Az egy sorban szerepld z-k raczionalis fliggvényei ugyanahoz
a testhez tartoznak, a mi csak ugy lehet, ha
z = 0z,
a hol z 7z olvan értékek, a melyek ugyanabban a sorban fordilnak
elg. Ebbhdl kovetkezik :
A z, konjugilt szimok r cziklusra oszlanak; egy cziklus
m/r tagja kozil barmelyiknek a t6bbi riczionalis fiiggvénye :
B/D normalis test.
Ezért még
S P @)
A relativ-egyvenldségnek masik kovetkezése, hogy a Il (14) alatt le-

vezetelt
[l

(Fu)»= by, (u, 2) by, (0,2) ... hy (U 2Zn_)
egvenlel mindkél oldala teljes ¢:n-ik halviny, és igy:
Fu) = by (u,2) by (0,27) . . . b (@7, (8)

Iy modon nyerjitk az () felbontasat B és konjugaltjaiban
irreduktibilis szorzokra.

Ha B maga normalis test, (8) szolgiltatja £'(u) felbontasat
B-ben irreduktibilis szorzokra. Bzzel a II. 1. §-ban, az utolsoé létel-
ben tett megszoritas elesik.

Osszefoglalés.

C B, C_ A
A A®D B®D
relativ egyenldségek barmelyike a masiknak kovetkezése. Az A/ D, B/D
lestek Kozl egyik minden esetre normelis test.

V.

1. §. A Galois-féle rezolvens egyenletel irreduktibilis egvenletekre
nézve értelmeztiik. *) Nehézség nélkiil értelmezhetd redukilhato egyen-
letekre nézve is. Erre vezet kiovetkezo

I. Tétel. Két test szorzatinak normija egyenld normiik
szorzatival.

* 1. I 8. &
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Ha A= R(y) , B= R(2)
m, illet. n foki testek normait N, , Ny 5 szorvzatukat
M= R(w)
ennek lokal ¢, normijat N, Jeldli; a konjugalt mennyiségek jelolé-
sel megtarlva :
N, =Ry,y1, - -- ¥ ¥
N =R(z2z, ...z (1)

g

N, =R(w,wy, ... W )
f =5

Azl mulatjuk meg, hogy N, N; és N, egymisnak kolesong-
sen 0sztoi.
Meglontolvan hogy :
y=e(w, n=20m), . . .,
y=9¢(w, zy=9%(w),...:
nyilvanvalolag (1. 1. §.)

N, N;J =B (p(w), e (W), ....;¢(w),¥(w), . . .)
oszloja j\?;L -nek. De masfels]
W= 4 {Yr ‘Y)a W, = :( (.Vl.:z): coe e
ugy hogy
'Np‘ =R{X (-y’ Z)! X(.}rl) z) GG T ')
osztoja

NuNﬁz R(V’ Yo oo oo Vs 2 %y, - 0 o Zme I)
testnek. Ebbol mar a tétel helyes volta vilagos.
A tétel akarhany, véges szamu test szorzatira nehézség nél-
kil kiterjeszthetd.

Kovetkezés : Ha Fiy) =0 Zfi-ben redukalhato, és irredukti-
bilis szorzokra bontva: :

y) = B(y) By) - - . Fily)
az Fi(y)-hoz tartozo Galois-féle test IV, . Fly) Galois-léle teste:
N= NNy « IV

nem mds mint az £ y)-beli irreduktibilis szorzok G-féle testjeinek szor-
zata.
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II. Tétel. Algebrai test osztdgjanak normija osztdja a

test normajanalk.
Az A = Ry)
n foku testnek legven osztoja:
D = R(t), t = ¢(y)

r foku test. Normiikat sorra IV , V,-val jelélve :

N, = By, 3, - .. Yu-1),

Na = R, &, ... &L
Ha ¢ =9 (y) relicziora tekintettel vagyunk

N, =R (¢(y), #(n) - - - 9¥nn)

ez az alak mdar mutatja allitasunk helyes voltat.

Kovetkezés:

Alabb megmutatjulk, hogy algebraiegvenletredukalasira elég esak
olvan segédegyenleteket felallitani, melyeknek gyikei racz. [tiggvényei
az adott egvenlet gyokeinek. llven segédegyenletek Galois-féle
testei osztoi az adott egylet Galois-féle testjének.

3. §. Segédtétel: At normiilis testnek legkisebh kozds
tobbszirose és legnagyobh kizds osztoja normilis testek.

Hogy

A = Ry), B= Rz
normilis testek, kilejezik .
&) (T | 2)

Vy =
z}. = Yj}‘r-z) (l e T TN ,11—-1)

egvenlelek. :

Jelolje legkisebb kozos tohbszorvosiiket M, legnagyobb kizos
osztojukat D. A tételt eldszir M re, aztan D-re bizonyitjuk.

A Ha M= R (w)
és w=y- ¢ z y=qe(w), z=Yw)
tovabbi w konjugalt szamjai koziil egyik ww, akkor lalilhatunk
olvan % és A indexekel, hogy

Wy = Vz + pZi
(mert w= ¢(w) + g d(w) reliczio minden konjugalt w érték mel-
lott teljesiil), vagy még
wy = Lu(#(W)) + en(Uw)),
az az:
wy = G(w). (3)
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B. D-nek primitiv mennyiségét #-vel jelilvén :
D= R ; = W,(y) = Wy(2)
Ha # #vel konjugalt szam :
fh = Wiy, ) = Wz
vagy, (2)re tekinteltel :
f = W,EMy) = Wylm (7))
lehat # kozosen tartozik A-hoz és B-hez. De ekkor a legnagyobh
kozos oszlo értelmezésébal (1. §.!) folyolag :
e = O(2). (4)
(3) és (4) a télel igazoloi.

Innen kovetkezik, hogy normilis (esteknek vannak olyan osz-
toik, melyek maguk is normalis testek; ezekel roviden normiilis
osztdk-nak logjuk nevezni.

4. 8. Tétel. Ha G normilis test H adjungilisa utin re-
dukalédik, ugyanolyan mdértékben redulkilddik a két test
legnagyobh kizds osztojanak adjungalisa utan®)

A két test sorrend szerint legven g ¢s hfoka; szorzatuk (7)
¢s legnagyobb kozis osztojuk (D) legvenek 7, illet. o fokuak.

Minthogy @, és egyszersmind /1) is, normilis test:

r_ G
5ok )
6s gh = td, t = ghjd. )

ATl 3. § szerint:. ha /1 adjungilisa utin G foka g, G

b

~adjungdlisa utin amannak foka 7":

g =.th N =ty
az az:
¢ =gd , K = hd. (6)
honnan a bizonyitando tétel kovetkezik.
Kovetkezések.

) G normalis test redukalasanal osztoinak adjungalasa elke-
ritlhetetlen.

B) Ha X normilis test, melynek normelis osztdja nincsen,
csak akkor redukalodhatik adjungalisa utin G, ha 5 osztoja G-nek.

h.§. Algebrai egyenlet megoldisa alatl, algebrai szemponthol
Osszes gyokeinek megadasat értjiik.

¥ V. 6. 0. Hélder., Zur Reduetion der algebr. Gleichungen. Math,
Annalen XXXIV. p. 47. .
C. Jordan, Traité des subst. pg. 269., 270,
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Ha egy egyenlet Osszes gyokei adva vannak, ismeretesek, azaz
raczionalisak a hozzajuk tartozo konjugalt algebrai testek §sszes
szdmai; tehdt szorzatuknak, (az egyenlethez tartozé Galois-féle test-
nek) szémai is ismeretesek. De viszont a (ialois-féle rezolvens egyen-
let egy gydkének megadisa utin az eredeli egyenlet dsszes gydkei
raczionalisok és a hozzijuk tartozo konjugalt testek Osszes szamai
ismeretesek. (1. 3. §.)

Az egyenlet megoldasa tehat teljesen aequivalens az 6 (alois-
féle rezolvensének megoldasaval. i

Az a kérdés: milyen egyszeriibb miiveletekre redukalhaté a
Galois-féle rezolvens megoldasa, ujra egy értékii avval a mésikkal : mi-
lyen modon redukalhaté a hozza tartozo normalis test, kisebb foku
testekre. Itt és a kovetkezbkben jel6lje algebrai egyenlet Galois-féle
testét G.1)

Az elgbbi §. szerint redukcziora elég az adotl egyenlet gyi-
keinek a IV. 4. §. értelmében valo raczionalis fiiggvényeit adjun-
gdlni.?) Ha a szimmeltrikus fiiggvényeken kiviil ilyenek nem létez-
nek, és igy G-nek nincsen 6nmagatol és R-t6l kiilonhoz6 normailis
osztoja ; ekkor G-t egyszerid norméalis test-nek nevezziik. Ha 1é-
teznek, mindenik gyike egy-egy irreduktibilis egyenletnek : Ezeknek
(ialois-féle testjei normalis osztoi G-nek; ekkor azt mondjuk G
osszetett normalis test.

Az osszetett normalis testek redukezidjanak targyalasa el6tt
segédtételt boesatok elGre.

Segédtétel. Ha A, B norméalis testeknek szorzatuk M,
legnagyobh kozos osztdjuk D, M-nek nincsen olyan normalis
osztdja, mely osztdja A-nak (B-nek) és D-t tartalmazza.

Jeloljék A, B, M, D testek fokszamait sorra: m, n, q, r.

Minthogy .4, B normalis testek:

mn = qr.

Tegyiik fel, hogy van olyan normilis osztoja M-nek, mely A-t
oszlja és D-t tartalmazza: legyen ez A, akkor (I 1. §.):

1) A jelolés-viltoztatis vészint a kiovetkezd tdrgyaldsok konnyebb dtte-
kinthetéseért, részint ccoport-elméleti azonlagos-jelilések kedyéért tirténik.

%) F. Klein szevint ezek a  természetes® irraczionalitisok.

Orv.-term.-tud. Ertesitd 15094, 12



178 SZABO PRIRR

A>A>D.
Ebbil a Ioltevéshil ellenmondasra jutunk.
Ha A" és B szorzatat M jeldli, nyilvanvalo, hogy
M>M — B.

Megmutaljuk, hogy egyenldségek M '-cl nem allhatoak fenn.
Elgszor, nem lchet
M = M.

Ugyanis ha 7, A'-nak és B-nek legnagyobb kizos oszloja
6s A M, D lokszamail ', ¢, ¢ jeldlik, a miatl hogy ezek nor-
mdlis testek :

_ gr = n'n. (8)

Allitjuk, hogy

D = D.

Mert D A'-t és B-U is oszlja, de 7 fellevésiink  szerint leg-

nagyobb kozis oszlo lévén,
U= D,
masfeldl 2 osztoja A és B-nek, de ezeknek 2) a legnagyobb kozis
oszlojuk; lehat
D = 1,

a mi csak ugy lehet, ha

D= D, M=r
A (7) és (8)-bol lathatolag :

: q m

174 m’
mivel feltettik, hogy m' < m, innen ¢ < ¢ és
M > M

kovetkezik.
Masodszor, nem lehet
M=RB
gsem. Mert ekkor A’ oszloja B-nek is, kivetkezileg
A< D

volna, a mi A" > D fellevésiinkkel ellenkezik, tehat:
M>M > D
Azonban ilyen M’ nem Iétezik; kovelkezésképen nem létez-
hetik olyan A" sem, mely A-nak osztoja és D-t tartalmazza. (B és
D-re¢ nézve a bizonyilis épen igy megy.)
Ertelmezések: G normilis testinek G maximelis normilis
oszldfa, ha nincsen olyan normilis lesl, mely G-t oszlja és  G'-1
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tartalmazza. G normdlis test normalis osztoi G, G", ... G" R
hidnytalan sort alkolnak, ha

r rr fl - 1)
G & q,..., "W gkt
sorban mindenik lest maximilis oszloja a megeldzinek. Mivel G-nek
esak véges szamu normilis oszloi lehetnek, a sor utolso tagja
@ = p

(tondolhato, hogy G-nek (6bb maximalis oszloja van, gy hogy
tibbléle modon szerkesztheliink ilyen hidnytalan sorvt.

Ezokrdl kivelkezd tétel all:

HI. Tétel. Ha G-hez tartozo maximéilis normilis osz-
toknak két hidnytalan sora

G, O @B B )
G, A, A", ... H" R (10)
akkor: 1) a két sorban az oszték szima cgyenld vo=v
f_,)) a _G G . g(_"‘?
G G B
6 w10
i "R

LJhanyados© testek, sorrendtil eltekintve, relative egyenlok.)

A bebizonyitasnal a teljes indukczio modszerét hasznaljuk.
Feltessziik, hogy p—1 oszlora igaz a (élel. Szerkesszlink két ajsort,
G' és H' legnagyobb kozios osztojanak, D-nek felhasznilasival:

¢ & 0,0 ..., 0% R (11)

A—1
G B, D, D ... DY R (12)
G legkisebb kizos tobbszirose G'-nek ¢s ['--nek, mert nincsen
olyan test, mely mindkettgjiiket tartalmazza ¢és osztoja G-nek
ignzak a kovetkezs relativ egyenldségek :

G n G &

a® v g

, ezért

1) 1, Netto. Substitutionentheorie 1882, p. 92—65; 276,

Bachmann : Ueber Galois, Theovie Math, Annalen XVIIL p. 458, a té-
telt hidinyosan adja.

12%
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s a bebizonyitolt segédtétel értelmében G, &, D"; G, H', D', hiany-
talan sorok; ezért (11) és (12) sorokra a télel igaz.
Azonban
@ &, ... »

& D, ... 0" R

Ll

és a w o, ... 1Y R

go,... 0% g
sorokra, lellevésiink szerint helyes 1évén a tétel :
A = = v;

De mar akkor a (9), (11); és (10), (12) sorokra isigaz, tehat
(9) és (10)-re nézve is: a mil bizonyitani kellett.

Minthogy hidanvialan sor két egymasulani lestjének hanya-
dosa egyszerii lest, eldallithato G, mint egyszerii normalis  testek
szorzata. Ha

G . ' i* G () P (Y EETN
—Gﬁ-=G,G;:G:~...,"R = G

ugy ez a szovzat igy jegyezheld :
G=G.G ...Gp

6.8 AL tétel G osztoinak miasként szerkesztett sorozatara is
kiterjeszthets. Eljarasunk egyszeriisitéseért segédtételt boesatok elGre.

Segédtétel. Ha A, B egyszerii normilis testeknek Ieg—
kisebb kozds tobbszordsitk M, nincsen olyan A'(B') test,
mely M-nek osztdgja, A--t, (B-t) tartalmazza, gy hogy A
(B) adjungidlasautan A'| A, illetdles B'|B egyszerit normélis
test volna.

A testek fokszamait — mint elébb —- m, n, ¢, (illetdleg 27,
') jeldlje, Minthogy A és B legnagyobb kozis oszidja I:

- q = mn. (13)
M M
a4 %8, ol

1) V. 6. Nefto. Substitutionentheorie p. 87—90.
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Fellessziik, hogy 1" olyan oszlo, hogy
M>4A4 > 4
és A'|4 egyszeril normdlis fest. Kimutaljuk, hogy feltevésiinkb 61
ellenmondasra jutunk.

Vegyiik ¢ végre B és A" legnagyobb kozos oszlojat D-t, je-
I6lje ennek fokszimal z:; akkor, minthogy B normalis lest, és M,
A-nak ¢és B-nek is legkisebb kozis tobbszorise :

s w el mn = qr;
B D =%
(13) tekintetbe vételével pedig
m = mr. (149

Ebbil kivetkezik, hogy A'-nek és D-nek legnagyobb kozis

o=ztoja R, tehat

Ar

TP D,
der A"A egyszerii normalis test, D is ilyen volna, s minthogy fel-
tevésiink értelmében m™ > m: (14)-hiél r > 1 kovetkeznék. De
ez ellenkezik ama [oltevéssel, hogy B eoyszerit test, tehat A" nem
létezhetik.

Szerkessziink G normalis test osztoibol egv sorozatot, kovet-
kez6 modon: Kivilasztvan G5 egyszerii (minimalis) normalis osztot,
adjungiljuk G-hez: G Gs-nak keressiik ujra minimdlis normalis
oszlojal . Gs_y, Gs, a hol Gs_y maganem szitkségképen normalis test.
Az eljardst addig folytatjuk, a mig véges szamu ismétlés utin
G| Gs_x egyszerii lesthez jutunk. lgy nyerjik a G relativ-normélis
osztéinak hianytalan sorat.

Ezutan a 11 tétel altalanositasat igy fogalmazhatjuk, (ha az
indexes jelolést czélszertien modositjuk.)

IV. Tétel.

Ha G, G G Go B (15)

G, H, l,, ... H, B (16)
G relativ-normélis osztdinak két kiillonbozd hidnytalan sora ;
akkor
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1) az osztok szama mindkét esetben egyenld: s — .
2) a G G, Gg—1 s
G, G’ " Gs ' R
és G I, Hyt
Ho H ' "~ H P

sorokban dllo hianyados® testek sorrendtdl eltekintve, re-
lative egyenlik.

A bebizonyitasnil kovetett gondolatmenet megegyezik avval, a
melyet a I tétel bebizonyitasanal hasznialtunk, kiillinbség csak az,
hogy a G5 ¢és H, teslek legkisebb kozos tibbszirosével (T-) a
a most jelzett modon szerkeszlett sort

G Ty Ty = 0 38 X 5

vesszilk segitségiil. Valoban erre a két sorra:
G T, To ..., T, Go R; (17)
O Ty Loy v« = o T He; B3 (18)

a segédtétel értelmében az allitdas helyes ; és ha bebizonyitottnak
tessziik ol minden indexre, mely < o, a tétel helyes volta a (15),
(17) illetve (16), (18) sorok ®sszehasonlitdsa révén azonnal be-
lathato.

Egymasutani relativ normalis  osztok hanyadosai is  egyszeri
normalis lestek. Az 5. §. végén all6 szimbolikus szorzat-alakban
érthetiink G, G”, . . . alalt ilyen dltalanosabb sor osztéibol ala-
kitott hanyadosokat is.

V.

1. § A megel6z6 largyalasokban a csoport-elméletet teljesen
kikeriiltiik, azért a most kovelkezd alkalmazisok is attol [iggetle-
nek lesznek.

Elgbb a 1V, 4. §—6. §-ban foglalt eredménvekel [orditom at
olyan alakba, a melyikben az algebrai egyenletekhez valo vonatko-
zasok elétérbe lépnek. Azutin targyalom félder-nek a bevezetésben
emlitett tételét. .

A IV. 4. §. tételéh6l vont kovetkezések ezekkel aequivalensek :

a) Algebrai egyenlet redukeziojira elégséges gyokeinek raczio-
nalis fiiggvényeit adjungalni.
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b) Ha algebrai egyenlel, egyszerii. scgédegyenlel Gsszes gyikei-
nek adjungaliasa utan redukalodik, ezek a gyokok az eredeti egyen-
let gyokeinek racziondlis fiiggvényei.

2.8 A IV 50§ 60§ N IVL tételei szolgdallatjak  dsszotelt
Galois-téle testiel biro algebrai egyenlel redukeziojat egyszerii egyen-
Iule‘kre, a melyet C. Jordan ulan Netto is kozol.

Legyen _
Fu) =0 (1)
az adott egvenlel, a melyrdl csak azt tessziik lel, hogy gyikei
=y, Vi. « « ., Vm—

egvmastol killinhozik és egyiitthatoi I raeziondlis testhez tartoznak.,
Jeloljék @ a hozza larlozo Galois-féle testet G, a rezolvens egyenletel
L“O(i’;} = i3 (2)
ennek fokat gy, egyik gyiokét wo.
Ha G normilis osztoinak egvik hidanytalan sora
Gy, Gy ... G LR
hozzajuk tartozo irreduktibilis normalis egyenlelek sora:
Gy(t) =0, Gy(t) = 0, .. .., B () = 0. (3)
a hol G,(f) = 0 egyenlet foka g, egvik gyoke wii), a IV. 5. §. sze-
rint a (2), (3) egvenleleknek kivetkezi jellemzd tulajdonsidgai vannak :
1) Két egymisulin kovelkezd egyenlet koziil a masodiknak
gyokel racziondlis fiiggvényei az elsG egyenlet Osszes gyokeinek,
azaz: (ezeknek normalis voltal tekintve)

(i) (i—1)
w= 0(w ) (=19%.... q

a hol 0, egyiitthatoi R-hez tartoznak.
) s 25
2) A w adjungalasa utan & 4(¢) = 0 egyenlel G test-

ben irreduktikilis, g, , :

&, foku tényezikre esik széjjel, ezek bar-
melyike, zérussal egyenlitve egyszerit normélis egyenlet. Jeloljék
ezeknek egy sorit : '

0 (6 w') = 0; G=t .0 @
a melyekhez, mint utolso &,(¢) = 0 csatlakozik.
A (4) egyszerii egyenleteknek megoldisiara redukalhato az ¥(u)
=0 egyenlet megoldisa.
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Kiemelends, hogy az elkeriilheletlen segédegyenleteknek szé-
muk ¢és fokszimaik a normilis osztok hianvtalan sordnak min-
den lehetséges megvalasztisandl invariinsok.

Ugyanilyen kovetkezietések fizheték a 1V. 6. §-hoz, avval a
killonbséggel, hogy a (3) egyenleleknél a rdcziondlis tesl, melyhez
az egyiiltthalok tartoznak, nem mindeniilt 22, J

Ligyéb jeloléseinket megtartviui, legyen p o a  relativ normalis
osztok szama; 6k maguk pedig:

Gis Gy 5 wowny Gy s
a (3) segédegyenletek helyére ilyenek lépnek :

(p—1)

®,(¢, wio) ) == 0, §,(¢, win) =0,.... 6,4 w J==:10), (H)
a hol altalianosan ¢y egyitthatoi G testhez tartoznak és erre a
testre vonalkoztalva

G o(t, w) =0
normélis egyenlet. (Az olvan egyenletsort, mint (5), egyenlet-lanczo-
latnak nevezhetjiik.)

Evvel az altalamositassal az elobbi kovetkeztetések most is
érvényesek.

Megemlitem ezekkel a tételekkel kapesolatban, hogy Galois
tétele, a mely a megoldhato egyenletekre vonatkozik, kivetkezo kél
alakban mondhato ki:

a) Sziikséges ¢s elégséges leltétel arra, hogy algebrai egyen-
let algebrailag megoldhalo az, hogy G normilis test normalis osz-
tdinak hianytalan soriban egvmisutan kovelkezo két test fokszi-
manak hanyadosa primsz:im-hatviny.

b) Sziikséges 6s elégséges leltélel arra, hogy algebrai egyen-
let algebrailag megoldhaté az, hogy G normalis test reldtiv-normi-
Iis osztdinak hianylalan sordban egymasutan kovelkezd két test
lokszamdnak hinyadosa primszidm.

Minthogy ezek a tételek most csoport-elméleti fogalmak nél-
kiil fogalmazhatok, kivinatos volna hebizonyitasukal is a esoport-
elmélettdl fiiggetleniil eszkozolni.

3. §. Eddig a redukezié kérdését az egyenlet Galois-féle tesl-
jébdl kiindulva targyaltam ; most arra a kérdésre térek at: ha al-
gebrai egyenlet adott segédegyenletek dsszes gyokeinek adjungdlisa
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utan megoldhatd, milyenek lesznek ezeknek gydkeik, G-féle fesljeik
mekkora a szamuk.t)

Legyen

Hlua) =0
adolt algebrai egyenlet, a hol u# hatarozatlan mennyiség, legyenck
aybkei egymistol kiilonbozik.
%1@2_} =k E‘._,i.'_ﬂ) = By o x5y Hm (tc‘) = () (6)
a segéd-egyenleteknek olyan sora, melynek egyéneil megoldvin, gyi-
keikkel az fi(z) =0 egyenlet Gsszes gyokei racziondlisan kifejezhelok.

A (6) egyenletekrdl csakis azt szuppondljuk, hogy ninesenck
tobhszoros gyokeik. Jelolje Fu) = 0 Galois-féle lestjét G, az i~dik
segédegyenletét Gy

A segédegyenletek egylitthatoira nézve dllapodjunk meg gy,
hogy azutolsonak egyiitthatol tartozzanak fi-hez, a megelGzonek egyiitl-
hatoi Gu-hez; és altalanosan F(a) = 0 egyiitthatoi szamara ra-
cziondlis test R legyen az utina kovetkezd osszes Gigy, Giys ...
testek szorzala:

RI = Gii-lGi1-2 e Gm
(Ez a megdllapitas dltalinos, mert nem zivja ki, hogy egy kiva-
lagztolt egyenlet egyiitthatéiban nem forddl el az utina kovelke-
zoknek mindenik gyoke.)

A Gy testek koziil az oOsszetelteket redukaljuk (2. §!) egy-
szerit relativ-normalis  testek szorzatara; az egyszerit lestek le-
gvenek

H,H,... H
tartozzanak hozzajuk
L(0) = Q; K = Qe v v 5 K@) =1 (7)

cgyszerit egvenletek. Ezeket sokféle modon vilaszthatjuk a veliik
aequivalens egyenletek kozil; kozdttik a (6) segédegyenletek (vagy
veliik aequivalensek) is eléfordulnak.

A H,, H,, ... testek a Gy, Gy, . . . testeknek relativ nor-
milis osztoinak »hanyadosaibole alakitoll egyszeri normélis ténye-
#z6ik (IV. 4. §.); ha valamelyik a G-k soriban tibbszor [fordult
eld, ugyanannyiszor felsoroljuk H, sorban is.

1) Holder: id. dolgozat. Math. Annalen XXXIV. p. 49—56.
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4. §. A racziondlis szamok testét valtoztatni fogjuk :

Az £, = 0 egyenlel szimara marad R, az el6tte levé £_ = 0
egyenlet szamira adjungaljuk H -et (£, = 0 0Osszes gyokeit). Az ad-
jungalasnil ugyan feltettiik eddig, Ilog‘y a két egyenlet egyiitthatoi
ugyanahoz a racziondlis testhez tartoznak, de /& minden testnek
osztoja s igy £, = 0 egyiitthatoi is felfoghatok az uj racziondlis
testhez tartozokul. :

Két eset lehetséges : vagy egyiltalaban nem redukalodik £, =0
az adjungalis utan, vagy ha redukdlodik, linedris szorzokra esik
szét. Tehat valosagos redukdlas esetén £ | = 0 egyenlet gytkei az
adjungalds utdan raczionalisak: az egyenlet, mint {6losleges, el-
hagyhato. Jarjunk el igy tovibb: H_ testet adjungaljuk az £ = 0
eldtt allo egyenletek mindenikéhez, s a [feleslegeseket hagyjuk ki.
Ugyanis, folyton-folyvast érvényes az a tétel, hogy ha ezutin az
adjuugalis utin valamelyik egyenlet redukalodik, az 6 gyokei ra-
cziondlisok az utana dllo egyenletek Gsszes gyodkeiben.

llyen eljarassal talalunk uj egyenlet sort:

f(u) =0, f(w) =0, .... f(a) = 0, f(u) = 0
a melyhez
Hm Hh LA Hn: Hs
normalis testek tartoznak. Ennek a sornak épen azok a tulajdon-
gdgai vannak meg, mint eldbb, csak az £-et megel6z6 egyenletek-
hez H, adjungalva 16n.

Ez az uj sor a (7) alattibol adjungalasokkal és — esetleg —
nehany egyenlet kihagyasaval szarmazott.

Most az £ (u) = 0 egyenlet H_ testét adjungaljuk az el6tie
allokhoz és ismételjiik az elébbi eljarast.

Igy folytatva toviabb is, egyenlet-lanczot nyeriink:

f(u) =0, fifu) =0, ...., fa) =0, £(uy =0, (8
a melyben mindenik egyenlethez adjungalva l6nek az utana kovel-
kezGknek osszes gyokeik. Az utolsé szamdra a raczionilis lest &

A hozzajuk tartozo Galois-féle testek :

Hc: Hh: WELEI Hi'.l Hs
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mind egyszerit testek; 0Osszes gyokeikkel az Flu) = 0 egyenlet
Osszes gyokei raczionalisan Kifejezhetdk.
A (8) egyenletek a (7) egyenletek sordnak egy része.
H. § Ha most az
flu)y = 0
egyenlethez adjungdljuk H -et, redukdlodjek G, G’ -re.
Azonban (IV. 6. §.) G, vagy egyenld G-vel, vagy valosigos
redukalas esetében
G
'G_,: Hu"

de ekkor f(u) = 0 egyenlet Gsszes gyokei rdcziondlis fiiggvényei
az F(u) = 0 egyenlet gyoke.nek.

Altaldnosan is : ha H, adjungaldsa utan az Flu) = 0 egyen-
lethez tartoz6 normélis test, G’ redukdlodik, az £(u) = segédegyen-
letnek gyokei raczionalis fliggvényei az eredeti egyenlet és az utina
kovetkezd Osszes segédegyenletek gyokeinek.

Az adjungaldas utan G, két ténvezére esik szét; ezek koziil
egyik az egyenlet uj Galois-féle testje, a masik egyenl H-vel.

- Ebbdl kovetkezik :

A G test eldillithatd, mint a (8) egyszeril segédegyenle-
tek Galois-féle testjei egy részének szorzata.

Ha G egyszerii relativ-normdlis tényezbinek szama ¢, a (8)
egvenlelek szama r, akkor

: ! X

Akkor lesz r = g, ha G mindenik adjungalds utin valoban
redukalodik.

6. § Visszatériink a megadoll segédegyenletekhez :

Fi(@w) = 0, Fs(u):= 0y . o Fmfa) = 0

A hozzajuk tartozo Galois-téle testek Osszes egyszerii relativ-

normilis ényezoi '

Hx: H21 SR SRR Hs—h Hs
Ezekbdl 1én kivalasziva a
7N - HooH .

S0r.
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Az s, r, g szamok kovetkezileg viszonyulnak egyméshoz:
s 22y
Az 5§ = q egyenlgséghdl kivetkezik ez a kettd :
r=4gq, S =1r

Az elsé azt mondja, hogy a (8) segédegyenletek gyokei F(u) = (
gyokeinek rdcziondlis fliggvényei; a masodikbol meg kovetkezik,
hogy az adjungalisok folyamdan a (7) egyenletsorbol egyet sem hagy-
tunk ki, ez tehiat azonos az

L) = 0, fif@) =05 vy , &fu) =0
egyenletek soraval. De abban az F u) = O segédegyenletek el6-
fordulnak, tehat eléfordulnak ebben a sorban is, a honnan kimond-
hatjuk :

Ha s = q, az §(u) = 0 segédegyenletek gydkei ra-
cziondlis figgvényel az Ilu) = 0 egyenlet gyokeinek.,

7. §. Osszefoglalds.

Ha algebrai egyenlet a (6) segédegyenletekkel megoldhato,
ezeknek (ialois-testjei tartalmazzak az egyenlethez tartozé G test
bsszes relativ normalis tényezoit. Hzeknek a szama a segédegyen-
letek Gsszes Galois-testjeinek egyszerfi relativ-normalis tényezoire
nézve minimum.

Ha az egyszerit relaliv-normadlis tényezik épen minimalis szam-
mal vanunak jelen, mindenik segéd-egyenletnek Osszes gyokei raczio-
ndlis tiggvényei az egyenlet gyokeinek.

Foltévén, hogy a segédegyenlelek eredetileg egyszeriek, ¢
a sziikséges segédegyenletek szamanak a minimuma.

Igazitasol :
7. lap. 1 sor alulvél ,mely egy mdsiknak® helyett: ,melynek a tobbi.*
8. lap 8 sor feliilr6l. ,vi az yrnak, utin beiktatandd:
(iie= 1,785 1o stk—1, Jo b C1 0, )






