A LAGRANGE-FELE MOZGASI EGYENLETEK THERMODYNA-
MIKAI ERTELMEZESEROL.

Dr, Farkas Gyulditdl.

A thermodynamika mdsodik fotételének azt a hdrom mozgis-
tani analogonjit, melyek egyike Boltzmann, egyike Clausius, egyike
Szilytdl szirmazik, 1884-ben Helmholtz egy negyedikkel tetézte. ?)
Elmélete abban a tekintetben érintkezik a Szilyével, hogy ezé a Ha-
milton-féle elven, az ivé pedig a Lagrange-féle egyenleteken alap-
szik. J. J. Thomson (a cambridgei tanir), egy ez idén német nyelven
is megjelent munkdjiban 2) ugyancsak a Lagrange-féle egyenletekhdl
elmél ki thermodynamikai értelmezésre alkalmas relatickat. Mddszere
arra nézve a lényeges pontra nézve a Helmholtzéval taldlkozik, hogy
a Lagrange-féle egyenletekben szerepld coordinitik czélszerd osazti-
lyozisin gyiokeredzik. Attél valé eltérésének, vagy egyéb rendhéli
azzal valé talilkozisinak oGregébil vald jellemzése is ardnylag hosz-
szadalmas volna. Csak annyi legyen emlitve, hogy Helmholtz ér-
tekezése elején definidlt igen speczialis rendszerrél gy emelkedik
dltalinosabbhoz, hogy a coordindtdk egy osztdlydnak viltozisi sebes-
ségei s a coordindtik kozt invarians relatickat tételez fel, mig Thom-
son arra az dltalinossdigra torekszik, mely e complicatio analysise
nélkiil elérhets. — Epoly kevéssé bocsitkozom egyszeriien egymis mellé
allitott ismertetésekbe, noha Thomson dis tartalmi miivének azt a
kis 1részét %), melyhez az itt eléadandé elmélet leginkdbb simul, ré-
szint az Osszefiiggds kedvéért, részint a killombozések feltiintetésére
legmegfelelébb dolog volna legalibb vizlatilag bemutatnom. A ren-

1) Principien der Statik monocyklisches Systeme. Journal f. d. r. n. aw.
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%) Anwendungen der Dynamik auf Physik u. Chemie.
%) Sechstes Kapitel (§ 46—§ b0).

Orvos-termi.-tud. Ertesits. 1. 19




— 200 —

delkezésemre alld tér szik volta nem engedi s fgy annak a consta-
talisara szoritkozom, hogy dgy vélem, tirgyl tekintetben csak kiil-
terjileg kiilouhizik a Thomsonétdl ez az elmdélet, péld. kifejezetten
kapesolatba 1ép a hydro- d¢ adro-mechanicival s a rugalmass:

ai el-
mélettel, a mozgisi erdly kifejezését legalibb az  egyik coordindta-
osztaly dltalinosabb alakd  functiGjaként kezeli sth. Formai tekin-
tethen sokszeriien elitt a Thomsonétdl, a mi leginkibb annak a ti-
rekvésnek a kivetkezménye, hogy a czélon tartott analogiik postu-
latumait analyticus definitiok adjik ki. Ilyen postulatum pl. hogy a
mozgdsi erély kifejezésének egy része ne tegyen szimot.

Az elGadids szivésének konnyitése végett mir eltre bevezetek
néhiny kevéssé hasznalt vagy épen 1) elnevezést és széldsmodot.
FEzek a Lagrange-féle egyenletekben elGforduld mennyiségekre, illetd-
leg azoknak egymdshoz valé viszonydra vonatkoznak. Jelentményiik
kidomboritdsiért a Lagrange-féle egyenleteknek a virtualis momen-
tumok egyenletével vald Osszefiiggésére is vetek egy pillantist.

A virtualis momentumok egyenlete SPZp — Smp”dp. Itk p a
végtelen kis m timeg pont-affixuminak egyik cartesinsi coordindtija ;
a P mennyiség a p coordindtik, a p’ sebességi componensek és az idd
functidjinak van feltételezve s aszerint, a mint poz. vagy neg., az m ti-
megpontra a p fengely poz. vagy neg., irinyiban haté az az  erd,
melynek megfelelen az m tomegpont p tengelyi vetilete az u. n.
mozgdsi feltételek hidnydiban, vagyis szabadon mozogna; p" a p co-
ordindta viltozdsdinak sebesedése; a 8p variatick a coordindtik dlta-
liban végtelen gyors incrementumainak oly rendszerébe tartoznak,
mely a coordindtik kizt fennallé és dltaliban az idgvel viltozo fel-
tételi egyenletekkel dsszefér; a summatio az Osszeségére kiterjesz-
tendd legalibb is oly tomegpontoknak, melyek mozgisa a coordinitik
révén Osszefiiggéshen levi ertket és feltételeket ural.

A feltételi egyenleteket akként fejezziik ki, hogy a coordind-
tikat épen elégséges szidmi paraméter — 0j coordinita — és az id6
oly functioivd tegyiik, miszerint a paraméterek eliminatiéja a régi co-
ordindtak és az 1d§ kizt fenndllé relatikhoz vezessen. Az ) coor-
dindtik dltalinos jele ¢ legyen. Viltozisi sebességiiket, illetleg sebe-
sedésitket ¢/, ¢ egyszerfien sebességiik, illetileg sebesedésiiknek fogjuk
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nevezni. A p coordinitik idGderivitumainak és variatidinak az § se-
gedelmitkkel valé kifejezései

p = op + dp ; gp=23

ahol a 3q variatick tetszlegesek. Egynek kivételével tegyiik zérussa

op : : ;
4 3q variatiGkat, Ggy hogy most 8p= a;— 2q. Beirva ezt a virtualis

momentumok egyenletébe,

") — L a]::l
bP——' == Smp W

egyenlethez jutunk és lényegileg ez mir a Lagrange-féle egyenletek

representinsa. Hogy formailag is azzd legyen, evégre még csak a
kiivetkezi azonossiglinczot kell alkalmaznunk red :

op ( ) ,d [op ) _a ’ ol_)_'_) i op"
v 3(1 []f P oq/ P oq/ ot I oq’ ! oq '
Ezekkel a jelolésekkel :

SP-—=0Q, -Smp=T,

nyilvinvaldlag
o ﬂ.)_.@
Bq  dt \aq oq

A Q-nak definitigjandl fogva Q3q a pontokra haté erék az a
munkdja, mely a pontoknak a ¢ coordinita 2y megviltozisival jir6
elmozduldsihoz tartozik. Ebben az értelemben tgy beszélink a Q-rdl,
mint er6r6l, mely a ¢ coordindtdra hat, és ennek 2¢ megviltozisin
g munkit végezi.

A kivetkezokben fel fogjuk majd tenni, hogy a feltételi egyen-
letek az idéts] fiiggetlenek, minélfogva érvényesiil az eleven erd elve.

Tényleg, mivel most
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fgy ISm p"” —gg dq = Smp”"dp=dT, tehdit

¥Qdq = dT,

mely egyenlet az eleven erd elvét a @ er6k munkidjival fejezi ki
Igy sz@jjitk szavakba: a @) erfk df id6 alatti munkdjinak eredmdénye
a mozgisi erélynek a df id6 alatti megviltozisa. Az egyenletet erély-
egyenletnek nevezziik.

A ¢ coordinitikat és velok egyiitt a redjok haté @ erGket két
osztilyba fogjuk sorozni. Az egyik osztilyba tartozikat ¢, illetdleg
— ®, a misikba tartozékat ¢, illetéleg W jeloljék, mely jeliléseknek
megfelelGen definitidink

op ap
= X5 2 =5 3
P atp ¢ + 4,

. op 8p
—P=3P 3 T=3zP- 3
TS, o )b, gy, ¥ Smpk b 4
5
+ 3 Sy ¥
és egyenletemlk
d /ar 8T d 88 5T
“‘IJ*—m"(‘af;.?)"“a;oﬂ Ve _&F‘)_W ,

melyek az eleven erf elvének kifejezéseként magukban foglaljik
sWdd=dT | =P de
erély-egyenletet.

A ¢ kifejezésének alapjén a pontok ‘aebe‘;%gpt a kétféle coor-
dindta-osztaly szerinti két partialis sebességhdl Gsszetettill fogjuk
fel, melynek componenseit

TR L T C—.
P, = E&q; ¢ illetSleg p'y = 28{[: 0
jelolik. Ez dltal a mozgdst minden id6pillanatra két mozgis-részlel~
bol Osszetettként imagindljuk. Mint a mozgéds. ¢, illetGleg ¢ részleté-
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r6l, vagy még rovidebben, mint ¢, illetbleg ¢ mozgisrol beszélink
roluk. A mozgdsi erélynek azt a részét, mely csupdn a ¢’ sebessége-
ket tartalmazza, az 6 @-részének, azt a vészét, mely csupin a ¢
sehességeket tartalmazza az 0 J-részének, a hitralevi részét az 6
symbolumokkal jeloljilk azokat:

p-részének nevezzik és Tcp, T,? Tw

T =T, +Tp+T,.

1. § A térnek egy véges kiterjedési részérdl te-
gyik fel, hogy a kezddé idgpillanatban bidrmely és
barmi kis véges része végtelen sok tomegpontot tar-
talmaz Egy tomegpont cartasiusi coordindtdit z, 7, 2 kezdd coor-
dindtiit @, b, ¢ jeloljék.

2. 8 @, Yo, 2 a @ coordindtdk és @, b, ¢ keadd coordinatdk
egyértékii, véges, folytonos functidit jeloljék, melyek bdrmely két
szomszédos ponthoz tartozé értékkilonbizete folyvist épen egy rendd
legyen a két szomszédos pont kolesinds tavolsdgaval, /' ugyancsak a
v coordindtak és @, b, ¢ kezdd coordindtik egyértékii, véges és alta-
liban folytonos functiGja legyen, melynek folytonossiga legfeljebb
egyes feliletek «, b, ¢ pontjaiban hidnyozzék. g, g, 8e véatelen kis
abs. értékdt functicit jeloljék a ¢ coordindtiknak s végtelen kis abs.
értékeik maximumai is magasabb rendd végtelen kicsinyek legyenek,
mint birmelyik tomegpontnak egy hozzi legkizelebbi tomegponttél
valo kezdeti tavolsaga. A feltételi egyenletek

X=Xy -+ [ & , y=VYo+JS -8 z=2z+f 8

egyenletek legyenek.

Ezek szerint minden tomegpont folyvist végtelen kozel van
egy-egy olyan ponthoz, mely a maga helyét csak a ¢ coordinatikkal
viltoztatja (t. i. a hozzé tartozé %o, Yo, 2o ponthoz). Ezt a pontot a
x, y, = pont altal végzett Y-mozgis centrumdnak nevezem el. A -
mozgds centrumai a hydro- vagy aéro-mechanica, vagy a rugalmas-
sag elméletének elvei szerint mozognak, mert a coordinitdik, mint a
kezdé helyeik és (a ¢ parameterek kizvetitésével), mint az id6 foly-
tonos, véges, egyértékit functiGi definialvak. Azok a tomegpontok,
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melyek a kezdd id@pillanathan végtelen kizel voltak egymdshoz, foly-
vast ugyanoly vendd végtelen kizelséghen maradnak. A d-mozgassal
az egymashoz legktzelebbi pontok kélesénos tavolsigai is a maguk
(végtelen kis) méretéhez képest elenyészi viltozdsokban részesednek.
Még oly kis véges tért elfoglalé témegpontok csoportja az elfoglalta
tér nagysigat, alakjdt, orvientaltsigat a $-mozgiassal barmekkora
id6 alatt is, csak elenyészd kis mértékben viltoztatja meg, nemkii-
lonben timegecentrumédnak a helyét és barmely tengelyre vonatkoz-
tatott inertia-momentumat, mégpedig a térfogata dimensioinak, a ti-
megcentruma coordindtiinak s az inertia-momentumainak a $-mozgis
révén vald megviltozisa folyvist magasabb rendd végtelen kicsiny,
mint az egymashoz legkozelebbi pontok kolesonds tdvolsiga, mig
térfogat, alak, tomegeentrumi coordindtik, inertia~momentumok a ¢
paraméterek véltozdsival véges id6 alatt véges valtozisokat szenved-
hetnek (a $-mozgds centrumainak mozgdsa kivetkeztében).

3.8 A g functidkrél felteszem, hogy vdaltozasi
sebességiik altaldban véges (tehat a tomegpontok $-mozgi-~
saikat az x,, 1,, 2, centrumok koril véges sehességgel végezik). Ennél-
fogva a g functick véges id6 alatt végtelen sok maximum- és mini-
mumot érnek el (a ¥-mozgdsra véges id alatt az x, y, 2 coordind-
taknak végtelen sok maximuma és minimuma esik). Igy a dg: di
hinyados a df id6incrementum rendjének egy osztdlydndl elenyészd,
és pedig bizonyosan elenyészd azokndl a df incrementumoknil, me-
Iyek alacsonyabb rendfiek, mint a g functio abs. értékeinek maximu-~
mai, mert a g-nek az a osszes valtozdsa (s ezt jeloli a dy), melyet
a dt 1d6 alatt szenved, nem lehet nagyobb, mint dtfutott abs. érté-
keinek legnagyobbika. Oly d¢ incrementumokndl, melyeknek rendje
egyezik a g functio két széls érték kozti valtozasinak rendjével, a
dg : dt hinyados hatdrozatlan, mert a dt incrementum részeihez tar-
toz6 részel a dg incrementumnak el@bbiekkel dltaldban killinhiozd ér-
tékil hinyadosokat képeznek. Csak oly d¢ incrementumokndl lehet a
dg : dt hinyadosnak hatdrozott értéke, mely magasabb rend, mint a
g-nek két-két szélso érték kizti megviltozasa. Ilyen df incrementumokra
vonatkozoknak jelentem ki a mozgisi erély kifejezésében eltforduld
v :p'qo—[— p'qJ idéderivitumokat, valamint a @ és Werk kifejezé-
seil])‘en eléfordulé d (07':09'):dt illetGleg d(07':0%"):dt iddderivatu-
mokat.
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4. § Felteszem, hogy a g functiék dltal directe
csak végtelen kizeli pontok mozgdisai fiiggnek egy-
mastél szimot tevileg, nevezetesen, hogy a ¢ parameterek egy
esoportja fordul el csak szimbamenGleg egy timegpont helyhatiro-
zbinak kifejezdseiben (e kifejezéselk g-iben) és ugyanez a ¢ paraméter-
esoport még esak azoknak a tomegpontoknak a g-iben van meg
sz;iml.mnwl:fi]vg, melyek azokhoz végtelen kizel vannak.

D. 8§ Felteszem, hogy ecsak azok a W erdk vannak
adirvecte szdmot tevd dsszefilggéshen egymissal, me-
lyek egy csoportha tz:rtozd Yecoordinitikra hatnak.
Nevezetesen o W —Sl‘ - kifejezéshen mar a 4. §. kivetkez-
ményeként esak azok a td”o]\ tesznek szimot, melyek a % paramé-
ter esoport-tdrsait tartalmazé p-kre vonatkoznak, de most még az is
fel van tételezve, hogy a megmaradt tagok P erb-factorai csak a
hatisaik alatti pontok ds ezekhez végtelen kizeliek p coordindtdit és
P sebességi componenseit tartalmazzik szimot tevén.

Ekként Linczolatosan az egész rendszer 4-mozgisa isszefilgg
ugyan ¢és pedig gy a ¢ functick, mint a P erSk tekintetében, de
minden egyes pont ¢-mozgisa directe csak a hozzi végtelen kozeli
pontok $-mozgisdival van szimot tevl Osszekottetésben.

6. §. Felteszem, hogy a rendszer bdrmily kis ter-
Jedelmii véges résaéhes tartozé tomeg-czentrumi
coordindtdknak és valamennyi inertia-momentumo k-
Nak a $-mozgdshoz tartozé viltozdisi sebessége foly-

vist elenyészd, tehit, hogy ha G
Smx = §, Smy = 7%, Smz = {,
Smx? = I, Smy? = lyy, Smz? = I,
Smyz = Iy, Smex = Ts; Smxy —= Ly

irjuk, a hol a summdlisok a rendszer birmely igen kis terjedelmit

(végtelen sok tomegpontbol dll6 végtelen kis) részére vonatkoztatvilk,
v ii ¥ =0, .,

Ol

ob

oly,

E‘gq,_"’=0""

S
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Kénnyi meggy6z6dni a fel6l, hogy oly igen kis terjedelmi
rendszerrészekre nézve, melyekben az ffunctiénak nines folytonossig-
szakaddsa, ezeknek az egyenleteknek teljesiilése, elenyészé kis elté-
réssel a kovetkezd kifejezések eltiinésére reducdlodik

0ga
S\ r
Sm 30 ¢

S a(gaga) '
ZSm e b

% Sm 3(_‘53‘?-@59)— AN

Ennek a feltevésnek corollariuma, hogy a mozgisi erély o ré-
szének bdrmely igen kis rendszer-részbe tartozé része eltiinik. Ugyan-
is a rendszer olyan igen kis terjedelmfi DM részére vonatkozélag,
melyben az f functio folytonos, elenyészé kis kiilénbizettel, minden
¢-re nézve

ox ax i a; a(ga ) axo 08
minélfogva

dx ox dy Oy ., dz 0z,

. rr’ — e —— E L T '

sy e N e G R DA b e

eltinnek. Amde a Ty definitidjdban eléfordulé

op Op

EN
factoroknak dM-re vonatkozé része annak a hirom kifejezésnek az
osszege. K szerint a mozgisi erély kifejezése a ¢ és {-tagokra
reducalodik,

}.ILL:Sn

g o

7. § A mozgdsi erélynek azt a D7 részét, mely a pontrend-
szer igen kis terjedelmti (végtelen sok toémegpontbdl &ll6 végtelen
kis) részének a mozgisi erélye, osszuk el a hozzi tartozé timeg-
pontok dsszes DM tomegével és egy a dM-hez rendelt az idGvel
szdmot tevien nem viltozé pos. I szdémmal, melyrsl legyen feltéve, hogy
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dM-r5l-dM-re folytonosan viltozik, és folytonossiga legfeljebb  egyes
felilletek pontjaiban szakad meg. A hényadost jeloljitk $-val,

T
P= e

Az oleven erd dM-beli fokinak nevezem. Altaliban hatirozot-
lan, ¢s pedig végtelen sok értékit functiGa a dM helyhatarozéinak,
mert a dM rész nagysiga s az elfoglalta tér alakja szerint dltald-
ban kiilsnbhoz6.

Azonban felteszem, hogy ha a peoordindtik nem
vialtoznak, a % fokok idGhaladtdval egyenletesen k 6-
zis constans érték felé convergalnak, vagyis, hogy a g
functick és o sebességek eleget tesznek

bfltp v - i .
T Mt —s o —3 const. (¢ = const.)

Lim.
typusi hatiregyenleteknek is.

Mielétt az osszes limesek a 0 hatirértékek kozelébe jutnanak,
elébh (kinnyen beldthatélag) a & fokok az illetd dM részek helyha-
tdrozoira nézve folytonos sokasigot tevékké vdlnak, ugy, hogy a ¥
fole a hozzd tartozé dM rvész helyhatirozdinak folytonos egyértéki
functiojiva lesz. Ekkor mdr & az eleven erd dM helyi fokdnak egy-
értelmiileg nevezhets. Véges idd mulva nagy megkizelitéssel minden
pontban ugyanazza vilik (a convergentia egyenletességénél fogva) az
eleven erd foka, és astin, hacsak a @ coordinitdk tovibbra sem vil-
toznak, egyenletes volta még egyre tokélyesedik.

Ekkor az erély-egyenlet, a differentidlds bérmily interpretdtio-
Javal sWdd eltéinésére reducilédik, vagyis akkor a W er6knek a ¢
coordindtik barmily rendti megviltozdsin végzett munkdja elenyésas.

8. 8 Ha két okként definidlt rendszer dgy kozelittetik egy-
méshoz, hogy felilleteik egy-egy véges része pontrél-pontra végtelen
kizel jut egymdshoz, egyetlen Gsszetartd rendszerré vilhatnak. Kz
dgy foghato fel, hogy minden rendszer y-mozgdsa Osszefigg egymas-
sal, vagyis, hogy minden rendszer-pirhoz tartoznak kozos o paramé-
terek, azonban a kiiloinhozs rendszereknek csak agokra a pontjaikra
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nézve érvényesiilhetnek szamot tevien, melyek végtelen kozel, — és
miutin végtelen kozel, — jutottak egymashoz, tgy, hogy fiiggenek a
pontok tévolsdgaitél és csak ezeknek végtelen kiesinynyé viltdval
tesznek szamot,

Két rendszernek, az 6 kizelségi feliiletitk pontjaiban a U para-
méterek révén egy rendszerré valé tsszekapesolddisat egyszertien kap-
csoloddsnak nevezem. A kapesolédds helye (vagyis a kizelségi feliilet)
az f functickra nézve dltaliban folytonossig-szakaddsi feliilet.

Lehetségesek rendszerek, melyek az & g és W functidik mi-
noségénél fogva mds rendszerekkel szamot tevGen nem kapeso-
l6dnak.

Legyen, hogy két tsszekapesolt rendszerben az dsszekapesold-
suk el6tt egyenletes volt, de mindegyikben mds volt az eleven erd
foka. Az Osszekapesolis utdn megzavarodik a kiillon-kiilon valé egyen-
letessége, hogy (a ¢ coordinitik most is_folyvdst valtozatlanoknak
tételeztetvén fel) kozos egyenletesség felé convergdljon. Minthogy
csak végtelen kozeli tomegpontok & mozgisa fiigg szimot tevéleg
directe Gssze, a megzavarodds csak a kozelségi feliilet tédjékan kez-
dodik és successive terjed 4t az egész rendszerre. Az eleven erd fo-
kimak ily médon valé megviltoztatidsit kozlés dltali megviltoztatis-
nak nevezem. Ha a két rendszer eleven erejének foka végtelen kicsit
killonbozott, akkor az egyenletesség szdmot tevé megzavaroddsa nél-
kiil megy véghe a kizlés.

9. § Nemkiilsnben egyenletességének szimot tevé megzavaro-
ddsa nélkiil viltozik meg egy rendszer eleven erejének foka, hogyha
a @ coordindtik végtelen lassan valtoznak, vagyis ba a ¢ sebességek
végtelen kicsinyek. Ekkor a 6. §. végs6 egyenletének alapjin a {-kre
vonatkozé Lagrange-féle egyenletekben 7' helyett T jegyezhetd és
nemkiilénben az erély-egyenletben. Ha aztin még a ¢ sebesedések
is végtelen kicsinyek, akkor a g¢-kre vonatkozé Lagrange-féle egyen-
letekben is T jegyezhets T helyett.

10. §. A kovetkezokben felteszem, hogy az ¢ coordinitik vilto-
zésdnak Ggy a sebessége, mint a sebesedése végtelen kicsiny, hogy a
rendszer eleven erejének foka egyenletes és megvdltoztatisa csak
o coordindtik dltal, s oly rendszerrel val kapesolds dltal torténik,
melyben szintén egyenletes az eleven er§ foka, s végtelen kicsit kii-
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lonbozik az eredeti rendszerétsl. A Tq, eleven erit rividebben 77 be-
tivel fogom jelélni. Az el6z6 §. szerint
d o oT

¥h o 1 i T -
T=T1, L = q\ar) g

'o;

® = agl RSy =57 - Z0By.

Az erély egyenletben a differentidlis d jelét & jellel vilfottam
fel; azt az értehnet kotom hozzi, hogy véges id6nek megfeleld vil-
tozdsokat is jelenthessen (a mik a suppositik szerint szintén végte-
len kicsinyek). A W erék munkéjinak a jelzésére ezentdl 8'Q sym-
bolumot haszndlom ; a & jel melletti hidnyjel azt tartja evidentidban,
hogy a &'Q nem teljes differentidlis. Tulylpg (be {rva &'Q kifejezésébe
® helyett 87 : dp),

¥Q — 8T - .u—a-.?T_ 5o

a hol a jobboldal misodik tagja szembetiinGen nem teljes differentialis,
mig az els6 tagja az.

11. & A &Q:9 hényados teljes differentialis, azaz az erély-
egyenletnek integralé divisora a #. Ugyanis vessink iigyet 8'Q2-nak
arra a2’ részére, mely a rendszer igen kis terjedelmd dM to-
megrészének D7 eleven erejével van meghatdrozva,

BbT 5p

PFQ = ST - =

vészére a 3'onak. A DM oly rész legyen egyszersmind, melynek bel-
sejében az f functiénak nines folytonossig szakaddsa. Ugy, szimot
nem tev kis eltéréssel d7°: /2 fiiggetlen a ¢ coordindtiktol és ko-
vetkezGleg 0b7°: 99 helyett szdmot nem tevl eltéréssel

( )_ﬂg 27 8j




vihets calculusba. Ennek eszkozlése és pT-nek b M-mel vald sub-
stitualasa utan (7. §.)
b = &% . kdM |  293log /. kdM .

Fzt a kifejezést az egész rendszert constitudld dM részek
Osszeségére nézve megszerkesztettnek imaginaljuk. Valamennyit tagrél-
tagra Osszeadva, annak a megfontolisival, hogy a praemissik szerint
¥ és 3% valamennyiben ugyanaz, és

(1) Sklog_fs.bM = MK log§ , gkbM=MK
M M

jelblés haszndlatival
g'e = KM (2% -+ d2log f)

egyenletiink vagyon, mely ezzel a jeloldssel:

(2) log ¥ = a,
igy jelenik meg:
(3) &'e = KMddo

Nyilvinvalé, hogy 7= KM} lévén, T is integrilo divisor.

12. §. Nemkiilonben integrald divisor

4) —$F (o),
tetsz6leges F functio esetén, és pedig
do ,
téve,
(6) 2Q = KMtéS

Vegyiik észre, hogy ha a k appendix s az f functio, a rendszer
minden pontjiban ugyanaz, — s ez az eset felel meg Thomson el-
méletének, — akkor t és 88 is a rendszer barmely DM részére vald
vonatkoztatisban ugyanazok, vagyis azonazt értve t és 8S alatt, mint
(6)-ban, d2'e = kdM . t3S ; tovibbd, ha most az eleveners foka és vele
egyiitt a t nem volna egyenletes a rendszerben, ez azzal egyiitt min-
deniitt egyenlé constans érték felé convergil sth.
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A %o munka (6) alatti kifejezésében 1év KMt ott fn.l'm;ilisan
mint erd szerepel, melynek az S megvaltozisin végezett munkdja a &'g .

13. §& A tomegpontokra haté P-erGk kizt legyenek O]ymlok,
melyek az x,, #,, 2, centrumok kdlesinds helyzetétél fiiggenek. Eze-
kot belst eréknek nevezzitk és feltesszilk, hogy erdfiggvényes erdk.
Az Gsszeségitkhoz tartozd erGfiiggvényt V-vel jelolom. Minthogy a
oy Yo, 2o coordindtik csak a @ paraméterekkel valtoznak (2. §.) en-
nél f{)gva

LoV
3V=Lacp 3o

0T\ .
és igy a 0V:9p erfk partialisan a @ (= —-é?—) erdkben foglaltatnalk.

A kivetkezs jelelésekkel :

AT—V) .,
) =7,
(8) T+V="T,

az erély-egyenlet ezt az alakot olti (10. §.):
9) 3o = 8U | Ld'Dg

14. §. A @' eriket killsd erfknek nevezzitk. Ezekrdl fe]teszer'n,
hogy egyenkint ismeretes viselkedésti erdk (mindk pl. a mndszer‘f?-
liletére hat6 nyomd, nyujtd, esavarg erfk lehetnek,) melyek hatdsit
esetleg tetszésre viltoztathatjuk és szimon tarthatjuk, ill?ti‘ileg k(?r-
ményozhatjuk a ¢ paraméterek valtozdsait (milyenek pl. térfogat-vil-
tozis, megnyiilds, elesavarodas). Az efféle paramétereket J. J. Ti’lom—
son controllilhaté coordinatdknak, mig a ¢-féléket nem CDIlt‘l'OHH.HI?;l—
téknak nevezi. Helmholtz az olyan mozgést, milyenné itt a n[z-mozg’as
a red szabott kivetelményelkel definidlva 16n, rend'ezetl'en' mozgas-
nak, az olyant aming itt egy-egy 9 coordindta véltozisénak felel
meg, rendezett mozgisnak nevezl.

15, & Koy miasik, egyenld foku, eapt
elérhets, hgogygrfoha vziltoz?ak (igen lassan) a 9 coordmafak,' az ele-
ven er§ foka szdmot tevileg mem valtozik. Fhhez a @ erk és g co-

rendszerrel valé kapcsolds dltal
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oordinatak kozti relatick tartoznak, melyek mdas-mds - fokndl dlta-
liban masok ¢és misok és a ¥ fokkal dltaliban folytonosan viltozdk
lehetnek, tgy, hogy a " erk, az U, a 5, mint a ¢ coordinitik és
a W, vagy ugyanazok és a t dltaliban folytonos functioi jelentkez-
hetnek. Ekkor aztin, rividség kedvédrt KM = 1 téve, (6) és (9)nek
dsszevetdséhil folydlag

o8 ou oS ou
() g =vt+g b=
vagy, ha
(11) U—t8=H

tesszitk (Massien therm. dyn. functidjinak analogjaként) amiatt, hogy
inmen ez van:

M _ U 88 B _8U 88
6? _ 3? o dy ot — ot ot 7

a (10) alattiak alapjin

o i oH
(1.3) ‘ P =— _ajp_ 3
& . oH
(13) S=— 5

és az utdbbinak tekintetbe vételével a (11) szerint

oH
(14) U=H —t— .

16. §. Rendszeriimkben 7" = & kdM, tehit 7 = KM9.
Fgy misik,! hasonléan definidlt rendszerben 7 = K'M'V¥'. Legyen
hogy ez a két rendszer egybe 16n kapesolva. Ha a o coordindtik vél-
tozatlanok, & és ', kizis &, érték felé convergdl, minek megfelelden
T és T megviltozott értékei T, és 77, legyenek. Az energia elve

szerint 77+ 7" = T, + T,. Elfogadasival

___‘,—
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KMY -} K'MY = KMJ, 4 KM, .
loy ivva

KM (9—%) - K'M (% —%) = 0

feltiinik, hogy ha & > W, ngy # < ¥, tehit egyszersmind & > & |
vagyis, hogy a kapesolis utin a nagyobbik # fok csikkenik, a kiseb-
bik emelkedik s kozbiil esé értéket viillalnak.

17. § Ha a kiegyenlédés felé convergilist nem a d-nak,
hanem

t==9F /2

functionak tulajdonitjuk, gy, hogy t legyen az a viltozé menmnyi-
ség, mely valtozatlan ¢ paraméterek esetén idG  haladtival egy min-
den ponthban azonos constans érték felé convergal, akkor, ha t. 1. az
J" functio nem minden ponthan ugyanaz, a convergilis czdljindl

helyrél-helyre viltozd, és igy

50 = 5 \akod 4 {915 log 200 .

M M

Kannyfli megayzidni, hogy a mir mindeniitt ngyanazzi viltnak
feltételezett t integrild divisora a 3'e-nak. B véare csak az egyenle-
tiink jobb oldalit ebbe az alakba kell dtforditani :

51‘}8 log (9/?) kdM
M

18. § A t defintiojabol folydlag a o
P=tG({/?)

alakban fiige t-t61 6s a ¢ paraméterektél.
Most, hogy a ¥ altaliban helyrél-helyre valtozd, dltalinosabban

T:S&kbM,

M




S
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és két rendszer kapesolédaséhoz T'+ 7" = Ty - 7, erély-egyen-
l6ségnek megfelelGen

S(t(}—ta Go) koM - S( G — t,G) KO M =0.
M 'y

egyenlet tartozik. Legaldbb, ha t és t, pos-il és G és S functick a
maguk argumentumaikkal egyértelemben viltozokul valasztvik, t >,

egyenlGsdgre 1 < f, felel.
Ha a t valasztatik a temperatura analogonjdil, akkor az dllandé
¢ paraméterekhez tartozé fajhG-analogon
QU =250
gb= "o
a ¢ coordindtikkal és a t-vel viltoz6 mennyiség, még pedig t /2=nu

irtdval
=[xt s)

Azonban ha specziilisan a ¥ vélasatatik temeratura analogonjiul, ak-
kor (mint Thomson elméletében) ez a fajhé-analogon constans.





