A FELFELE MENO LANCZTORTEK ALKALMAZASA.
Dr. Gerevich Emiltol.

Mult évben volt szerencsém a tekintetes Szakosztily eltt a
felfelé mend lincztortek elméleti tandnak mai dllisit bemutatni; 1)
szabadjon ezittal azoknak alkalmazisdrél szélanom.

1. § Vizsgdljuk, miképen lehet fl. Itort segélyével valamely
szamnak a négyzetgyokét kikeresni. Legyen a sziam, melynek négy-
zetgyokét keresni akarjuk, N. Téve

1+
1 -+ a
1 4+ a
S
1

d

VN =m, -+

feladatunk lesz my, a5, @y, ag, ay, . . . értékeket keresni. A fenti ltor-
tet sorrd alakitva lesz:

N m, 4 . [1+ L et tap T ol

a, a, ay 8, Ay Ay Ay

dy iy + ]+
PR,

9
(N—m, 2)a; =2m, -{—“mo[l—}-% -+
3

ay

(lg H 3
Czélunknak megfelelden m,.t gy kell vilasztani, hogy az

N—m, > 0> N—(m, 4 1)*
feltételnek megfeleljen.

1) L. Orvos-Természeltudomanyi Lrfesits 1889, évf. Természettudomanyi
szak 1L fiizet, 107—128. lap.
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Mivel (N—m, %) > a;, > 2m, ,
ezen egyenlitlenségnek ay-re az dltal nyeriink egy megteleli legkisebh
értéket, ha
2m;

" N—m,,

osztasndl a hinyadost a rendesnédl egy egységgel nagyobbnak vessziik,
Legyen rovidség okiaért 2m, =d, és N—m,*= &, téve tovabbi
a, helyett my-et, mit az osztds dltal nyeriink, akkor a fenti egyenlet
ily alaku lesz:

) d
6y Mig—tly == [l~{— d:: e «h ]+

ta [t t o

Ay g8,

-|-....]2‘

. d _— , -
Ha azon maradékot, melyet —al- osztdsndl nyeriink, r,-el jelol-
1

juk, akkor 8, m; —d, =1, lévén, lesz:

o =0 g b b ()|

Ly d’-l

ilyg iy dy dy + )

e L B O+é+

+o]

iy iy

vagy a megfeleld dsszevondsok utin:

. [ I
(rymy —1) ay =d, my - 2 4~ (d; my 4 2) L_EL_ - (h G T ‘] +

+“D+~+ ]

Ay dy

Ha a fentihez hasonldan itt is d, m;, +2=4d, és r; m; — 1 =4,

‘[etetlk s ha a, > ;— egyenlétlenségnek megfeleléen az osztis hi-
Sy,
)
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nyadosa egy egységgel nagyobbnak vétetik a rendesnél, ha tovibba
m, 8y, maradékot vy-vel jeldljitk, akkor a, helyébe m,-t téve, a,
meghatdrozdsira kivetkezd cgyenletet nyerjiik :

i 1 1
(r, my—1) ag = dg my 4 24~ (dg my - 2) [T4 - Tt 4. ] -

+ N l-l+__ '1;135 fives - ] :

A tovébbi sziikséges egyenleteket ezekbdl a mutaték egyszerii
feleserélése dltal nyerhetjikk. Tgy az a, meghatirozisira szolgdld egyen-
let lesz :

(ry; my—1)a,=d; my - 24- (dy my 2) [Tlr - ,l:‘ ] 1

+«[+—+ ot

Hasonlé kimnyiiséggel lesziink képesek birmely osztot és osztanddt
feltaldlni a kivetkezs képletek segélyével:

Sppr=1pmp —1 és dpy, = dpmy 2.

Az my, ay, a,, a;, 4, . ... ily modon megtaldlt értékeit behelyet-
tesitve, megkapjnk az N szim keresett gyikét.

2. §. A szimitds menete sokszor kényelmesebb, ha m, drtékét
agy vilasztjuk, hogy az

my? — N < N— (m, — 1)2

feltételnek megfeleljen. E feltételnek megfelelGen tétessék:
1 1 L
dy alaﬁ_}-' 2"‘-3_{_”.]—}_

mibdl (—1)-el valé szorzis utin lesz:

N=m,? —2m,

+...]

dg Ay
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: 1 1
(m2—N) a, = 2m, -} 2 m, [~—a—2v - s + ... ] =5

e e e ]

g g

Téve rividség okdgrt 2my =d, és m* — N =28,, a, értékét

d : ; ’
a, >—5i— miatt az dltal kapjuk meg, ha a hdnyadost a kizinségesnél

egy egységgel nagyobbnak vessziik. Téve a, helyébe m,-et, s figye-
lembe véve, hogy a maradék: 3, m; —d, =1y, lesz:

Leid g
L o N EN %m+nj—
vagy :
(ry my -1)ay=d, my —2+(d,m; —2) [%‘i“ a31a4 + ... ]"_

-

mely egyenlet az a, meghatdrozdisira szolgil. A mutatéknak egy egy-
séggel valé nagyobbitdsa dltal aza,, a, .. .. meghatdrozdsira szolgdld
tobbi egyenleteket nyerjitk. A tetszés szerinti osztandé és oszté meg-
hatirozisdra itt a kivetkezo képletek szolgdlnak :

dp+1 — dp mp ‘—‘21 éB 5p+l — I'l-, mp + 1..

A négyzetgyok kikeresésére igen iigyes mddot alkalmazott M a-
thiessen az altal, hogy azon szim segélyével, melynek négyzet-
gyike keresendd, egy mdasodfoku egyenletet képezett, mely egyenlet
megolddsa dltal nyerte a keresett irrdcziondlis négyzetgyokit.

3. §. Ldssuk most, miképen lehet a fl. ltortek segélyével kib-

~gydkit vonni. Legyen a szam, melynek kibgyiokét tudni akarjuk:
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N. Tegyiik

Feladatunk itt is az mg, a;, a, ... értékek meghatirozisiban
fog dllani. Sorrd alakitva e Itortet, kibreemelés utin lesz :

N = my3- 3m,? ‘1-1- =l ) 2 ( a1"15;+‘”)5+

11;12
1 1 8
: s = . !
T(al +nlag+' )

. = [ pp— ha & —_—
N—m3 =25, 3m2=d, és 3m, = ¢,

mihdl

Jelzds utdn :

(b )+

rig l‘:lq

L+ )

33 ag ﬂ.3

8,8, =d, |, ( _‘l‘

ﬂ-o"lq

‘)_g_:';( SN O ...)2+

+o+ o t)']

Mivel 3,a, >d;, a feltételnek megfelelé értéket az dltal fo-
aunk nyerni, ha az osztisi hinyadost egy egységgel nagyobbnak vesz-
sziik a rendesnél. A nyert hényadost m,-el jelélve, 3m;—d; ma-
radékot pedig r-el, egyenletiink

bl

g iy

(1'1 m; — (31) m; — 1 =a§1
(dy my 201) m, —]—3 =d, és
¢y my ’“l" 3=¢,
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jelzések utdn, ily alaku lesz:

hesd, |- d, ;13'—+ a;‘] %, [1+z( +.11 )+
+(? it ]
N e
)T,
mely mar az a, meglmt;’mmza‘lsm'u szolgdl. A tovibbi szitkséges egyen-

letek ebb8l a mutatéknak egy egységeel valé nagyobbitdsa 4ltal
nyerhetik.

Barmely hinyados megkeresésére a kivetkez képletek szol-
gilnak : :

(rpmp — ¢p) mp— 1 =23p4q,

(dpmp - 2¢,) mp + 3 =dps1 6
cpmp + 3 =cCpyq .

4. §. A kiszimitds sokszor kényelmesebhé tehetd az dltal, ha
m,.nak egy egységgel nagyobb szimot vesziink, mint a melynek kibe
az N-ben taliltatik. Az eljards ez esetben teljesen hasonld ahoz, me-
Iyet a 2. §-ban littunk. U. 1. az elsd osztandd d, = 3m,2, az elsd
oszté 8, =m,* — N, és a mdsodhatviny hdnyadosa ¢, = 3m,. Az
egymiasra kovetkezd hanyadosok kikeresésére a kovetkezd képletek
szolgdlnak

(dp mp — 2¢p ) mp 4 3 = dp 44,
(pmp 4 cp) mp — 1 ==y és
Cp My — 3 = Cpia
5. §. Az eldbbiekhez hasonlé médon képesek lesziink a fl. ltor-
tek segélyével valamely szdmnak biarhdnyadik gyokét kikeresni. Ha

N szémnak n-ik gyoke volna kikeresendd fl. Itortek segélyével m,
egész szam gy vilasztandd, hogy az
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m," < N < (m; -+ 1)

feltételnek meefeleljen. Az N—m," maradék lesz az elsé osztd: 2, ;

&« J 0 13

a neki meefeleld osztandd d,, kivetkezd  kifejezds dltal lesz meg-
hatirozva:

1 n—1

(Mm," "=n.m,

1 2
Ha a misodik hatviny egyiitthatéjit C, a harmadikét C, a ne-
b
ayedikét C, sth. jeldljitk, akkor

1

¢, = (§)m,?

2

C = (;’:)mon_a s
n—:2

C, = () m,?
n—I1 s

C, =(n)mo=1.

Ha mindegyik —— osztisndl a hinyadost a kozonségesnél egy

3
egységgel nagyobbnak vesszitk, a mdsodik, harmadik, negyedik, sth.
osztandd s osztd a kivetkezd kifejezdsek dltal lesz adva:

4 n—2

Dpp1= [:: [( Iy My, ——-(lJl.) m, — (2311] my, — G, }“'1\ e — C;, ]mp — 1,

dpp1= [{ [ ( dymy, (f)ép) m, - {?) ép -l m, - (1) (331,} mp 4.
TG, Jme+ ()

v T 1: G ! . H':Z i T4
Cpia :L{ L ((,l,ml. —+ (11 C, ) my - (1) C].]ml. SR e o } I
!
n—=2
s i) C, ]m[. +(:h) -
Kénnyit dtldtni, mikép alakitandék it e kifejezések az esetben,

ha m,-t gy vdlasztjuk, hogy az

Orvos-torm, tud. Trtesitd. 1. 11




— A2
m* >N > (mo'_l)“

feltételnek feleljen meg. U.i. az oszték képletében a pidros rendii
hatvinyok egyiitthatéinak mindig tevélegeseknek, a pdratlan ren-
diiekének pedig nemlegeseknek kell lenni; az osztanddk képletéhen
pedig a piros hatvianyok egyiitthatéi mindig nemlegesek, a pdratla-
noké pedig tevilegesek.

6. § A fl. ltortek segélyével igen pontosan lehet kiszémitani
valamely szimnak birming alapra vonatkoztatott logarit. Legyen ki-
szamitand6 az N szdm logara egy tetszésszerinti Q alapra. Akkor,

feltéve, hogy N > Q, legyen

I ay
i R R e
N= Q i = an & ay 1 apily 3 aaga, s 31{"51&3&44_“" ;

1 1 1
log N=m, + -§+_-_+

B A Ly Dy AL el

Feladatunk tehdt csak az m,, a;, ay, a5, a,, . . . . 6rtékek meg-
hatérozisaban all. A

Qmo o N < Q""o'H

egyenldtlenséghél my értékét konnyen kitalalhatjuk. Legyen
SARET

QM

1 AR '
N = Q' @u (It tagte)

= N,, akkor

Ha most egy mértéket dgy vilasztunk, hogy

N < Q < Nit

feltételnek elég tétessék, akkor m, = a, . Ha ismét
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s
O

Ny g CEhieg e el

mely kifejezéshil az

=N,, akkor

Nam"! < Q < N2mg+.'l

feltétel szemmeltartdsdval az a, drtéke is, az elGbbihez hasonld maé-
don, kénnyen meghatirozhatd.

Konny belitni, miképen hatirozhaték meg ily dton a tobbi
részletnevezik is. Igy a felvett szimnak bdérmely alapra vonatkozta-
tott logara tetszés szerinti pontossigig szimithaté ki

7. § A fl. ltorteknek tdg alkalmazisuk van az egyenletek meg-
oldasdindl. Vizsgaljuk elészor, miként lehet altaluk két ismeretlennel
biré elsifoki hatirozatlan egyenletet megoldani. Legyen a megol-
dandé egyenlet: :

1) ax—by=c.

Az absolut tagot tekintve, két esetet kell megkillonboztetni:

c>b és c=hi

A ¢ =D esetet biatran figyelmen kivifl hagyhatjuk, mert ekkor

ax=b(y+1).

Ha ¢ > b, akkor az 1) egyszerii atalakitis dltal kinnyen ad-
hatunk oly alakot, hogy benne az absolut tag kisebb legyen az y
egyiitthatéjandl. E ezélbdl u. i. ¢ ily alakra bontandd fel:

c=p'b-4 ¢, hol
¢ <b.

Ha 1)-be y =y, — p tétetik, az ilyen alakot vesz fel :

ax=h Y1 + €,
melyben mér ¢, <<b. Az els6 feltételt tehat bitran mell6zhetjik s a
szorosan vett elméletnek tokéletesen eleget tesziink, ha az 1) egyen-
letet esak az esetre vizsgdljuk, a mikor benne

Gieib:

I1*
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Tartsuk  szimon az evidiens tényt,, hogy ha h és k két oly
egész szim, mely az 1) egyenletbe x ésy helyébe téve, annak ecleget
tesz, akkor

x=h+n.b ¢

y k + n.a

ll

kifejezések dltal adott értékek is gyiokei lesznek a felvett egyenlet-
nek. Ezek elérebocsitisa utin miar hozzifoghatunk az 1) egyenlet
megoldisihoz. Fejezzitk ki azt ily alakban:

¢

X_ ¥+ b,
b a

hol ¢ < b miatt % valddi tivt. Ha % tortet oly két  részlettirt-

hol allo fl. Itortté alakitjuk dt, melyek elsejének részletnevezdje a,

és masodikinak b, akkor

ca ¢
¢ b d-4 b
b~ a a

Ha ¢, = ¢, akkor a felvett 1) egyenletnek ¢ és d két gyike
lesz, vagyis:
x=c¢ é y=d.

€y 56 g ; =
Ha azonban ¢, z ¢, akkor - b hasonlé dtalakulisnak vétes-
sék ald. Lesz w1
¢4 ¢,
€y h . dl + b :
b a a

Ha ¢, = ¢, akkor x=1¢, és y =d,; ha pedig c, = . akkor
<
ismét
¢

ey __ ﬂ‘__,_—i; b .

hs =2
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| ha mdée ¢ z ¢, akkor toviabb folytatva ez atalakitist, végre oly
| _r_.‘m_
| Sisma, Aoy =+ b
i' b o i
\ egyenlethez jutunk, miként azonnal latni fogjuk, melyben ¢, =¢, a
l mikor is a felvett egyenlet két gyike:
X=Cu—y G5 ¥=dg

lesz.
Most azt kell bebizonyitanunk, hogy vajjon a folytatdlagos szi-
mitasok datjin okvetlentil kell-e oly

&

‘m
Cm—1 _l'_lin____1 + b
b a

kifejezéshez jutunk, melyben ¢, = c. Arra, hogy ily kifejezéshez ok-
vetlentl jutnunk kell, kivetkez okoskoddssal jovink .

A ¢, Gy Coy Cgy ... szamok mindig kisebbek, mint b. Tovabba
SeMm ¢y, Sem Cy, Sem ¢y, .... nem lelet = 0, mert a és b viszony-
lagos torzsszimok, ¢p < b és dp egész szdmot jelent. Tehit

0 < ¢, < h

Ha igy bebizonyitottuk, hogy ha

>
=5

-

> ;
=

Cy = C

es ¢, ¢, akkor megfelelden ¢,

tovibba ha ¢ z(:, akkor ¢, zc,-_ ds zcl ;
tovibbd ha UlZu, akkor C“z ¢y Os c;it', .

kinnyit belitni, hogy végre kell, hogy legyen: ¢ = c.
Ha
ax= bhy-+c és
a.c¢=bh.d-4 ¢ , aztin legyen
AL == hody s
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Ha ¢, = ¢;, volna, akkor
a(c—¢) = b(d—d,).

Mivel azonban a és b viszonylagos tortszimok, ezen egyenlet
csak kivetkez6 két esetben lehet helyes:

1) ha a=d—d; ¢és b=c—¢;. &8
2) ha ¢—¢ =d—d, = 0.
Mivel b > ¢ és ¢, tevileges szim, b= c—c¢, egyenlet nem
allhat fenn és clzc miatt ¢—c¢; = 0 sem lehet.
Az a.ca=b.dy4 ¢
egyenlet vizsgdlatdndl, ha ¢, = c,, akkor

a (¢,—¢;) = b. (d;—d,) volna.

De C‘z ¢, miatt ezen egyenlet csak akkor volna helyes, ha
a=d,—d, és b= c¢,—c,, ami ismét képtelenség. Hasonlo ok miatt
kevéshé lehet ¢; = ¢, ; tehdt kell, hogy ¢, = ¢ legyen. Ep igy ki~

vetkezik, hogy ha ¢, Zc._ akkor

Cyp z Cr—1 ,

crzcz‘

Es mivel 0<< ¢ < b, végre kell, hogy legyen ¢x=c; a mi
azt mondja, hogy okvetleniil kell oly

Cm
Cm -1 {lm_] + b

b a

kifejezéshez jutnunk, melyben ¢, = c.
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5. & Az elébbi pontban nyert eredményhez jutunk akkor is,
ha a megoldisndl a szakaszos . ltortekre tamaszkodunk. Ha tehit
ismét

ax=hy— ¢
volna megoldanddé s ha a fentebb jelzett feltételek itt is dllanak, ak-
kor - ;—)— egy kozonséges torvt legegyszeribb alakja: mert nem csak
§ ¥ 5 C i i

a ¢s b, de b és ¢ is viszonylagos tortszim. Ha 7 koz. tortet oly
szakaszos fl, ltortté alakitjuk dat, melynek részletnevezdje a, akkor —
mint tudjuk®) — a nyert szakaszos fi. ltort mindig tiszta szakaszos
lesz. Ks mivel ¢ < b, az dtalakitisndl e-t okvetlendl maradékul kell
nyernitnk. De az dtalakitis, ismeretesen, a kivetkezd egyenletek se-
gélyével torténik:

Cca
=8 r
b + 1
ryi
—— =y + Iy
b
l‘¥2l

po T

I'm—1il

b Sm—1 ‘—[— c,

I

mibil kovetkezik, hogy x =1 és y = sm_y értékek a felvett egyen-
letnek megfelelnek. Vagyis az atalakitisnal nyert utolsé elGtti mara-
dék és az utolsd részletszamlilé fogjik adni a megoldandd  egyenlet
két gyokét.
9. § A szimitds menete egyszeriisithetG az esetben, ha

ax = by 4 ¢
gyenlethen a >h. Ekkor u. 1.

a=2Ab -} x és

y=2Xix+p

#) Dr. Gerevich Emil: A felfelé mend lincztortek analizise. Besz-
terczebinya, 1889, 66. L.




helyettesitések dltal a fenti egyenlet ily alakot vesz fel :
2x = b 4 c

Ezen egyenletbél meghativozzuk x-et és (-, melyekb8l aztin
y ¢rtéke is kionnyen nyerhetd. A miveleteknek, melyek a fl. tirt sza-
kaszainak meghatirozisira szitkségesek, felét u. 1. megtakarithatjul,
ha a szimitis kozben oly maradékhoz jutunk, mely c-vel egyiitt a
nevezdt, a-t adja. Ha ezen eset hedlltindl a megel6z6 maradék v, és
az ebbdl nyert részletszimlilo s, akkor a teljes szakasz utolsé elétti
maradéka b1, és utolsd részletszamlaldja a —1-—s, lévén,

X

y

b1, és

|

a—I1-—s,

kifejezések a felvett egyenlet két gyokét fogjik adni.

10. §. A magasabb foku egyenletek szamtani megoldasa — is-
meretesen — két feladatot foglal magiban: el6szir az adott egyenlet
gyikeit kell hativok kozé szoritani, s aztin ezen gyokiok szimtani
értékei keresendék. Ha pl. a Fourier dltal (,Analyse des équations*)
feltaldlt jelviltozasok mddszerével rijiviink, hogy az adott egyenlet
gyokel o, és f: @y és Byi ooy és By ... . hatdrok kozott foglaltat-
nak, akkor még az i megvizsgilandd, vajjon a gyokok az ismert
hatdrok kozott redlisok-e, vagy képzetesek. E mdidszerek néha hossza
probalgatasokat igényelnek. Gyakran azonban e prébdlgatdsok teljesen
feleslegesek, féképen ha pl. Cartesius,) vagy Olivier?) mdd-
szerét haszniljuk. A Sturm 9) tételével minden esethen azonnal meg-
mondhatjuk, mennyi redlis gyike foglaltatik az adott egyenletnek «
és B hatarok kozitt.

Ezek elére bocsatasa utin, & az erve vonatkozd elmélet isme-
retének feltételezése mellett, keresni fogjuk, miképen oldhaték meg

) J. A, Grunert: Suplemente zu G. 8. Klugel's Worterbuch der
reissen Mathematik. II. Leipzig. 1836, 443 L

%) L. Olivier: Ein Kennzeichen der Greuzen der Zahl der reellen Wur-
zeln einer beliebigen algebraischen Gleichung. Crelle: Journal, I. kit. 223 1.
Berlin, 1826,

% Bulletin des scientes mathematiques, physiques et chimigues de
Ferussac. 419. L
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a szimbeli egyenletek a fl. ltortek segélyével. Legyen a megoldandé
egyenlet :

()= A x® 4 A, xm—1 4 Ay xm—2f Ay x+ A, =0

Legyenek az adott egyiitthatok redlis értékelk ; m legyen egész
szam, ¢és tegyitk fel, hogy az egyenletnek egyenlé gyikei nincsenek.
Legyenek oly hatirok, melyek kizitt az egyenletnek gyikei foglaltatnak
a ¢és a— 1. Tegyiitk fel, hogy ezen hatirok kozott csuk egyetlen-egy
vedlis gyik foglaltatik. A szimok oOsszehasonlitisa utin kinnyen ki
fog tiinni, hogy valjon a, vagy a -} 1 dltal lesz-e nagyobb a kizele-
dés a kifejtendd gydk valodi értékéhez, Ha ez a dltal torvténik, s ha
a tevileges sziam, tétessék:

1
X ==
T
; S
ha pedig 2 nemleges: x = 2 — —— %)
. X

Ha azonban a nagyobb megkozelités (a—f 1) dltal éretik el és
ezen (o 1) tevileges szam, akkor tétessék:

; 1
x=(a—+4 1)+ ——:
Xy
ha pedig (z-F 1) nemleges, akkor

1
x=(a41)— ——.
rrlfs
Helyettesitve

a% 1 illotve X : T vagy
X, X,
1 ” ¢, — 1
(+1)x + 1_ lletve (&1 1% —
X, £y

értékeket x helyett f(x) =0 egyenletbe,

Fi(x))=o0
¥) Mi végre ez a megkiildnbbztetés és az analog késihh kivetkesik 2
(Szerkeszifség.)
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i) egyenletet nyeriink, a melynck az o ¢és a—f-1 szerinti ) hatirok
kizt csal egy reilis gyoke lehet. Mert ha két értéke volna, pl. m; és
m,, akkor maginak x-nek is két realis drtéke volna o és (a4 1)
hatirok kozott ; t. i

% 4 . lletve (e 1) + - e és
x b illetve (1) + — LI
e iy % TR ( )£ my

a mi a feltevésnek ellentmond.
Keressiink most ismét két hatirt o és (- 1), melyek kozitt
I (x,) =0 egyenletnek x, gyike foglaltatik. Itt is kénnyit eldénteni,
hogy o, vagy (z-1) érték vilasztisival lesz-e e kivint megkizeli-
tés nagyobb. Ha ez o drték dltal torténik, tétessék
1 1 1 1 oy Xy

— — . ——, Vagy X; = ———
'] 1 - ?
X, o, %, X, X,—1

ha pedig (o, 1) értékkel éretnék el a nagyobb megkozelités, akkor
tétessdk :

1 1 1 1
R & R e R I e

Behelyettesitve x; értékét F(x,)==o0 egyenletbe,
Fy(x5) =0

ij egyenlet nyeretik. Ezen egyenlet ugyanazon okndl fogva, mint
F, (x;) = o a megfeleld hatirok kozt csak egy redlis gyikkel bir. Ha
azt taldljuk, hogy ezen gyok o, és (a, -+ 1) hatirok koziott van, ismét

oy X, i ) (o 1) x4
X = ﬁ1 vagy X, - - }::F_l—

helyettesithetd a szerint, a mint egyik vagy mdsik helyettesitéssel
éretik el nagyobb megkozelités. Igy haladva tovidbb, a keresett gyok
értéke a megfelelt helyettesitések utin oly fl. Itirt altal lesz kife-




T ; -

Jezve, melynek mindegyik részletszamlaloja az egység, részletnevezii
pedig az alkalmazott hatirok. Minél tobb részlettort hatiroztatik meg,
anndl tobh tizedes szimjegyig lesz a megfelels kizelits tivt dltal a
gyik keresett értéke kifejezve. lly mdadon tehat a kifejtett gyok va-
[6di dvtékét annyiva megkizelithetjitk, hogy nem lesz szim, mely ki-
sebb legyen, mint a kevesett gyik wvalodi értéke s a talalt érték
kizott levs killonbség. Konnyit belitni, hogy ha a kisebb hatirt vi-
lasztjuk, a kivetkezs részletszimlilonak mindig ellenkezd jel adando.
mint minGvel az elGtte vald bir; a kivetkezi elfjel azonban egyenld
lesz az eltzi részletszamlild elijelével, ha az egységgel nagyobb ér-
ték haszndltatott.

Hogy mikép kell eljarni abban az esetben, ha az adott egyen-
letnek « és (2 - 1) hatirok kozott tobb gyike van, vagy hogy ha
ezek bizonyos szimia tizedesig megegyeznek, s hogy mennyi ezen
oyikik kozitt a rvedlis, s mennyl a képzetes: az egyenletek elméle-
tével ismerds elGtt — a mondottak utin — viligos lesz.

11. §. Hogy az egyenleteknek fentebh adott megolddsi médsze-
vét, mely Heis Eduardtdl szdrmazik, ) kinnyebben dttekinthessiik,
vegyiink fel egy specziilis esetet. Legyen az elbbeni §-ban emlitett
feltételek mellett megoldandd

1) x34Ax2Bx4C=0

egyenlet. Ha a = egy hatavérték, akkor

x=a-+ ...
y

helyettesités dltal
1 A B, o
yo e By H =0
alaki egyenletet nyeriink, melyben

A, =A 4 3a

B, =2Aa | 3a2} B

C, = a® 4 Aaz 4 Ba 4 C.

) N. Ruland: Praktische Anleitung zum griindlichen Unterricht in der
héhern Mathematik. III. Th. 306. 1. Bonn 1880.




— 172 —

Ha 2) egyenletre nézve a, ismét egy oly egész szamot jelent, mely

y+1>a >y

feltételnek eleget tesz, akkor

Z
e S R

iy S 1
Vo BN By B
helyettesités altal 2)-hil
; 1 A, B '
3) T —z:-" + -—;— —[— =210

alaki egyenletet nyeriink. Ha itt ismét a, egy
z+1>a, >z

feltételt kielégité egész szdm, akkor

t.
B =iy f_—]—_i’ vagy

ISR T

z ay t ay ag. b

helyettesités altal a 3)-hdl

1 A, B .
= F gt -+ 6=0

alakd egyenletet nyeriiuk, melyre nézve, ha a; ismét egy

t+1>a >t

feltételt kielégits egész szam, akkor

= 3 vagy
=a;. u%—] gy
1 u+1 1 1
""" T, u a, i . 1
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1 A B ,
n? + 112I + 11l il =4
alaku egyenletet nyeriink. [g,y folytatva tovabb a miveletet, a meg-

felelé helyettesitések utdin, a felvett 1) egyenlet egy redlis gyoke a
kiivetkezd kifejezés dltal lesz adva:

- = ek el RTEE

iy iy il Ay g Ay FL T PR P Y

vagy fl. ltorthen kifejezve:

1
x:::n—}—-—_l
iy

FEzen kifejezés a felvett egyenlet egyik redlis gyikét fl. Itort
alakjaban adja, melynek segélyével a keresett gyokot tetszésszerinti
pontossigig szamithatjuk ki

12, §. Lehet a numerikus egyenletek gyikeit oly fl. Itort se-
gélyével is meghatirozni, melyeknél a részletnevezd 10. Bz az eléhbiek
utin mi nehézséget sem fog okozni. Ebben az esethen az eljiris a
kivetkez6: Ha f(x) == o egyenletre nézve a és a -} 1 hatirok kozott
csak egy redlis gyok foglaltatnék, akkor tétessék, ha a positiv szdm :

s ha o nemleges :

X = gy <o)
= 5 -
Mindkét esethben : 10 > (x;) ;0.

Ezen helyettesités altal tehit F, (x,) = 0 egyenlet fog nyeretni,

melynek csak egy gyoke relis, melynek abs. értéke > 0 s < 10.
Allittassanak fel ismét a hatirok, melyek kozitt x; foglaltatik. Le-
gyenek ezen hatirok «, és «, | 1; és tétessék



Helyettesitve ezen értéket F, (x,) =0 egyenletbe, Fy (x,) = 0
egyenletet fogjuk nyerni, melynek — hasonlé okokbdl mint fentebh

— csak egy redlis gyike lehet, mely ;U ¢s < 10. ITsmét feldllitjulk
az oy 6s o, -+ 1 hatirokat; és gy haladva, a keresett gyik értékdt
tetszésszerinti pontossaggal hatirozhatjuk meg.

13, § A numerikus egyenletek megolddasiva fl. ltortek segélyé-
vel Mathiessen?) is adott egy igen csinos modszert. Mathies-
sen modszere feltételezi annak az eljirisnak az ismeretét, hogy
miképen kell valamely egyenletet olyannd alkotni dt, melynek gyikei
az adott egyenlet gyikeinek mdsod, negyed, nyolezad, . . . . hatvinyai.
Legyen

x2—ax+4h=0

egyenlet adva, s tétessék feladatunkkd ezt egy oly egyenletté alaki-
tani at, melynek gyikel az elébbi gyikeinek ndgyzetel. Tétessék e

végh6l x helyébe yx, akkor

X —ayx 4 b = 0, mibdl

x?— (a%—2b) x -|- h* = 0,

mely egyenletnek gyikei, a felvett alapegyenlet gydkeinek négyzetei.
Hasonldan jarvan el az utébbi egyenlettel, oly egyenletet fogunk
kapni, melynek gyokei az alapegyenlet gyikeinek negyedhatvinyai
lesznek sth. -

Egy masodfoku egyenlet pl.

x!fax-—h=o0

egyik gyoke Mathiessen szerint ezek alapjin a kovetkezd alaku
fl. Itort dltal lesz meghatdrozva :

) Dr. L. Mathiessen: Anwendung der oscillivenden Kettenbriiche zur
gleichzeiliger Bestimmung zweier Wurzelwerthe ciner Gleichung Zeitschrift fir
Math. a. Physik. 6. két. Leipzig. 1861. 51. 1.




_

h—x2? h a,
- e
i Qa
b by b,
vagy: X =— i — —
]l ana Ay iy

hol a, és by azon dtalakitott egyenlet egyiitthatiit jelentik, melynek
gyike az alapegyenlet gyikeinek négyzetei; a, és by pedig azon le-
vezetett egyenlet egyiitthatoi, melynek gyikel az alapegyenlet gyi-
keinek negyedhatvinyai sth. Tehdt az alapegyenlet:

x?4-ax — b =0,
az atalakitott egyenletek pedig:
X2 — (A +4-2b)x, +b2=0, (x;, 4 x?),
X — (@2 4 2b) x4+ b2 =0, (x; = x,?)

Példiul legyen megoldandé
x4+ x—1=0
egyenlet. Akkor az dtalakitott egyenletek ezek leszmek:
X2—3x,+1=0
Xyt~ Tayp1+1=0
Xmi—4Txy+1=20
Xxy? — 2207 xy +1=0

s igy a felvett egyenlet egy gyoke lesa:

1= 8 , vagy
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== (00 T90B3988TH074S ...
Y

X = e

1
| 15 157 15

-7 —

mely érték 14 szimjegyig egészen pontos.

14. §. Eddig az egyenleteknel esak realis  gyikét hatdrvoztulk
meg. A fl. Itortek segélyével lehet azonban a képletes gyikiket is
kikeresni. Erre vonatkozdlag tibb mddszer ismeretes.1) Serrvet?) pl
geometrial fejtegetésekre timaszkodva, a képletes gyik értékét gy
keresi meg, hogy elGszir mind a realis, mind a képzetes gyikik ha-
térait dllitja fel.

A fl. Itortek haszndlatihoz juttaté modszer a kovetkezd: Egy
egyenlet képzetes gyokei, melyek tudvalevéleg csak paros szimban
fordulhatnak el ily alakuak:

p g1

Ha tehdt valamely egyenletnek p - qy—1 alakd gyoke vane
kell, hogy p—q \—1 is legyen, ahol p és q értéke mindkét eset-
ben ugyanaz. Ha tehat az adott egyenletben az ismeretlen helyébe
P *q J—1 értéket tesziink, akkor egy oly 1) egyenletet nyeriink, mely
két lényegesen kiillinbizé rvészbil fog dllani; az egyik rész u.i. tar-
talmazni fogja a valds, a misodik a képzetes mennyiségeket, vagyis
az 1) egyenlet ily alaka lesz:

P4 0Q \,—_-—1 =0,
mely tudvalevileg esak gy dllhat fenn, ha

P =10 ég
Q=T =0

Az utolsé egyenlethil fejezzitk ki -t p dltal, s helyettesitsik
g-nak megtalilt értékét P =0 egyenlethe, akkor egy egyenletiink
lesz P-ben kifejezve, mely a mar ismert moédszerek valamelyikével
kinmyen lesz megoldhatd.

1) Grunert: Supplemente. 11 k. 5690—579. 1.
% J A Serret: Handbuch der hioheren Algebra. Dentsch bearbeilet von
G. Wertheim. I. Bud. Leipzig, 1868. 105 —115, 233—237, 255, 204, 203, 204, 1,
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15, § Nem lesz érdektelen  bemutatni o helyiitt o kivetkezd,

C

iinther-tdl szirmazd torvényt: Ha

bnjg
. In

[tirt drtéke = 0, akkor

F=hb x"4bx™' .. ...4byx -+ by =0

egyenletnek m egy gyike lesz. Mert ha ezen x= m tétetik, akkor
baloldala a ltirttel  egyiitt eltiinik ; vagyis, ha

F=0 s

X=m

eayenletekbl x kikiiszobiltetik, akkor Sylvester dialytikus madd-
szere szerint kell, hogy legyen :

b, —1 0....0 0 ()
b, m —1....0 0 0
by (0 0O....0 m —1

bnt1 0 0 JERRNIL). 0 m

De ezen eredményhez, feltételink mellett akkor is eljutunk, ha
a felvett fl. Itorths] indulunk ki; mi dltal tételiink be lesz bizonyitva.
A felvett fl. ltért ugyanis, ha részletnevezdjét végesnek veszsaiik,
csak akkor lehet = 0, ha a szdmlilgja = 0: ez pedig — mint tud-
juk — nem egyéb, mint a fentebb nyert determinans. S igy a G iin-
ther tételének igazsiga vildgos.

16. §. Az el6bbeni § alapjan csinos bebizonyitdsit lehet adni a
Siaccitdl szirmazé kovetkezd torvénynek: Ha

F=ax* +ax14....4 gy x-ta,,
aklkor

Orvos term.-tud. Ertesitd 11. 12
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_“.1__|_x —1 0.... 0 0
iy
_{12— X _] Poe e (} 0
L
i 0 =57, 0 0O e
a, : T A
_An—t 0 0. x —1
i,
an 0 Wewes 0 x
dy
és
]__I_ ;}.::1‘ X —x 0 0 0
idp_9 1 —X 0 0
ilp
Pns 0 1 0 0 3
H =_h"l._—
- ‘n
ay 0o 0. I —x
iy
ay £ O 0. 0 1
dn

iisszeg szétbontdsa dltal hasonloképen két rész Osszege dltal fejezziik
ki. Ekkor u.i. az elsd dsszeadandd az elGbbent § szerint

1 2
—r‘—o-‘—(a: xn—1 -—|—:13 xh=7 + Vo e + ap1 X ‘—I— {ln)

«
lesz, a miasik pedig: x, .

Hogy a misodik relatiét hebizonyitsuk, oszszuk az Osszes so-
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rokat x-el, s aztin hasonlé eljirissal bontsuk szét a
akkor az elsG osszeadandé a kivetkezd fl. 1tort lesz:

ez pedig nem egyéb, mint:

determinanst,

L e U it

2= = B vagy

ay, ( 1 n
5

1
T (2, X" ay X" T A Xy X).
g |}

A masodik sszeadandd pedig :

1 ( 1 )11 |
ol et P —

s fgy az Osszeg gyakugyan =

iy

Ezen tirvényt Siacci adta elészor yIntorno ad una serie e
aduna fouzione dei cefficienti binoniali* czimii értekezésében, 1) azon-
ban minden hizonyitds nélkél. Az itt adott bebizonyitast Ginther

kizilte. %)

17. § A fl. Itorteket igen elénydsen lehet haszndlni a ketts
tételhez tartozd oly feladatok megolddsdnal is, melyekben nagy sza-
mok forddlnak els. Egy egyszerii példa az eljarast fel fogja viligosi-
tani, Legyen pl. a feladat ez: Ha valamely drubdl 5720 kgr. 1200

) Battaglini: Giornali di Mathematiche. Vol. XI.
%) Zeitschrift f. Math, n. Phys. XXI. kot
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frt és 80 krba kerill, mennyibe fog keriilni ugyanazon drub6l 1301

kilogramm ?
BO0L e = s £ :
FT90" kizionséges tortet fl. Mtortté alakitva at.
s
1413
il
1801 * 148
D TR T 1 1 1
=% 0 bE . BEO BRI
I a feladat megolddsa szétbontds dtjin kovetkezSképen eszkozilhets :
( Ha 5720 klgr. 4ra 1200 frit 80 kr
1
% 4 SRR A0 16
. 1
{ - r)s n n 30 n 2 n
i 5720 X £
: 1
— 2 72.9
BiBIT- i DI .
1
i —_ 20.9
’ (| 9.8.11.13 ¢ . 8 i

Tehat 1301 kegr. dra lesz: 273 frt 11.8 kr.
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