
A FELFELÉ MENŐ LÁNCZTÖRTEK ALKALMAZÁSA. 

Dr. Geremch Emiltől. 

Múlt évben volt szerencsém a tekintetes Szakosztály előtt a 
felfelé menő láncztörtek elméleti tanának mai állását bemutatni;x) 
szabadjon ezúttal azoknak alkalmazásáról szólanom. 

1. §. Vizsgáljuk, miképen lehet fi. Itört segélyével valamely 
számnak a négyzetgyökét kikeresni. Legyen a szám, melynek négy­
zetgyökét keresni akarjuk, N. Téve 

1 + • • • • ' 
1 + a4 

1 -f- a3 

at 

feladatunk lesz m0, al5 a2, a3, a4, . . . értékeket keresni. A fenti ltör-
tet sorrá alakítva lesz: 

*&i L a2 a2 a3 j 

Czélunknak megfelelően m0.t úgy kell választani, hogy az 
N—m0

 2 > o > N— (m0 -f 1)2 

feltételnek megfeleljen. 

miből 

>) L. Orvos-Természettudományi Értesítő 1889. évf. Természettudományi 
szak II. füzet, 107—128. lap. 



— 156 — 

Mivel (N—m0
 3) > ^ > 2m0 , 

ezen egyenlőtlenségnek aa-re az által nyerünk egy megfelelő legkisebb 
értéket, ha 

2m0 

N—m0 a 

osztásnál a hányadost a rendesnél egy egységgel nagyobbnak vesszük. 
Legyen rövidség okáért 2m0 = dj és N — m 0

a = 8 1 , téve továbbá 
ax helyett n^-et, mit az osztás által nyerünk, akkor a fenti egyenlet 
ily alakú lesz: 

ox m .j—dj; = — i - i - j = H • • • - r 
a2 L a3 a3 a4 j 

+ i r1+± + _L + _!_ + ... .]•• 
Ha azon maradékot, melyet —~ osztásnál nyerünk, í^-el jelöl­

ni 
jük, akkor Sx m t — dj = tt lévén, lesz: 

r1m1=^ri+i+A+...i+ri+i(i+i._f.rL+..)i3 

= ^ i [ 1 + l + J L + . . . ] + 1 + A( 1 + . i + 7±_+...). 
3-2 &3 ^3 *̂ 4 <̂ 2 * *̂ 3 *̂ 3 ^1 / 

a2
 L a3 a3 a4 -• 

vagy a megfelelő összevonások u tán : 

feK-1) a3=d1m1+2 + (d1m1 + 2) [ J - + i - + ...] + 

a2
 L % a3 a4

 J 

Ha a fentihez hasonlóan itt is dx í ^ - j - 2 = d2 és rx m t — 1 ===őa 

d tétetik, s ha a, > •—— egyenlőtlenségnek megfelelően az osztás há-
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nyadosa egy egységgel nagyobbnak vétetik a rendesnél, ha továbbá 
m2 §2—d2 maradékot r2-vel jelöljük, akkor a2 helyébe m2-t téve, as 

meghatározására következő egyenletet nyerjük: 

(r2m2—l)a3 = d 2 m 2 + 2 + ( d 2 m 2 + 2) [ - ? - + — - + . . . "| + 

1 a8 L ' a4 a4 a6 A 

A további szükséges egyenleteket ezekből a mutatók egyszerű 
felcserélése által nyerhetjük. így az a4 meghatározására szolgáló egyen­
let lesz : 

(r3 m 3 - l ) a 4 = d3 m3 + 2 + (d, m3 + 2 ) [ — - f J - + . . . ] + 
L aB a5 ac 

a4 L aE aB a„ J 

Hasonló könnyűséggel leszünk képesek bármely osztót és osztandót 
feltalálni a következő képletek segélyével: 

=P+ x = rp mp — 1 és dp+t = dp mp -\- 2. 

Az m0, al5 a2, a3, a4 . . . . ily módon megtalált értékeit behelyet­
tesítve, megkapjuk az N szám keresett gyökét. 

2. §. A számítás menete sokszor kényelmesebb, ha m0 értékét 
úgy választjuk, hogy az 

n V — N < N — (m0 — 1)» 

feltételnek megfeleljen. E feltételnek megfelelően tétessék: 

N = m0s~2m0 f i + J - -f - | - + . . . ] + 

miből (—l)-el való szorzás után lesz: 
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(m03—N) a, = 2 m0 + 2 m0 I"-1- - f — + . . . ."[ -
L a 2

 a 2 a 3 

Téve rövidség okáért 2 m0 = di és m0
2 — N = Sl5 ax értékét 

ax ^>-«r- miatt az által kapjuk meg, ha a hányadost a közönségesnél 

egy egységgel nagyobbnak vesszük. Téve aj helyébe nij-et, s figye­
lembe véve, hogy a maradék: ^ m j — ^ = = i i , lesz: 

r1m1-<Í^[l+l+^- + . . . ] - l - A r 1 + l + J _ + . . . ] _ 
a2 a§ ag a^ a2 a3 â  a^ 

a2 L aj &3 a4 / 

vagy: 

( r 1 m 1 + l ) a 2 = d 1 m 1 - 2 4 - ( d 1 m 1 - 2 ) [ ^ - + - i - + . . . ] -
a3 d3 d 4

 J 

a 2
 L a3 .1;, .1,1 -1 

mely egyenlet az a2 meghatározására szolgál. A mutatóknak egy egy­
séggel való nagyobbitása által az aá, a,t . . . . meghatározására szolgáló 
többi egyenleteket nyerjük. A tetszés szerinti osztandó és osztó meg­
határozására itt a következő képletek szolgálnak : 

dp+1 == dp mp —21 és 5p + 1 = rp mp 4~ X-

A négyzetgyök kikeresésére igen ügyes módot alkalmazott Ma-
t h i e s s e n az által, hogy azon szám segélyével, melynek négyzet­
gyöke keresendő, egy másodfokú egyenletet képezett, mely egyenlet 
megoldása által nyerte a keresett irráczionális négyzetgyököt. 

3. §. Lássuk most, miképen lehet a fl. ltörtek segélyével köb­
gyököt vonni. Legyen a szám, melynek köbgyökét tudni akarjuk: 



J 
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N. Tegyük 

1 + • 

1 + a, 
8;"ví i 1 —I— a 2 

VN = m0 + —— ^ 
a i 

Feladatunk itt is az m0, al5 aa . . . értékek meghatározásában 
fog állani. Sorrá alakítva e ltörtet, köbreemelés után lesz : 

N = m034-3m0^f—+—+ . . . )+2 m0 ( - + — + ...) + 

miből 
N—m0

3 = S1, 3m 0
2 = d1 és'.3m0==Ci 

jelzés után :• 

\ s-a>=d'+d-(i+^+-)+tt1+2S+á+-)+ 

+ iri+3(i+JL+.. W!+J_+..Y+ 

' \ a2 ~t~ a2 as"' ' " / 4 

Mivel §!% > d j , a feltételnek megfelelő értéket az által fo­
gunk nyerni, ha az osztási hányadost egy egységgel nagyobbnak vesz-
szük a rendesnél. A nyert hányadost rn^el jelölve, SjUij—át ma­
radékot pedig rj-'pl, egyenletünk 

(rj nit —- Cj) ni! — 1 = 8 2 > 

(di m, -f- 2ex) m, - f 3 = d2 és 

Ci m, + 3 = c3 



— 160 — 

jelzések irtán, ily alakú lesz : 

s2a2=d2 + d2r~-H—J_i4-^_ri4.2-(-i^i-—+••••) + 
L a3 ! a3a4J ' aa L \ a3 a3a4 / 

mely már az a3 meghatározására szolgál. A további szükséges egyen­
letek ebből a mutatóknak egy egységgel való nagyobbítása által 
nyerhetők. 

Bármely hányados megkeresésére a következő képletek szol­
gálnak : 

(rp mp — cp ) mp — 1 == Sp+i , 

(dp mp - f 2c p) HJP -4- 3 == dp +i és 

cP mp -f- 3 = cp + 1 . 

4. §. A kiszámítás sokszor kényelmesebbé tehető az által, ha 
m0.nak egy egységgel nagyobb számot veszünk, mint a melynek köbe. 
az N-ben találtatik. Az eljárás ez esetben teljesen hasonló ahoz, me­
lyet a 2. §-ban láttunk. U. i. az első osztandó d1 = 3m0

2, az első 
osztó §x = m0

s — N, és a másodhatvány hányadosa c1 = 3m0. Az 
egymásra következő hányadosok kikeresésére a következő képletek 
szolgálnak: 

(dp mp —- 2cp ) mp -f- 3 == dp+1 , 

(rp mp - j - cp ) mp — 1 = S p f l és 

cp mp — 3 = cp+1 

5. §. Az előbbiekhez hasonló módon képesek leszünk a fl.ltör-
tek segélyével valamely számnak bárhányadik gyökét kikeresni. Ha 
N számnak n-ik gyöke volna kikeresendő fl. ltörtek segélyével m0 

egész szám úgy választandó, hogy az 
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mo" < i N < ( m 0 + IV 

feltételnek megfeleljen. Az N—m0
n maradék lesz az első osztó: S1 ; 

a neki megfelelő osztandó ál, következő kifejezés által lesz meg­
határozva : 

;n \ n — 1 n—1 
( , ) m0 = n . m0 . 

i a 
Ha a második hatvány együtthatóját C, a harmadikét C, a ne-

8 
gyedikét C, stb. jelöljük, akkor 

Ci = 
2 
C i -

n—2 
C , = 

11— 1 

Ci = 

/ n V n -a 
(a ) m„ 
f.t\ n— a 
U ) m0 

rd^Jm,1 

: ( ; ; ) m 0 » = i . 

Ha mindegyik -—- osztásnál a hányadost a közönségesnél egy 
5 

egységgel nagyobbnak vesszük, a második, harmadik, negyedik, stb. 
osztandó s osztó a következő kifejezések által lesz adva: 

VH — [_< L( rP mP —CiV m i ' — C p J mi» ~~~ C P í mP - • • • — Cp j m p — 1, 

<W== [{ [ ( d P m p + (l)Cp) m r + (?) C p ]m p + (J) Cp]mp + . . . . 

..-fCr^lmp+c?) 

Cpt-i = [{ [ (C rmp + (JjJ) e j ) m p - f (í }.?) C* ] m p + (íf í) 'cp ] m p +. . . . 

• •••+("f i ) QpJ m P + (r"í) • 

Könnyű átlátni, mikép alakítandók át e kifejezések az esetben, 
ha m„-t úgy választjuk, hogy az 

Orvos-torm. tud. Értesítő. I. 11 
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n V > N > (m0—l)n 

feltételnek feleljen meg. U. i. az osztók képletében a páros rendű 
hatványok együtthatóinak mindig tevőlegeseknek, a páratlan ren-
düekének pedig nemlegeseknek kell lenni; az osztandók képletében 
pedig a páros hatványok együtthatói mindig nemlegesek, a páratla­
noké pedig tevőlegesek. 

6. §. A fl. ltörtek segélyével igen pontosan lehet kiszámítani 
valamely számnak bárminő alapra vonatkoztatott logarát. Legyen ki­
számítandó az N szám logara egy tetszésszerinti Q alapra. Akkor, 
feltéve, hogy N > Q, legyen 

1 +•"•' 
1 + a, 

1 4- a„ m0 - f - Í - T a* 1 1 1 1 a2 

-^•' ""*""" ^X/ -— i j a^ a^a2 a^a2ai; aja2a3a,^ 

miből 

log N = m0 -\ \-~ 

Feladatunk tehát csak értékek meg­
határozásában áll. A 

Qm» < N < Qm»H 

egyenlőtlenségből m0 értékét könnyen kitalálhatjuk. Legyen 

- ^ - « N „ akkor 

Nj. ==Q l.Q~í"(1 + ^ T + VH + -'- ) 

Ha most egy mértéket úgy választunk, hogy 

N°. <Q<N™ + 1 

feltételnek elég tétessék, akkor mx = a.^ . Ha ismét 
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N?1 

—:— == N2 , akkor 
Q1 

Ní» = c y q f ^ ] + W+~^A+- • • •) 
mely kifejezésből az 

N2
ra* <Q<N 2

m ' + 1 

feltétel szemmeltartásával az a2 értéke is, az előbbihez hasonló mó­
don, könnyen meghatározható. 

Könnyű belátni, miképen határozhatók meg ily úton a többi 
részletnevezők is. így a felvett számnak bármely alapra vonatkozta­
tott logara tetszés szerinti pontosságig számítható ki. 

7. §. A fi. ltörteknek tág alkalmazásuk van az egyenletek meg­
oldásánál. Vizsgáljuk először, miként lehet általuk két ismeretlennel 
biró elsőfokú határozatlan egyenletet megoldani. Legyen a megol­
dandó egyenlet: 

1) a x — by = c. 

Az absolut tagot tekintve, két esetet kell megkülönböztetni: 

c > b és c < b . 

A c = b esetet bátran figyelmen kivűl hagyhatjuk, mert ekkor 

ax = b(y-f-í)-
Ha c > b, akkor az 1) egyszerű átalakítás által könnyen ad­

hatunk oly alakot, hogy benne az absolut tag kisebb legyen az y 
együtthatójánál. E czélból u. i. c ily alakra bontandó fel: 

c = jx • b —|— Cj., hol 

C ! < b . 
Ha l)-be y = yt — (JL tétetik, az ilyen alakot vesz fel: 

a x = b y t -|- Cj , 

melyben már ct < b. Az első feltételt tehát bátran mellőzhetjük s a 
szorosan vett elméletnek tökéletesen eleget teszünk, ha az 1) egyen­
letet csak az esetre vizsgáljuk, a mikor benne 

e < b . 
11* 
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Tartsuk számon az evidiens tényt,, hogy ha h és k két oly 
egész szám, mely az 1) egyenletbe x és y helyébe téve, annak eleget 
tesz, akkor 

x = : h +. n . b és 
y = k +. n . a 

kifejezések által adott értékek is gyökei lesznek a felvett egyenlet­
nek. Ezek előrebocsátása után már hozzáfoghatunk az 1) egyenlet 
megoldásához. Fejezzük ki azt ily alakban: 

b " a 

hol c <" b miatt -r— valódi tört. Ha -r— törtet oly két részlettört-
b b 

bői álló fl. Itörtté alakítjuk át, melyek elsejének részletnevezője a, 
és másodikának b, akkor 

c 
b 

ca 
TT 

a 

t i 
d + b 
a 

Ha Cj — c, akkor a felvett 1) egyenletnek c és d két gyöke 
lesz, vagyis: 

x = c és y = d . 

Ha azonban c, ^ c, akkor -~- hasonló átalakulásnak vétes-
- <». ' b 

sék alá. Lesz u. i. 

_CL = JL = A.+ b • 
b a a 

Ha c2 = c, akkor x = cx és y = dx; ha pedig e2 ^ c , akkor 

ismét 
c3 

c, da -f- b , 
b ~ a 
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ha még c3 ^ c, akkor tovább folytatva ez átalakítást, végre oly 

cm_i _ dm_! -f- b 
b a 

egyenlethez jutunk, miként azonnal látni fogjuk, melyben cm = c, a 
mikor is a felvett egyenlet két gyöke: 

x ±== cm_t és y = dm_, 
lesz. 

Most azt kell bebizonyítanunk, hogy vajjon a folytatólagos szá­
mítások útján okvetlenül kell-e oly 

Cm 

Cm-1 dra__i - j - b 

kifejezéshez jutunk, melyben cm = e. Arra, hogy ily kifejezéshez ok­
vetlenül jutnunk kell, következő okoskodással jövünk rá. 

c, Gt, c3, c3, . . . számok mindig kisebbek, mint b. Továbbá 
sem Cj, sem c2, sem e 3 , . . . . nem lehet = 0, mert a és b viszony­
lagos törzsszámok, c r < b és dr egész számot jelent. Tehát 

0 < cr < b. 

Ha így bebizonyítottuk, hogy ha 

e i ^ c és c2 ^ c, akkor megfelelően c 2 ^ Cj , 

továbbá ha c3 ^ c, akkor c., ^ c. és c3 ^ ^ , 

továbbá ha c, ^ c, akkor c4<^- c8 és e4 ^ Cj , 

könnyű belátni, hogy végre kell, hogy legyen: cr = c. 
Ha 

a x = b y - j - c és 
a . c = b . d -\- Cj , aztán legyen 
fi . C, = b . dj - | - C3 . 
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Ha c2 = cx, volna, akkor 

a (c—Cj.) === b ( d — d j ) . 

Mivel azonban a ós b viszonylagos törtszámok, ezen egyenlet 
csak következő két esetben lehet helyes: 

1) ha a = d—dx és b = c—cl, és 
2) ha c—Cj = d—dx = 0. 

Mivel b > c és Cj tevőleges szám, b = c—cx egyenlet nem 

állhat fenn és ct ^ c miatt e—c^ = 0 sem lehet. 

Az a . c2 = b . d2 -f- e3 

egyenlet vizsgálatánál, ha c3 = c 2 , akkor 

a (cj—c2) == b . (dj—d2) volna. 

De Cj ^ c3 miatt ezen egyenlet csak akkor volna helyes, ha 

a = dj—d2 és b = cx—c2, a mi ismét képtelenség. Hasonló ok miatt 
kevésbé lehet c3 = tí{; tehát kell, hogy c3 = c legyen. Ép így kö­
vetkezik, hogy ha cr ^ c , akkor 

cr ^- cr_i , 

Cr <^s Cc_2 , 

> 
cr ^- c2 , 

Cr < Cx . 

És mivel 0 < cr •< b, végre kell, hogy legyen cr = c; a mi 
azt mondja, hogy okvetlenül kell oly 

Cm 
Cm - i d m _- i - { - b 

b a 

kifejezéshez jutnunk, melyben 
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8. §. Az előbbi pontban nyert eredményhez jutunk akkor is, 
ha a megoldásnál a szakaszos fl. ltörtekre támaszkodunk. Ha tehát 
ismét 

a x = b y - ( - c 

volna megoldandó s ha a fentebb jelzett feltételek itt is állanak, ak-
c kor -7— egy közönséges tört legegyszerűbb alakja; mert nem csak 

c 
a és b, de b és c is viszonylagos törtszám. Ha -r— köz. törtet oly 

szakaszos fl. ltörtté alakítjuk át, melynek részletnevezó'je a, akkor — 
mint tudjuk*) — a nyert szakaszos fi. Itört mindig tiszta szakaszos 
lesz. És mivel c < b, az átalakításnál c-t okvetlenül maradékul kell 
nyernünk. De az átalakítás, ismeretesen, a következő egyenletek se­
gélyével történik: 

ca 
b 

l\Ú, 
~b~" 

r3a 
b 

rm__ia 

= 

= 

0 T 

s,+ 

*2 + 

S m - 1 

l l 

ra 

i's 

+ c 

miből következik, hogy x = rm_i és y = sm_ 1 értékek a felvett egyen­
letnek megfelelnek. Vagyis az átalakításnál nyert utolsó előtti mara­
dék és az utolsó részletszámláló fogják adni a megoldandó egyenlet 
két gyökét. 

9. §. A számítás menete egyszerűsíthető az esetben, ha 

ax = by -}- c 
,gyenletben a > b . Ekkor u. i. 

a = X.b -f- <x es 
y=.X.x + P 

*) Dr. G e r e v i c h E m i l : A felfelé menő láncztörtek analízise. Bosz-
terczebánya, 1889. 66. 1. 
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helyettesítések által a fenti egyenlet ily alakot vesz fel : 

a.x = b.jíi - j - e. 

Ezen egyenletből meghatározzuk x-et és [J-t, melyekből aztán 
y értéke is könnyen nyerhető. A műveleteknek, melyek a fi. tört sza­
kaszainak meghatározására szükségesek, felét u. i. megtakarithatjuk, 
ha a számítás közben oly maradékhoz jutunk, mely e-vel együtt a 
nevezőt, a-t adja. Ha ezen eset beálltánál a megelőző maradék r,,, ós 
az ebből nyert részletszámláló sD) akkor a teljes szakasz utolsó előtti 
maradéka b—íy és utolsó részletszámlálója a — 1—s„ lévén, 

x == b—r„ és 
y == a—1— sn 

kifejezések a felvett egyenlet két gyökét fogják adni. 
10. §. A magasabb fokú egyenletek számtani megoldása — is­

meretesen — két feladatot foglal magában: először az adott egyenlet 
gyökeit kell határok közé szorítani, s aztán ezen gyökök számtani 
értékei keresendők. Ha pl. a F o u r i e r által („Analyse des équations") 
feltalált jelváltozások módszerével rájövünk, hogy az adott egyenlet 
gyökei «! és {jja ; a2 és (32; a3 és ($s; . . . . határok között foglaltat­
nak, akkor még az is megvizsgálandó, vájjon a gyökök az ismert 
határok között reálisok-e, vagy képzetesek. E módszerek néha hosszú 
próbálgatásokat igényelnek. Gyakran azonban e próbálgatások teljesen 
feleslegesek, főképen ha pl. C a r t e s i u s , J ) vagy O l i v i e r 2 ) mód­
szerét használjuk. A S t u r m 3) tételével minden esetben azonnal meg­
mondhatjuk, mennyi reális gyöke foglaltatik az adott egyenletnek a 
és (3 határok között. 

Ezek előre bocsátása után, s az erre vonatkozó elmélet isme­
retének feltételezése mellett, keresni fogjuk, miképen oldhatók meg 

') J. A. G r u n e r t : Suplemente zu G. S. Kluge l ' s Wörterbuch der 
reissen Mathematik. II. Leipzig. 1836. 443 1. 

2) L. O l i v i e r : Ein Kennzeichen der Greuzen der Zahl der reellen Wur-
zelli einer beliebigen algebraischen Gleichung. C r e l l e : Journal, I. köt. 223 1. 
Berlin, 182(5. 

3) B u l l e t i n des scientes mathematiques. physiques et chimiques de 
F e r u ss ac. 419. 1. 
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a számbeli egyenletek a fl. Itörtek segélyével. Legyen a megoldandó 
egyenlet: 

f (x) = A0 x» - f A, x°>-i + A, x m - 2 -f- . . . + Am_, x -f- Am = 0. 

Legyenek az adott együtthatók reális értékek; m legyen egész 
szám, és tegyük fel, hogy az egyenletnek egyenlő gyökei nincsenek. 
Legyenek oly határok, melyek között az egyenletnek gyökei foglaltatnak 
a és a -f- i- Tegyük fel, hogy ezen határok között csak egyetlen-egy 
reális gyök foglaltatik. A számok összehasonlítása után könnyen ki 
fog tűnni, hogy váljon a, vagy o i - f l által lesz-e nagyobb a közele­
dés a kifejtendő gyök valódi értékéhez. Ha ez a által történik, s ha 
a tevőleges szám, tétessék: 

, 1 x = a + —-— ; 
x i 

ha pedig x nemleges: x = a — . *) 
x i 

Ha azonban a nagyobb megközelítés (a - j - 1) által éretik el és 
ezen (a -f- 1) tevőleges szám, akkor tétessék : 

£ = (« +1) ;+-L-; 

ha pedig (x - j - 1) nemleges, akkor 

X = (« + 1)__L. 
x i 

Helyettesítve 

axl -\-í (wq — 1 
— illetve —- : vagy 

x i x i 

jaj-i^+i^ iUetve jájt^5e=l 
Xj Xi 

értékeket x helyett f(x) = o egyenletbe, 

E, (Xl) w o 

*) Mi végre ez a megkülönböztetés és az analóg később következők ? 
(Szerkesztőség.) 
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új egyenletet nyerünk, a melynek az a és a -\- 1 szerinti új határok 
közt csak egy reális gyöke lehet. Mert ha két értéke volna, pl. mx és 
m2, akkor magának x-nek is két reális értéke volna a és (a -} - 1) 
határok között; t. i. 

a +_ , illetve (a -\- 1) ±_ 
m1 

a +_ , illetve (a 4 - 1) +_ ; 
m3 ...',.,,' m3 

a mi a feltevésnek ellentmond. 
Keressünk most ismét két határt <x1 és (a-f- 1), melyek között 

F (Xj) = o egyenletnek xx gyöke foglaltatik. Itt is könnyű eldönteni, 
hogy <xt vagy (a -j-1) érték választásával lesz-e e kivánt megközelí­
tés nagyobb. Ha ez otj érték által történik, tétessék 

1 1 1 1 a , x , 
—— = — • - ^ - > v a sy x i = x 3 — 1 ' 

ha pedig (at - j - 1) értékkel éretnék el a nagyobb megközelítés, akkor 
tétessék: 

1 1 1 1 (<*! + 1)X2 

Xl - ^ i -r ^ p • Xa > vagy xi - - X2 _ j _ ! • 

Behelyettesítve xa értékét F(xj )=o egyenletbe, 

F2 (x,) = o 

új egyenlet nyeretik. Ezen egyenlet ugyanazon oknál fogva, mint 
F 1 ( x 1 ) = o a megfelelő határok közt csak egy reális gyökkel bír. Ha 
azt találjuk, hogy ezen gyök a3 és (flfc-f- 1) határok között van, ismét 

a2 x, , (a, -I- 1) x» 
, vagy x2 - f 3 _ x 3 - l ' '"« "* ' x3 + 1 

helyettesíthető a szerint, a mint egyik vagy másik helyettesítéssel 
éretik el nagyobb megközelítés. így haladva tovább, a keresett gyök 
értéke a megfelelő helyettesítések után oly fi. ltört által lesz kife-
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jezve, melynek mindegyik részletszámlálója az egység, részletnevezői 
pedig az alkalmazott határok. Minél több részlettört határoztatik meg, 
annál több tizedes számjegyig lesz a megfelelő közelítő tört által a 
gyök keresett értéke kifejezve. Ily módon tehát a kifejtett gyök va­
lódi értékét annyira megközelíthetjük, hogy nem lesz szám, mely ki­
sebb legyen, mint a keresett gyök valódi értéke s a talált érték 
között levő különbség. Könnyű belátni, hogy ha a kisebb határt vá­
lasztjuk, a következő részletszámlálónak mindig ellenkező jel adandó, 
mint minővel az előtte való bír; a következő előjel azonban egyenlő 
lesz az előző részletszámláló előjelével, ha az egységgel nagyobb ér­
ték használtatott. 

Hogy mikép kell eljárni abban az esetben, ha az adott egyen­
letnek a és (a -|- 1) határok között több gyöke van, vagy hogy ha 
ezek bizonyos számú tizedesig megegyeznek, s hogy mennyi ezen 
gyökök között a reális, s mennyi a képzetes : az egyenletek elméle­
tével ismerős előtt — a mondottak után — világos lesz. 

11. §. Hogy az egyenleteknek fentebb adott megoldási módsze­
rét, mely He is E d u a r d t ó l származik,1) könnyebben áttekinthessük, 
vegyünk fel egy specziális esetet. Legyen az előbbeni §-ban említett 
feltételek mellett megoldandó 

1) x3 - j - Ax» + Bx + C = 0 

egyenlet. Ha a = egy határérték, akkor 

V 1 . x = a -\ 
y 

helyettesítés által 

2") —•- + -A_ + —1- 4- C = 0 
' y8 T y2 J y T 

alakú egyenletet nyerünk, melyben 

A, = A + 3a 

Bj = 2 Aa + 3a2 - f B 

d = a3 4- Aa2 4- Ba 4- C. 

') N. Rüland: Praktiselíe Anleitung zum gründlichcn Untemcht in der 
höhevn Mathematik. III. Th. 306. 1. Bonn 1880. 
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Ha 2) egyenletre nézve a,t ismét egy oly egész számot jelent, mely 

y + 1 > a, > y 

feltételnek eleget tesz, akkor 

J-.Fr-H z^rj' v a g y 

1 _ z - j - 1 1. , 1 
y ax z aj aL z 

helyettesítés által 2)-ből 
1 4 ü 

3) -4- + -±- + -5i_ + c, =- 0 
z3 ' z2 ' z ' 

alakú egyenletet nyerünk. Ha itt ismét a2 egy 

z - f 1 > a3 > z 

feltételt kielégítő egész szám, akkor 

t. 

z = Ü2- o r j ' v u g y 

_i_ _ t-fi _ _t i_ 
Z ctg tj clo ílg • t 

helyettesítés által a 3)-ból 

alakú egyenletet nyerünk, melyre nézve, ha a3 ismét egy 

t + 1 > a3 > t 

feltételt kielégítő egész szám, akkor 

t = a3. — f - r , vagy 
u-f-1 

1_ _ u _ + 1 _ _1_ , 1_ 
t a3 u a3 a3. u 

helyettesítés által ismét egy új 



— 173 — 

I A Ti 

_>_ + JLL 4. 3*. + c 4 =o 
ü 8 ' u3 ' u ' 4 

alakú egyenletet nyerünk. így folytatva tovább a müveletet, a meg­
felelő helyettesítések után, a felvett 1) egyenlet egy reális gyöke a 
következő kifejezés által lesz adva: 

x == a - ) - — |- 1 1- ; (-

vagy fl. ltörtben kifejezve: 

1 + • ' ' 

X = = a + -1 
at 

_+ 
1 
a2 

4 
1 
a. 

+ a4 

Ezen kifejezés a felvett egyenlet egyik reális gyökét fl. Itört 
alakjában adja, melynek segélyével a keresett gyököt tetszésszerinti 
pontosságig számíthatjuk ki. 

12. §. Lehet a numerikus egyenletek gyökeit oly fl. Itört se­
gélyével is meghatározni, melyeknél a részletnevező 10. Ez az előbbiek 
után mi nehézséget sem fog okozni. Ebben az esetben az eljárás a 
következő: Ha f (x) = 0 egyenletre nézve a és a - j - 1 határok között 
csak egy reális gyök foglaltatnék, akkor tétessék, ha a. positiv szám: 

s ha a nemleges : 

1 x i 

10 

Mindkét esetben : 10 > (xj) > 0. 

Ezen helyettesítés által tehát Fj ( x j = 0 egyenlet fog nyeretni, 

melynek csak egy gyöke reális, melynek abs. értéke >- 0 és < 10. 
Állíttassanak fel ismét a határok, melyek között x1 foglaltatik. Le­
gyenek ezen határok otj és ax - j - 1 ; és tétessék 
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_ 1 0 . a x -f- x°> 
Xl -~^To~~ 

Helyettesítve ezen értéket FL (xj) =='• !0 egyenletbe, F2 (x2) = 0 
egyenletet fogjuk nyerni, melynek — hasonló okokból mint fentebb 

— csak egy reális gyöke lehet, mely > 0 és < 10. Ismét felállítjuk 
az <x2 és a2 - j - 1 határokat; és így haladva, a keresett gyök értékét 
tetszésszerinti pontossággal határozhatjuk meg. 

13. §. A numerikus egyenletek megoldására fi. ltörtek segélyé­
vel M a t h i e s s e n x) is adott egy igen csinos módszert. M a t h i e s-
s e n módszere feltételezi annak az eljárásnak az ismeretét, hogy 
miképen kell valamely egyenletet olyanná alkotni át, melynek gyökei 
az adott egyenlet gyökeinek másod, negyed, nyolczad, . . . . hatványai. 
Legyen 

x2 — ax - j - b = 0 

egyenlet adva, s tétessék feladatunkká ezt egy oly egyenletté alakí­
tani át, melynek gyökei az elébbi gyökeinek négyzetei. Tétessék e 
végből x helyébe \/x, akkor 

x — a \jx -\- b = 0 , miből 

x2 — ( a 2 — 2 b ) x - | - b 2 = 0. 

mely egyenletnek gyökei, a felvett alapegyenlet gyökeinek négyzetei. 
Hasonlóan járván el az utóbbi egyenlettel, oly egyenletet fogunk 
kapni, melynek gyökei az alapegyenlet gyökeinek negyedhatványai 
lesznek stb. " 

Egy másodfokú egyenlet pl. 

x2 -f- ax — b = o 

egyik gyöke M a t h i e s s e n szerint ezek alapján a következő alakú 
fi. ltört által lesz meghatározva: 

') Dr. L. M a t h i e s s e n : Anwendung der oscillirendon Kettenbrüche zur 
gleichzeiliger Bestimmung zweior Wurzolvvorthe einer Gleichtmg Zoitschrift ffir 
Math. a. Physik. 6. köt. Leipzig. 1801. 51. 1. 
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_ b i _ + a2 

_ b—x'2 b — aj 
a a 

b bj . b2 

vagy : x = - 1 . . . . 

hol a! és b1 azon átalakított egyenlet együtthatóit jelentik, melynek 
gyöke az alapegyenlet gyökeinek négyzetei; a2 és b2 pedig azon le­
vezetett egyenlet együtthatói, melynek gyökei az alapegyenlet gyö­
keinek negyedhatványai stb. Tehát az alapegyenlet: 

x2 - j - ax — b = 0, 

az átalakított egyenletek pedig: 

V — (a» + 2 b ) x 1 + b » = 0, ( x . + x 2 ) , 

x n 2 - K 2 + 2 b 0 xÍT + V = 0, (x ü *c V ) 

Például legyen megoldandó 

x* - f x — 1 = 0 

egyenlet. Akkor az átalakított egyenletek ezek lesznek: 

Xi» — 3 Xj + 1 = 0 

X n 2 — 7 x „ + l = 0 

x n l
3 — 4 7 x „ , + l = 0 

Xiv3 — 2207 xIV + 1 = 0 

s így a felvett egyenlet egy gyöke lesz: 

_ 1 7f 47 
1 + ~ 7 

1_— 3 , vagy 
1 
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x = — • - i~ ; —jr-—•7-Tri-n=--T...v=0-619033988750748 .... 
1 l 'S 1;3< 1-;3T4< 

mely érték 14 számjegyig egészen pontos. 
14. §. Eddig az egyenleteknek csak reális gyökét határoztuk 

meg. A fi. ltörtek segélyével lehet azonban a képletes gyököket is 
kikeresni. Erre vonatkozólag több módszer ismeretes.1) S e r r e t 2 ) p l . 
geometriai fejtegetésekre támaszkodva, a képletes gyök értékét úgy 
keresi meg, hogy először mind a reális, mind a képzetes gyökök ha­
tárait állítja fel. 

A fl. ltörtek használatához juttató módszer a következő: Egy 
egyenlet képzetes gyökei, melyek tudvalevőleg csak páros számban 
fordulhatnak elő, ily alakúak: 

p +. q V—1 

Ha tehát valamely egyenletnek p -4- q \j—1 alaká gyöke vane 
kell, hogy p—q \j — 1 is legyen, ahol p és q értéke mindkét eset­
ben ugyanaz. Ha tehát az adott egyenletben az ismeretlen helyébe 
p i q V—1 értéket teszünk, akkor egy oly új egyenletet nyerünk, mely 
két lényegesen különböző részből fog állani; az egyik rész u. i. tar­
talmazni fogja a valós, a második a képzetes mennyiségeket, vagyis 
az új egyenlet ily alakú lesz: 

mely tudvalevőleg csak úgy állhat fenn, ha 

P = 0 és 

QV^Í = 0 

Az utolsó egyenletből fejezzük ki q-t p által, s helyettesítsük 
q-nak megtalált értékét P = 0 egyenletbe, akkor egy egyenletünk 
lesz P-ben kifejezve, mely a már ismert módszerek valamelyikével 
könnyen lesz megoldható. 

') G r u n o r t : Supplemonto. II. k. 5G9-579. 1. 
") J A. S e r r e t : Handbuch dcr höhoren Algebra. Deutseh boarbcitot von 

G. Wevtheim. I. Bud. Leipzig. 1808. 105—115, 233—237, 253. 254. 293, 29*. 1. 
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15. §. Nem lesz érdektelen bemutatni e helyütt a következő, 
G ü n t h e r - t ő l származó törvényt: Ha 

Pn-H 
. m 

JbjLj-F' 
b -\- m 
m 

Itört értéke = 0, akkor 

F = bx x" + b2 x"-1 + . . . . - ) - bn x 4- bn+1 == ü 

egyenletnek m egy gyöke lesz. Mert ha ezen x = m tétetik, akkor 
baloldala a ltörttel együtt eltűnik ; vagyis, ha 

F = 0 és 
x = m 

egyenletekből x kiküszöböltetik, akkor S y l v e s t e r dialytikus mód­
szere szerint kell, hogy legyen: 

bx 
bx 

bn 
bn+1 

— 1 
m 

0 
0 

0 . . 
—1 . . 

0 . . 
0 . . 

. . ü 

. . 0 

. . 0 
. . 0 

0 
0 

m 
0 

0 
0 

—1 
m 

De ezen eredményhez, feltételünk mellett akkor is eljutunk, ha 
a felvett fi. ltörtből indulunk ki ; mi által tételünk be lesz bizonyítva. 
A felvett fi. Itört ugyanis, ha részletnevezőjét végesnek veszszük, 
csak akkor lehet = 0, ha a számlálója = 0; ez pedig — mint tud­
j u k — n e m egyéb, mint a fentebb nyert determináns. S így a G ü n -
t h e r tételének igazsága világos. 

16. §. Az előbbeni § alapján csinos bebizonyítását lehet adni a 
S i a c c i tói származó következő törvénynek: Ha 

F = a0 Xn + a l X"^1 + • • • • + an-l x + an i 
akkor 

Orvos term.tud. Értesítő II. 
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es 

F 
a0 

an 

Az első relatiót az által kapjuk meg, ha a determinánst 

összeg szétbontása által hasonlóképen két rész. összege által fejezzük 
ki. Ekkor u. i. az első összeadandó az előbbeni § szerint 

(aa X"-1 + a2 x"-2 + . . . . - } - a„_i x ~\- an) 

ao 

lesz, a másik pedig: xn . 

Hogy a második relatiót bebizonyítsuk, oszszuk az összes so-
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rokat x-el, s aztán hasonló eljárással bontsuk szét a determinánst, 
akkor az első összeadandó a következő fl. ltört lesz: 

<% 

. 4 - 1 x 
an-2 + ' x 

1 an-i + 1 
an ' 1 x 

x 

RZ pedig nem egyéb, mint: 

1 a n - A x / - | - an-2 V x y —}— . . . —[— a-x V x / ' ° 

"' i (ÍJ 
~— (a0 xn - f ai x11-1 -f . . . -\~ an_2 x3 -f an_, x). 

A második összeadandó pedig: 
1 / 1 \n xM — = 
an V x / 

F 
icvnn = . 

1 

vagy 

s így az összeg gyakugyan = 

Ezen törvényt S i a c c i adta először „Intorno ad una serié e 
aduna fouzione dei cefficienti binoniali" czimü értekezésében, *) azon­
ban minden bizonyítás nélkül. Az itt adott bebizonyítást G ü n t h e r 
közölte.2) 

17. §. A fi. itörteket igen előnyösen lehet használni a kettős 
tételhez tartozó oly feladatok megoldásánál is, melyekben nagy szá­
mok fordulnak elő. Egy egyszerű példa az eljárást fel fogja világosí­
tani. Legyen pl. a feladat ez: Ha valamely áruból 5720 kgr. 1200 

') B a t t a g l i n i : Giornali di Mathematiche. Vol. XI. 
a) Z e i t s c h r i f t f. Math. u. Phys. XXI. köt. 

12* 



-r- 180 —• 

frt és 80 krba kerül, mennyibe fog kerülni ugyanazon áruból 1301 
kilogramm ? 

1301 
5720" 

1301 
5720 

közönséges törtet fl. ltörtté alakítva át. 

_1_ 
J _ + 1 3 

1 + 8 
"5" _ I 

5 
• \ | ! | 

S 5 i F, Ö a R 5.8 ' 5.8.3 ' 5.8.11.13' 

a feladat megoldása szétbontás útján következőképen eszközölhető: 

Ha 5720 klgr. ára 1200 frt 80 kr. 
1 
5 

1 

5720 X \ 5 ' 8 

1 

„ 240 „ 16 „ 

5.8.11 

1 
5.8.11.13 

n « 

30 

2 

2 

72.9 

- „ 20.9 

Tehát 1301 kgr. ára lesz: 273 frt 11.8 kr. 




