A MATEMATIKAI OBJEKTUMOKROL v

SOS VILMOS

1. A PROBLEMA FELVETESE

Egy kordbbi — az igazsig probléméjdval foglalkozé — tanulményomban' a matemati-
kit a tudomdny igazsdginak szempontjdbol vizsgdltam.

A matematika az igazsigfogalom elemzésében kiemelt jelentségii, minthogy olyan
tudomdnydg, melynek dllitdsait — nem bdrmely Aéllitdsrendszerét — oszthatatlanul
megbizhaténak, kétségbevonhatatlannak vagy igaznak tartjdk. Tobben az ,,igaz”
terminust nem tartjdk alkalmazhatonak a matematikdra, mert az semmiképpen sem nynijt
a vildgrél ismereteket abban az értelemben, ahogyan ezt a ténytartalmi tudomdinyok
teszik, vagyis mert 4llitdsai a vildgra vonatkozéan nem deskriptivek. A matematika
operaciondlis tudomdny, és igy édllitdsainak megbizhatésiga nem mds, mint eljirdsainak
megbizhaté volta.

A filozéfust elsGsorban az érdekli, hogy integrdlhaté-e a matematika az emberi tudds
egészébe, és mi a szerepe a megismerésben? Ha a matematika valéban operaciondlis
tudomdny, akkor e probléma arra redukdlhat6, hogy tartalmaznak-e a vildgrél szélé
ismereteket a matematikai dllitdsokban megfogalmazott eljardsok?

Ez a matematika és a valésdg viszonydnak hagyomdnyos kérdése. A matematika
valésdgeredete Onmagdban nem ad magyardzatot a matematikai eljirdsok abszolut
megbizhatésigdra. Egyrészt a matematika tilng sajit empirikus alapjain, mert nemcsak az
Gt életre hivo jelenségekre alkalmazhaté, hanem olyan 1j jelenségekre is, melyek feltételei
kielégitik ugyanazokat az axiémdkat, melyeket az eredeti jelenség feltételei is kielégitet-
tek. Mdsrészt, ha bizonyos matematikai dllitisok viszonylag kozvetleniil kifejeznék is a
valésdg némely tulajdonsigdt, még mindig kérdéses, hogy éppen ezek a tulajdonsigok
lesznek-e érdekesek és relevinsdk a tovdbbi dltaldnositdshoz? Vagyis, hidba 1éteznének
eredetileg tisztdn empirikus alapok, nem lenne biztositék arra, hogy a tovabbi
altaldnositdsok, extrapoldcidk, bdvitések is ezen empirikus alapra épiilnek majd fel.

Ha a matematika dllitdsai a benne hasznilt eljirdsok nyelvi-szimbolikus rogzitései,
akkor viszont csakis a matematika és a valésdg egésze vethetS egybe, vagyis azt kell
vizsgdlni, hogy az eljirdsok mennyire adekvitan illeszkednek bele az emberi cselekvés
egészébe. Ez esetben a matematikai 4llitdsok azért lesznek kétségbevonhatatlanok, mert
csupdn rogzitik — mégpedig egzaktan — az emberi célok elérésére emberek dltal teremtett
sajitos nyelvi-logikai eljérdsokat. Igy a matematikai 4llitdsok megbizhatésdga pusztin és
kizdrélag az Gket tartalmazé rendszeren miilik. Ha a rendszer eljirdsai sikeresek — azaz
alkalmazdsuk sordn mirdig a virhaté eredményt hozzdk —, akkor nem az egyes 4llitdsok,

tSés Vilmos: ,,Modern igazsdgelméletek”, Budapest 1978, V. fej.
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hanem maga a rendszer bizonyossdgi foka novekszik, sikertelenség esetén viszont ismét
csak nem az allitdsokat, hanem a rendszer egészét ésszerd kétségbe vonni. A rendszer —
azaz most a matematika — megkérddjelezése esetén viszont a megismerés lehetSségét is
kétségbe kellene vonni, mert a rendszer csupdn egzakt és explicit formdra hozza a
megismerés sordn alkalmazott eljirdsokat. Ez egyfajta — agnosztikus — filozéfiai
dllaspontrél ugyancsak lehetséges, de az mdr semmilyen raciondlis é4llaspontrél sem
lehetséges, hogy az eljdrdsok explicit formdra hozisinak lehetGségét tagadjdk, hiszen
akkor tagadnunk kellene azt a nyelvet is, melyen kétségeinket elGadjuk.

A matematika specifikumdra vonatkozé hdrom modern interpreticié — a logicizmus, az
intuicionizmus és a formalizmus — elemzésébél arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a
filozéfust érdekld problémék éppen ott kezdGdnek, ahol a fenti értelmezések véget érnek.
Ugyanis a matematika, az emberi tevékenység és a vildg viszonya nem interpretdcids és
még kevésbé technikai probléma. E tekintetben a matematika filozéfiai értelmezései
mindig is abban kiilonboztek egymadstol, hogy platonista vagy nem platonista dlldspontrol
indultak-e ki.

2. A PROBLEMA TOVABBI KORULHATAROLASA

E vézlatszerii tanulminy cime elvileg takarhat dltalinosabb és részletproblémit is.
Nézziik azonban igy vagy ugy, mogétte az a kérdés rejlik, hogy mi is voltaképp a
matematika. E kérdésre torténetileg adott vilaszok eltéré volta abbdl adédik, hogy
rendszerint nem ugyanarra szoktak rdkérdezni. A kérdés kiiloboz6 felbontdsai ilyenfélék:
,.Mivel foglalkozik?”, ,Mire vonatkozik?”, ,Miben azonos a tobbi tudomdnyokkal,
miben kiilénbozik télik?”, ,Ismeret-e a matematika?” , , Mi koze a kdznapi gondolko-
dashoz?”, , Hogyan viszonyul a nyelvhez, melyen beszéliink?”

A XX. szdzad mdr emlitett hdrom irdnyzata a matematikdban kizdrélagos megolddsra
torekszik, s bir mindegyikuk mds-mds tulajdonsdgdt és vonatkozdsit hangsilyozza a
matematikdnak, mégis {8 torekvésiik a matematikai tudés alapjainak a megtalildsa. Ettol
remélnek vélaszt a ,,mi is voltaképp a matematika?” kérdésre. Altaldban kétféle alapra
szokds hivatkozni: empirikus és nem empirikus alapokra. A nem empirikus alapok
hiveinek vdlaszt kell adniuk az a priori sziikségszerli — az analitikus — és a bizonyos
allitdsok viszonydra, mégpedig tisztdn logikai és matematikdn beliili eszk6zok és eljardsok
segitségével. Mindkét felfogds hivei megoszolhatnak a tekintetben, hogy leir-e valamit a
matematika a valdsdgbdl gy, ahogyan az un. empirikus tudomédnyok. Nem lehet
megkeriilni ezt a kérdést azzal, hogy az empirikus tudomdnyok egy része (pl. az elméleti
magfizika) sem ir le kdzvetleniil semmit a val6sdgbol.

A matematikai ismeret forrdsa eszerint lehet a megfigyelés és a leirds, ekkor empirikus
és a posteriori az az alap, melyen a matematika nyugszik, de felfoghatjuk a matematikai
ismeretet gy is, hogy forrdsa a nyelv, az a méd, ahogyan beszélni szoktunk a vildgrél,
amikor is az alap logikailag bizonyos és nem empirikus.?

2Ez utébbi Heyting dllispontja. V6. Heyting: Disputation és The Intuitionist Foundation of
Mathematics; ,,Philosophy of Mathematics”, N. Y. 1965, 61., 42-50.
3Vvé. Hahn: ,,Logik, Mathematik und Naturkennen”, Bécs 1933, 218-233.
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E felosztds mogott az a kérdés rejlik, hogy a matematika tényismeret-e a valsagrél,
vagy pedig ezen ismeretek megszerzésének eszkodze csupdn? Semmi sem indokolja, hogy a
matematika eszkoznek tekintése ne tdmaszkodhatna empirikus meggondoldsokra, hiszen
eszkoz és valosdg viszonya éppuigy tartalmazhat és tartalmaz is empirikus mozzanatokat,
mint a leirds, a megfigyelés és a valésdg viszonya. A kiilonbség mdsban all, tudniillik
abban, hogy az eszkozfelfogdsban fel sem meriil — bér elvileg felvethets — az a kérdés,
hogy vannak-e matematikai objektumok, mig a leirds-megfigyelés felfogdsban nem
keriilhet§ meg a matematikai objektumok létének a kérdése. Nem keriilhet§ meg, de
adhaté rd igenld és tagad6 vilasz egyardnt. Igenl$ vilaszt viszont nemcsak az empirizmus
adhat, hanem a logicizmus is, példdul ha platonista.

3. PLATONIZMUS A MATEMATIKA ERTELMEZESEBEN

J6llehet a matematika egy bizonyos interpretdci6jat jellemezve platonizmusrél szoktak
beszélni, mégsem Platén eredeti, tisztdn filozéfiai dlldspontjéra kell gondolni. Akédr a
,.Menon”-ban, akir ,,Az dllam”-ban, akdr a , Theateitosz’’-ban és mis miiveiben Platén
arra keres vilaszt, hogy ,,mi a tudds”, és ezzel kapcsolatban veti fel a gondolati vagy
konstrudlt — kozte a matematikai — objektumok kérdését. Kevés az olyan matematikus és
nincs a matematikdval foglalkozé olyan filoz6fus, aki azt dllitand, hogy a matematika a
valé vildg redlis dolgait vagy eseményeit kozvetlenil irnd le. Nincs azonban olyan
empirikus természettudomdny sem, melynek ne lennének ebben az értelemben a
matematikdhoz hasonlé részei, fejezetei, melyek ugyancsak nem a val6 vildg dolgainak és
eseményeinek kozvetlen leirdsdra szolgdlndnak. Hiszen példdul minden elvileg axiomatizdl-
haté természettudomdnyos elméleti rendszertben — de legaldbbis eldfeltevéseiben,
axiomdiban — tobb analitikus dllitdst taldlunk. Példdul bizonyos torvényeket kifejezd
dllitdsokrél nem mondhatjuk azt, hogy nincs kozilk az empiridhoz, bar kifejezhetSk
analitikus dllitdsokban, és igy logikailag nem falzifikilhatok.

De hdt akkor hogyan jellemezhets roviden a matematika filoz6fidjaban a platonizmus-
nak nevezett dlldspont?

A logicista éllispont egyik nehézsége pl. azzal fiigg Ossze, hogy nem tisztizza
egyértelmiien, mivel is foglalkozik a matematika, hiszen ha alkalmazott logika, akkor
valamire alkalmazzik. Nem véletlen, hogy a matematika kiilénb6z6, értelmezdi kozott
éppen a logicistdk azok, akik a matematikai fogalmakat platonista médon sajdtos
objektumoknak tekintik.*

A platonizmus a matematikdban realitdst tulajdonit a klasszikus matematika minden
egyes infinit konstrukci6jinak. Ilyen objektumok példdul a szdmok. Ezeket az un.
matematikai entitisokat megismerésiink sordn egyre nagyobb mértékben leirjuk, éppigy,
ahogyan a természettudomédnyok leirjdk a fizikai vildg tdrgyait. Ne tévesszen meg
benniinket az a tény, hogy a formalizmus is beszél idénként matematikai entitdsokrol,
ezeket egyrészt absztrakt entitisoknak, mésrészt minden esetben emberi tevékenység
konstru4lta entitdsoknak tekinti.’

*Uo. 236—242.

*Haskell B. Curry: Remarks on the Definition and Nature of Mathematics; ,,Philosophy of
Mathematics”, B. I. 1969, 152—155.
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A matematikai platonizmus elsGsorban azon alapul, hogy ha a matematikai dllitisok
ismereteket reprezentilnak, akkor valaminek a lefrdsai. Ehhez van sziikség a matematikai
entitdsokra, melyeket a matematikai dllitdsok leirnak. Nyilvinvalé, hogy ha éppoly
értelemben beszéliink a matematikdban objektumokrdl, mint a fizikai vildgban, akkor a
korrespondencia-elmélet hive azt mondhatnd, hogy a matematikai 4llitds igaz, ha
valamilyen értelemben adekvit objektumdval. A megfelelési elmélet hivét nem rettent-
hetné vissza még az sem, ha ezek az objektumok kissé mdsfajtdk lennének, mint a fizikai
objektumok, hiszen nem minden éllitds ir le fizikai entitist. Példdul a pszicholégiai
allitdsok empirikusak és tekinthetSk ténydllitdsoknak, mégis inkdbb emberi viselkedés-
formdkat vagy pszichikus megnyilvinuldsokat imak le, mint fizikai objektumokat.
Mondhatnédnk pl. azt, hogy a logikai vagy matematikai dllitdsok allitdsokrol szélnak, azaz
ezen dllitdsok objektuma maga is dllitds. Az dllitds pl. ilyen gondolati objektum.
Mindenesetre ha nem léteznek matematikai objektumok, akkor a matematika esetében
biztos, hogy a korrespondencia-elméletnek semmi értelme nincs. Amikor matematikai
objektumokrél beszélnek, akkor mindenki valami olyasmire gondol, mint ,.a szdim”, ,,a
pont”, ,a halmaz” ,az elem” stb. Ezeket az objektumokat vagy pontosan definidljdk,
vagy definicié nélkiil primitiv fogalmakként bevezetik. A matematikust joggal az érdekli,
hogy az axiémdk, valamint a primitiv fogalmak bevezetése utdn tételei levezethetdk
lesznek-e a fentiekb6l? Milyen természetliek lennének a matematikai objektumok? Ha
valésdgos, azaz a viligban taldlhaté dolgok lennének, és a matematikai 4llitdsok a
val6sigos dolgok tulajdonsigait fejeznék ki, akkor sok vita nem lenne e kérdésben,
ugyanis érthetd lenne, mivel adekvit egy matematikai 4llitds. Mivel azonban .ezek az
objektumok matematikdn beliiliek, azaz egy elméleti rendszerben valamilyen mdédon
konstrudlt objektumok, ezért a rdjuk mint forrdsra val6 visszahivatkozds nem vezetne ki
abb6l a korbdl, melynek 4ttorése végett bevezették, feltételezték a matematikai

objektumokat.
A kiuttalan circulust taldn az aldbbi megfogalmazds mutatja legjobban: ,,Az osztélyo-
kat és fogalmakat ... felfoghatjuk redlis objektumokként ... mint amelyek defi-

niciéinktdl és konstrukciéinktdl fiiggetleniil léteznek . . . Nekem ugy tiinik, hogy éppoly
jogos az effajta objektumok feltevése, mint a fizikai testeké, és éppannyi okunk van hinni
1étezésitkben is.”®

A platonista realista érzi, hogy nem jelent kiutat, ha a matematikdn vagy a logikdn
beliil keresi az objektumokat, de jol tudjuk, hogy a fizikai testekkel vont analégia a
logicistdk egy részénél — mdrmint azokndl, akik nem konstruktive elGillitott objektumo-
kat tételeznek fel — csupdn a teoretikus fizikai fogalmak valésdgos fizikai vildgbeli
megfeleljére valé hivatkozdsra vonatkozik. Csakhogy a teoretikus fogalmak nem
feltétleniil reprezentdlnak fizikai vildgbeli entitdsokat. Nem minden fizikai fogalomnak
van valésdgos entitds-megfelelGje, hiszen a teoretikus fizikai fogalmak nemritkdn csakis a
fizikai realitdst. S a fenti Godel-dlldspontot vallok kozil némelyek nyiltan kifejezésre is
juttatjak, hogy miért kell matematikai (és fizikai) objektumokat feltételezni. , Mindkét
feltételezés azért jogos, mert a legjobban képes megmagyardzni, hogy érzeteink miért
formaljék igy médszereinket, ahogyan formaljdk.””’

6 Godel: Russell’s Mathematical Logic; ,,The Philosophy of Bertrand Russell’, N. Y. 1944, 137.

7S. F. Barker: Realism as a Philosophy of Mathematics; ,,Foundations of Mathematics”, 1960, 3.
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Ha a logika szabdlyai, eljirdsai, principiumai, fogalmai és dllitdsai alkotjdk a
matematika alapjdt, akkor — ha nem akarnak a logikdban abszolite végsé fundamentumot
litni — sziikség van a kor dttorésére, fel kell tételezni matematikai objektumokat is. Az
emlitett nehézséggel azonban csak vigy tudnak megbirkdzni, ha a valésigos objektumokat
is hasonlévd teszik az Gn. matematikai objektumokhoz, azaz nem a matematikai
»entitdsok” objektum mivoltdt indokoljédk, hanem a fizikai entitdsok objektum mivolt4t
teszik hasonlévd a konstrukciés eljirds sordn 1étrejott ,objektumokéhoz”. Hogy
konstrudltak az objektumok — amit Godel sem tagad, hiszen csupdn az individudlis
konstrukciétdl fiiggetleniti 6ket —, arra Carnap mutat rd, amikor hangsiilyozza, hogy a
logicizmust ,,... az intuicionizmussal a fogalomképzésben jelentkezd konstruktivista
tendencidk kotik ossze . . .”® ’

A fentiekben a logicista dllisponton 4t jellemeztiik a matematikai platonizmus témank
szempontjdbdl taldn legfontosabb jellegzetességét. Csupdn jellemeztiik, és nem részletesen
elemeztiik. Az Un. matematikai objektumok léte, de f6ként mibenléte, jellege az izgalmas
kérdés. Ha erre vdlaszt tudnink adni, akkor feltirulna valami a matematikai tudds
sajitossagabdl is. Valamely diszciplina objektumdnak jellege némiképp jellemzi magit az
illet6 tudomdnyt is. Mdr az eddigiekbdl is lathaté, hogy a matematikai objektumok
platonista interpretdcidjit ismeretelméleti és logikai okokbdl nem tudjuk elfogadni. Van-e
mds megoldds? Cikkiink végén visszatérink mind a platonizmus, mind a matematikai
objektumok problémdjira, ehhez azonban elézetesen kissé részletesebben kell sz6lnunk a
matematikai tudds un. alapjairdl.

4. AZ UN. , ALAPOK” PROBLEMAJA

Amikor valamely tudomdny alapjai utdn kutatunk, akkor rendszerint arra szoktunk
gondolni, hogy iétezik az adott tudomdnynak egy olyan hdttere, amely biztositékot nydjt
a széban forgé tudisteriilet bizonyossigira, de legaldbbis valdszin{iséggel megalapozott
voltira. A filozéfus ugy gondolja, hogy ez a hittér ismeretelméleti, de vitathatatlan, hogy
sok szaktudés sajdt tudomdnydn beliili biztos alapok utdn kutat. Killonssképpen igaz ez a
matematikusok j6 részére, akik a matematika alapjai utin nem a matematikdn kiviil
kutatnak. All még ez a logicistdkra is, akik a logikdra 6hajtjak redukdlni a matematikdt,
hiszen a logika mint formalis rendszer e tekintetben nem keriil kivill a matematikdn. De
még ha kiviil keriilne is, akkor is legfeljebb csak kitolnd a kérdést, mert a logika
megalapozdsa mdr biztosan extralogikai természeti lesz.

Es itt mdr azonnal eredeti kérdésfeltevésiinknél tartunk, hogy tudniillik miként
kapcsolédik a matematika az emberi tudds egészéhez, a megismerG tevékenységhez. Az
alapvet§ probléma - hiszen mi mds értelme lenne az alapok kutatdsinak —, hogy
lehetséges-e biztos tudds. Ha igen, akkor mitdl lesz a tudds biztos? Egészen a mult
szdzadig a tuddst azonositottdk a biztos tuddssal, a nem biztos vagy val6szinii tuddst
belsGleg inkonzisztens fogalomnak tekintették, mely circulus vitiosus-t eredményez. Ma
mdr nem ritka az a kisérlet, hogy a tuddst és a bizonyossigot legaldbbis fiiggetleniil
definidljdk.

®Carnap: Die logizistische Grundlegung der Mathematik; ,,Erkenntnis”, B. . 1931, 93.
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A bizonyossdg mindennapi nyelvben haszndlatos terminusa meglehetSsen homdlyos.
Gyakran haszndljdk ezt a kifejezést a bizonyossdg érzésére vonatkoztatva, mely bizonyos
hiteket illetéen mindenkinél gyakran el6fordul. Ugyanakkor hasznéljdk viszonylag
objektiv kritériumként is, amikor az ismeretek, ismeretrendszerek alapjaira kérdeznek rd.

A nyugati kultirdban mdr viszonylag igen kordn a bizonyos ismeretek f6 példdjaként
tartottdk szdmon a matematikai ismereteket. Ebb&l az adédott, hogy ha a biztos
ismereteket vagy tuddst akartik elemezni, akkor abbdl a feltevésbol indultak ki, hogy
elismerten van legaldbb egyfajta biztos ismeretiink, a matematikai tudds. Ennek alapjin
elemezték azutin a matematikdnak a természetét, és ugyanerre vezették vissza a tobbi
fajta ismeret bizonyossdgdt is. Tehdt a tobbi fajta ismeretet a bizonyossdg szempontjibol
a matematikai tuddshoz mint példaképhez kezdték viszonyitani.

Ugyanakkor e meggy6zGdés ellenére sokan a matematikai tuddst sem tekintették
biztosnak. Erveik nagyjibol ilyesfélék voltak: Csak a kozvetleniil észlelt jelenségek
biztosak, a matematika viszont dltaldnos és absztrakt 1évén nem ilyen. Vagy, csakis az
altaldnos 4llitdsok, melyek nem képviselnek ismeretet vagy tuddst, lehetnek biztosak, és
igy a bizonyossdg és a tudas teljességgel kiilonéllé fogalmak, tehdt egydltaldn nem létezik
olyan ismeret, mely biztos lehetne, hanem csak nagyon valdszinii hitek és vélemények
lehetnek. Egy masik fajta ellenvetés viszont tigy hangzik, hogy a matematika csak egy igen
absztrakt jiték, jelentés nélkili szimb6lumokkal valé manipuldcié és operdcio, s igy
egydltalin nem beszélhetiink matematikai ismeretrSl, minthogy a matematikdnak
egyiltaldn nincsenek objektumai.

Ezen kiilonféle ellenvetésekkel most nem foglalkozunk, mert eleve abbdl indulunk ki,
hogy a matematika tuddst jelent — s mint majd indokolni fogjuk, biztos tuddst —, tehdt az
érdekel benniinket, hogy min alapul ez a tudds, és mi a természete.

Ha valami egyiltaldn ,,biztossd” teheti a tuddst, akkor az szerintiink mindenképpen
valamely dltaldnosabb episztemikus hdttérben keresend6. Ha ez igy van, akkor a
matematikai tudds sokat emlegetett ,bizonyossiga” csakis mdsodlagos, specifikus
bizonyossdg, feltéve ha kimutathaté, hogy vannak masfajta, a matematikaitél eltérd
biztos tudésfajtdk is.

Alig hissziik, hogy a XX. szdzad ismeretelméleti kisérletei k6zott van figyelemre
méltébb, mint Ludwig Wittgenstein kés6i munkdssdga. igy aldbbi fejtegetéseink bizonyos
kiegészitésekkel és kisebb kritikai médositisokkal Wittgenstein ez irdnyl elemzéseire
timaszkodnak.’

Wittgensteinnek a bizonyossdgrél irott konyve — bar lényegesen kiilonbozik kordbbi
munkditél — az ,,Untersuchungen” bizonyos fejtegetéseire mégis erGsen timaszkodik.
Az ,Untersuchungen” vizsgdléddsainak van egy elfeltevése, melyre az egész koncepcid
épiil, az \in. nyelvjiték-elmélet. ,,Mit jelolnek a nyelv szavai? Miben is mutatkozna meg,
hogy mit jelélnek, ha nem hasznilatuk médjéban?”'® | Es egy nyelvet elképzelni annyit
tesz, mint elképzelni egy életformat.”*!

Elssorban az aldbbi két munkdra timaszkodunk: Wittgenstein: ,,Uber Gewissheit — On
Certainity”, Oxford 1969; Wittgenstein: ,,Bemerkungen tiber die Grundlagen der Mathematik —
Remarks on the Foundations of Mathematics”, Cambridge, Mass., London 1967. A matematikai
megjegyzések 1937-1944 kozott irédtak, és elsGsorban a ,Philosophische Untersuchungen —
Philosophical Investigations” c. konybe illeszkednek bele (Oxford 1958), de nagyrészt mégsem
keriiltek bele ebbe a miibe.

! *Wittgenstein: ,,Untersuchungen”, id. kiad. 10.

'1Uo. 18.
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Ha azt mondjuk, hogy ,,itt van egy kéz”, akkor mondhatjuk, hogy ,,tudom, hogy itt
van egy kéz”, és ha ezt elfogadom (mérmint azt, hogy tudhatom ezt), akkor
ismeretiinkben a tébbi garantélt. A ,tudom” itt annyit jelent, hogy ez a kijelentés nem
bizonyithaté. Ez utébbi dllitds nem azt jelenti, hogy ezt a kijelentést nem vezethetjiik le
més kijelentésekbsl, de mindenképpen azt jelenti, hogy ett6l a széban forgé kijelentés
nem lesz biztosabb, mint amennyire biztos 6nmagiban volt. Mondhatja valaki, hogy nem
tudom, hogy az ott egy kéz-e, de erre csak annyit vélaszolhatunk, hogy nézze meg
kozelebbr6l. Ez a lehetSség része a nyelvjitéknak. A ,tudds” és a ,,bizonyosnak lenni”
fogalmak kiilonbsége csakis ott vilik fontossd, ahol példdul az ,,6n tudom” kifejezésnek
azt kell jelentenie: nem lehet, hogy tévedek. Vagyis ezt a kifejezést akkor van értelme
haszndlni, ha semmiféle kétely nem meriil fel. Mondhatjuk: ,,Azt hiszi, de nincs tgy”, de
azt mdr semmiképpen sem mondhatjuk: ,,Tudja, de nincs Ggy”. Ez a hit és a tudds
episztemikus kiilonbsége.

A nyelvjiték-elmélet kiinduldsa, hogy a szé jelentése nem mds, mint alkalmazdsdnak,
haszndlatinak mdédja. Ezt akkor tanuljuk meg, amikor a vildgot nyelviinkbe beépitjiik.
Vildgképemhez nem tgy jutok el, hogy meggy6z6dém helyességérél, hanem vildgképem
egy olyan szocidlisan 6rokolt hétteret reprezentdl, melynek fényében kiilonbséget teszek
igaz és téves kozott.

Ha egy empirikus kijelentést ellendrizhetének tartok, akkor valamilyen alap utdn
nézek, melyen az ellendrzés alapul. Az alapok azonban egyszercsak a végére érnek, ha
nem akarunk egy végtelen regresszust. Az alapozasnak tehdt csak akkor van értelme, ha ez
a vég nem valamely megalapozatlan' elGfeltevés vagy adllitds, hanem inkdbb egy
cselekvésmod, amely mdr lehet megalapozatlan.

A kételkedés mint a nyelvjaték része feltételezi a bizonyossigot. Amikor el&szor
kezdink hinni valamit, akkor az, amit hisziink, nem egyetlen kijelentés, hanem
kijelentések egész rendszere. Csak mellékesen jegyezzilk meg, hogy ha van egy
axiémarendszeriink, akkor valamely kijelentés nem azért lesz axiéma, mert nyilvinvalé
o6nmagdban és egyediil, hanem az egész rendszer lesz evzdens a kovetkezmények és a
premisszdk kolcsonosen tdimogatjik egymadst.

Ha egy gyereknek azt mondjdk, hogy sok éve valaki megmadszta a Mont Blanc csucsat
akkor a gyerek ezt elhiszi. Késobb természetesen megtanulja, hogy vannak megbizhaté és
megbizhatatlan informétorok, de ezt joval késébb tanulja meg, mint azokat a tényeket,
melyeket a killonb6z6 hitelességii informédtorok elmondanak neki. Kezdetben a gyermek-
ben fel sem meriil az a kétely, hogy egydltalin létezett-c ez a hegy. Miért nem gy6z6dom
meg arrél, hogy van-e két 1dbam, amikor felkelek egy székrs1? Itt nincs miért, egyszertien
nem teszem. Ugyanis ez a mdd, ahogyan cselekszem.

Bizonyos helyzetben az ember nem kovethet el hibdkat. A hiba elkovetéséhez ugyanis
az sziikséges, hogy kordbban az egyes ember az emberiséggel Osszhangban itéljen. A
gyerek példdul ugy tanul, hogy hisz a felnGtteknek. A kétely csak a hit utin kovetkezik.
Rendszerint hisziink abban, amit az emberek bizonyos médon kézolnek veliink. Igy
hissziik el a foldrajzi, a fizikai, a kémiai, a torténelmi tényeket stb. Igy tanuljuk meg a
tudomdnyokat is. Tanuldsunk tehdt a hiten alapul. A bizonyos széval azt fejezziik ki,
hogy teljességgel meg vagyunk gyGz&dve, nem kételkediink. Ez persze egy szubjektiv
bizonyossig. De mi a helyzet az objektive bizonyossal, amikor elvileg nem lehet hiba?

/
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A racionidlis embereknek nincsenek bizonyos fajta kételyeik. Nem kételkedhetiink
mindenben. Az, hogy nem kételkediink mindenben, egyszer(ien itélésiink és f&ként
cselekvésiink médja. Az, hogy normilis feltételek mellett két kezem van, éppoly
bizonyos, mint barmi egyéb, amit csak félhozhatunk bizonyitékul mellette. Nem csupdn
arrél van sz6, hogy én hiszem, hogy két kezem van, hanem minden raciondlis ember
ugyanigy jar el, igy viselkedik. Amikor azt mondom, hogy ,.6n tudom, hogy két kezem
van”, a ,,tudom” azt jelenti, hogy ezt a tényt bizonyosként ismerem. Ez az objektive
bizonyos, amib6l adédik, hogy szimunkra sok kijelentés bizonyosnak tekinthets. Ha
bizonyossdgunk alapja a tapasztalat, akkor ez természetesen csak a mult tapasztalata lesz,
vagyis f6ként nem az én tapasztalatom, hanem mdsoké, amit én megtudok. Hogyan is
tudnd a gyermek kétségbe vonni rogvest azt, amit megtanitanak neki. Ez éppenséggel azt
jelentené, hogy képtelen lenne megtanulni bizonyos nyelvjatékokat. Amit hisziink, az
fiigg attél, amit megtanulunk. Nem csupdn azt tanuljuk meg, hogy ilyen és ilyen
kisérleteknek ilyen és ilyen eredményei vannak, hanem a bel6liik levonhat6 konkliziokat
is. Ha azt mondjuk, hogy ,teljesen biztosak vagyunk benne”, akkor ez nem azt jelenti,
hogy minden egyes személy biztos benne, hanem f6ként azt, hogy egy olyan kézésséghez
tartozunk, melyet a nevelés és a tudomany egybekot. Valaki azt mondja ,,én nem tudom,
hogy ez egy kéz”, joggal kérdezhetjiik meg téle, hogy de tudod-e, mit jelent a ,kéz”
s26? Es ez nem egy empirikus tény, hogy ezt a szét igy haszndljdk? Furcsa, hogy teljesen
biztosak vagyunk abban, miként haszndljdk a szavakat, és nem kételkediink ebben, még
sincs alapunk arra vonatkozéan, hogy miért jarunk el igy. Megkisérelhetiink megadni t6bb
ilyen alapot, de egyik sem lesz oly bizonyos, mint maga az, ami 4llitélag megalapozdsra
szorul.

Eletiink abban dll, hogy néhdny dolgot egyszeriien elfogadunk. Kételkedés csak akkor
van, ha van nem kételkedd viselkedés is.

Amikor a gyereket tanitjuk, akkor azt mondjuk, hogy ,.ez a kezed”, és nem pedig azt,
,»taldn ez a kezed”. Igy sajtitjak el a gyerekek a nyelvjitékot, és ezért nem kérdéses vagy
kétséges szimunkra, hogy valéban ,kéz-e ez”? Eppigy a gyermek azt sem tanulja meg,
hogy ,,tudja azt, hogy ez egy kéz”. Eppoly kétségbevonhatatlanul tanulja meg a gyermek
azt, hogy ,.ez egy kéz”, mint azt, hogy ,,2 X 2 =4".

Mindezek alapvetdk az ember életében, és igy nem vdltozhat meg a véleményiink roluk
életiink sordn. Eppen ezért alapvetdk.

Egy angol, aki a sz6ban forgé szint ,,pirosnak” nevezi, nem fogja azt mondani, hogy
ezt a szint ,angolul biztosan ,pirosnak’ hivjdk”. Eppigy az a gyermek sem, aki j6l és
helyesen hasznilja a sz6t. Senki nem mondhatja a gyerekrdl, hogy amikor beszélni tanul,
akkor azt tanulja meg, hogyan hivjdk a széban forgé szint. Tegyiik fel, hogy valaki
megkérdezi, hogyan mondjék a ,,pirosat” magyarul. Ha megmondom neki, és ezutin mégis
megkérdezi, hogy biztos vagyok-e benne, akkor csak ennyit mondhatok: ,,Tudom, a
magyar az anyanyelvem”. A gyereknek ugyanis meg kell tanulnia a szinnevek hasznalatét
mielStt érdeklédhetne valamely szin neve utédn.

Azzal kezdtiik, hogy sokan a matematikdbdl mint a biztos tudds példdjaboél indulnak ki,
és a tobbi tuddsfajta bizonyossigit is a matematikdhoz hasonlitjik. Azzal folytattuk,
hogy van ennek episztemikus hdttere, de ez a hittér olyan, hogy nem csupin a
matematikai tuddsra vonatkozik, és mindenképpen matematikin kiviili. Tovibbd azt
illitottuk, hogy ha a matematikai kijelentéseken kiviil mdsfajta, ugyancsak biztosnak
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tekinthetS kijelentéseket mutatunk fel, akkor a feltevés legaldbbis val6sziniisithets.
Littuk, hogy Wittgenstein ramutat effajta kijelentésekre. A Wittgenstein-féle kijelentések
biztosnak tekintése kotelezGen azzal jir, hogy el kell fogadnia azt a feltevést, miszerint a
matematikai kijelentések bizonyosak. Az a kijelentés, hogy ,.ez egy kéz” — mondja
Wittgenstein — éppoly bizonyos, mint hogy a ,,2 X 2 = 4” kijelentés az.

Igen 4m, de Wittgenstein érvelése elGszor csak abbdl indul ki, hogy ha a ,,2X 2 =4
kijelentés nem vonhaté kétségbe, akkor sziikségképpen kell lenniék ugyanilyen bizonyos,
nem matematikai kijelentéseknek is. Valaki azt mondhatja ezzel szemben, hogy a
»2 X 2=4" kijelentés matematikai,és csakis a matematikai kijelentések bizonyosan igazak.
Ha ez az ellenvetés fenndll, akkor kell lennie legaldbb egy, példdul az adott kiszamitdsi
eljdrasra vonatkoz6, éppoly biztos, 4m mégsem matematikai kijelentésnek is. Ilyen
kijelentés lehet példdul a kovetkezd: ,,Ha szémolni tud6é emberek hajtjék végre a ,2X 2’
szorzist, akkor az esetek nagy tGbbségében a szorzds a 4’ eredményt adja”. Aligha
kivdnna bdrki is tiltakozni az ilyen 4llitds ellen, holott ez biztosan nem matematikai.

Ugyanis a szdmolds természetét gy ismerjiikk meg, hogy megtanulunk szimolni. Ha
megtanultam mondjuk szorozni, akkor szorozhatok kétszer egymds utdn, hogy ne
tévedjek, de biztosabb lesz-e szimoldsom, ha mondjuk még hisszor szorzok? Az, amit
szdmoldsnak neveziink, fontos része élettevékenységlinknek, és mint technikit a
szdmoldst életiink szdmos miiveletében nap mint nap haszndljuk. Ha egy szdmitdst
megismétliink, akkor mindig egy szdmitdsmddot ismétliink, és igy az ismétlés csak a
szdmitds és nem a szdmitdsmod ellendrzésére szolgdl. Tudjuk, hogy a szorzds mindig
ugyanazt az eredményt fogja adni, egyébként nem fogadnink el. Ezt biztosan virjuk a
szorzdstél mint szimitdsmodtol, és az, amit biztosan virunk, lényeges egész életiink
szempontjabol.

Ugy gondoljuk, hogy ezek a fejtegetések nem tdmadjik, cifoljak és logikailag nem
tartjdk hibdsnak azokat a probdlgatdsokat, melyek akdr a koznapi kijelentéseknek, akdr és
foként az egyes tudomdnyos kijelentéseknek tudoményos és végss megalapozast kivdnnak
adni egy mdsfajta, dllitélagos mélyebb tuddsalap révén. A matematika alapjait illetGen
ilyen probdlkozdst képvisel a logicizmus. A logicizmus nem dllitja azt — bdr gyakran
tulajdonitjék a logicistdknak —, hogy a matematika alapja mindig is a logika volt, hanem
csupin azt, hogy a matematika alapulhat a logikdn: igy a matematikai fogalmak és
kijelentések logikai fogalmakkal és kijelentésekkel explikdlhatdk, illetve erGsebben: az
utébbira visszavezethetGk. Nem mutathatd ki ellentmondds vagy hibds kor — bdr szdimos
silyos elméleti-technikai nehézség igen — abban a prébdlkozdsban, hogy mondjuk az
aritmetikdt visszavezessék a halmazelméletre. Mégis, a résziinkrdl elfogadott wittgensteini
gondolatmenet azt kétségbe vonja, hogy értelme lenne az ilyenfajta lehetséges és idGnként
realizdlhaté redukcidnak a bizonyossdg szempontjabol.

Egyszeriien azért, mert nem tekinthetjiilk megalapozdsnak. Ha tudomanyos és logikai
szempontbdl példdul a szdmelmélet kétségbe vonhat6, akkor ez megtehet§ a halmaz-
elmélettel is. A megalapozottsig szempontjabol a szimelmélet nem kevésbé alapvetd,
mint a halmazelmélet.! 2

12y§, Benaceraff: What Numbers Could Not be; Mark Steiner: ,,Mathematics of Knowledge”,
London 1975.
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Ugy tiinik, hogy értelmetlennek tartjuk bizonyos fajta tudds és e tuddst képezd
kijelentések végsd alapokra valé visszavezetését, mégis a mdr emlitett kijelentések
bizonyosnak nyilvanitdsdval mintha magunk is ,,alapok’ utdn kutatndnk. Nem kutatunk
alapok utdn abban az értelemben sem, hogy az egyes tuddsfajtik bizonyossiga ezekre
formdlisan visszavezethetd, és abban az értelemben sem, hogy a tudds bizonyossiga
ilymédon igazolhaté. Ellenben jeleztink bizonyos filozéfiai-ismeretelméleti megfonto-
ldsokat, melyek szerintiink tdmogatjik azt a véleményt, miszerint az emberi élet és
tevékenység része és alapja (nem logikai vagy tudomdnyos, de azért egyiknek sem
ellentmond6) az, hogy bizonyos kijelentéseket szilirdnak tekintiink, jéllehet ezek a
tudomény vagy a logikai igazolhatdsdg szempontjibol kordntsem tekinthetSk bizonyosab-
baknak a tébbinél. Ez utdbbi azt jelenti, hogy ezeknek a szilardnak tekinthetd kijelen-
téseknek is van logikai alternativdjuk, azaz mésképp is lehetségesek, mdsképp is elképzel-
hetSk. Ezen ,,alapok” megkérddjelezése azonban tobb kockdzattal jarna életiink — és
ebbe most beleértjiik a tudomdnyos tevékenységet is — szempontjdbdl, mint az, ha
biztosnak, kétségbevonhatatlannak tekintjiik 6ket.

Kétségkivil mindeddig csak arrél volt sz6, hogy az emberi élettevékenység sordn
szerzett tuddst kifejez6 bizonyos kijelentések biztosnak tekinthetSk, pontosabban
biztosnak tekintik 6ket. Ezen kijelentések kozott voltak nem matematikai és matematikai
kijelentések egyardnt. Mindegyikiikre dll azonban az, hogy olyan kijelentések, melyek
elsgsorban — de nem egyformdn — azt a nyelvet jellemzik, melyen a vildgrél beszélni
szoktunk, azt a nyelvjitékot ,,irjdk le”’, melyet a viligban valé orienticionk és egymds
kozti kommunikdciénk céljdra hasznalunk.

A biztosnak tekintett kijelentések koziil a matematikaiak valamiben mégis kiilonboz-
nek a tobbitSl. E kiilonbség lényege éppen az, hogy semmiképpen sem birnak gy
empirikus tartalommal, mint a tobbi. Nem azt allitjuk, hogy semmiféle empirikus
tartalmuk sincs, hanem azt, hogy empirikus tartalmuk jellege mds. Roéviden, az e
problémadval foglalkozék tobbségével egyiitt azt dllitjuk, hogy a matematikai kijelentések
analitikusak.

Az analicitds fogalmdt tobbféleképpen hasznéljak. Emlitett tanulmdnyunkban érvel-
tiink amellett, hogy egy teljességgel formalizdlt rendszerben az analicitds fogalma azonos
lenne a rendszer kovetkezmény-fogalmdval. Egy pusztdn analitikus allitdsokat tartalmazé
rendszerben ugyan ez nem vezetne paradoxonokhoz, viszont nem is lenne értelme e
rendszerben az analicitds fogalmat definidlni, s6t, ez logikai hiba nélkiil csakis a rendszer
metarendszere révén lenne lehetséges.

Ez persze csak azt mutatja, hogy az analitikus és a szintetikus kijelentések
megkiilonboztetésének éppen nem valamely formalis rendszeren beliil van jelentssége.

Quine az analitikus dllitdsok két fajtajat killonbozteti meg: 1. ,,Egyetlen nétlen férfi
sem nds”; és 2. ,,Egyetlen agglegény sem nds”. A nétlen férfi és az agglegény kifejezések
kognitiv szinonimdk. Quine az analitikus és a szintetikus dllitdsok kiilonbségét a nyelvi és
a nyelven kiviili tényez6k meghatdrozé szerepével definidlja. A kétfajta analitikus
dllitds kilonbsége abban 4ll, hogy a mdsodik fajta analitikus dllitisok az els6tél
eltéréen implicite utalnak a nyelv gyakorlati haszndlatira, ami mir nem sorolha-
t6 a tisztdn lingvisztikai tényez6k kozé. Ezek az analitikus allitdsok rendelkeznek
empirikus mozzanattal, a nyelvhaszndlat empiridja nélkiil nem értelmezhetSk. ,,Az
agglegény nétlen férfi” analitikus dllitdsbél adédik, hogy a nyelvi gyakorlatban az
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»agglegény” és a ,nbtlen férfi” kifejezéseket ugyanigy haszndljuk. Ez azt mutat-
ja, hogy az analitikus 4llitisoktdl is vezethet it az empiria felé. Ez azért lehetséges,
mert az analitikus dllitdsok is rogzithetnek bizonyos informdciékat a valésigrol.
Nevezetesen olyanféléket, hogy élettevékenységiink sordn a Kkiilvildgrél ilyen és ilyen
formdban beszélink, é ez a beszédmdéd hasznos ahhoz, hogy a viligrél sz6l6
informdciékhoz juthassunk.

Abban az értelemben a matematika analitikus 4llitdsai is rogzitenek informdcidkat a
valésdgrél, hogy a valésig — az emberi élettevékenység, beleértve a tudomdnyos
tevékenységet is — bizonyos dolgai és eseményei éppen ilyen mdédon rendezhetSk
raciondlisan. Tehdt a matematikai rendezés mint emberi tevékenység ebben az értelemben
mdr adekvit lehet a vildggal. Valdszintileg — legaldbbis igy sejtjiik — ennél tobbet is
rogzitenek a matematikai formdk, tudniillik azt, hogy madsfajta rendezések is elvileg
lefordithatéak lesznek az dltalunk haszndlt rendezés nyelvére. Attdl, hogy emberi,
ember-szemponty rendezéstél beszéliink, effajta tevékenységiink még nem lesz Snkényes
vagy tetszGleges. Csupidn annyit mondunk, hogy a matematikai rendezések nem a
természetben eleve adott elrendezések, melyeket sajit rendezéseink csupdn leirnak. Az
,onkényes” vagy az ,,akaratlagos” csak az emberi tevékenységformdk megkiilonboztets
sajitossdga, és nem vonatkozhat a természet és az emberi tevékenység kozti kiilonbségre.
Ha az utébbira vonatkozna, akkor azt kellene feltételezniink, hogy az embertdl fiiggetlen
valésdgban is van akarat és onkény.

Tehdt a matematika sajitos médon rendezi a vildgot, de elméleti rendszerei kozvetlenil
nem a vildgrél szdélnak, hanem arrél a médrdl, ahogyan megismerd tevékenységiinkben
rendezzik azt.

Abbdl, hogy az eddigiekben elvetettiik a platonizmust mint olyan koncepciét, mely a
matematikdnak szilird és végs6 alapot biztositana, még nem kovetkezik, hogy minden
értelemben eleve elutasitjuk a matematikai objektumok 1étét. Ha viszont megengedjiik a
matematikai objektumokat, akkor kérdés, hogy elkeriilhetS-¢ a platonizmus?

5. A MATEMATIKA OBJEKTUMAI (ISMET A PLATONIZMUS)

,»A matematikus feltaldlé, nem pedig felfedezé” (Ludwig Wittgenstein). Ha 1éteznek
valamiképpen matematikai objektumok, akkor az a kérdés, hogy fiiggetlen 1étiik van-e az
emberi szellemtl, vagy pedig az emberi elme hozza 1étre Gket. Az elGbbi esetben a
matematikus felfedezs, a mdsodikban feltaldld, Ha a matematikus felfedezd, akkor ez azt
sugallja, hogy a matematikai objektumok a megismer6tsl fiiggetlen entitdsok, és a
matematikai elméletek is fiiggetleniil 1éteznek az egyes megismer6 szubjektumoktél. Ha a
matematikus feltaldlé, akkor ez arra utal, hogy a matematikai objektumok, illetve az
elméletek vagy akdr mindkettd egyardnt az emberi intellektus korreldtumai.

Nyilvinval6, hogy elkeriilhetetlen az absztrakt entitdsok jellegének tisztdzdsa. Egészen
pontosan itt most nem tisztdzhatjuk az univerzilék probléméjéval osszefiiggd kérdéseket,
hanem csupdn a matematikai absztrakcié 1€étérél beszélhetiink. A gorog antikvitdsban
senki nem kételkedett abban, hogy a matematikai entitdsok redlisak-e, csupdn az entitdsok
realitdsénak fokdban volt a gorogoknél nézeteltérés. A matematika ontoldgiai irdnyzata
szerint a matematika a Létez§ tuddsa. A pythagoreusok szerint a szimok anyagi dolgok
(példdul a négyzetek és hdromszogek pontjait reprezentdljak). Platén szerint viszont a
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szdm — és az idea — nem anyagi, hanem olyan intelligibilis objektum, mely az érzetek
szdmdra hozziférhetetlen.

A matematikusok ezen eszmék hatisdra az olyanfajta objektumokat, mint a szdm, a
pont, az egyenes stb., valamiféle magdnval6nak tekintették, mely onmagdban létezik és
értelmes. A XIX. szdzadban viszont mdr a matematikusok egy jé része feladja ezt az
4lldspontot,és arra a felismerésre jut, hogy az effajta objektumokra érvényes megéllapitd-
sok nem vonatkoznak valamiféle szubsztancidlis realitdsra, mert elsGsorban matematikai-
lag definidlatlan objektumok kozti Osszefiiggéseket szogeznek le és e definidlatlan
objektumokkal végzett miiveletek szabélyait rogzitik. Eszerint nem lehet és nem is kell a
matematikusnak arr6l beszélnie, hogy mik ,valGjdban” ezek a pontok, egyenesek,
szdmok stb.

Plat6ntél kezdve mindazok, akik folytattik ezt a filozéfiai hagyomdnyt, a matematikai
elméletek posztuldtumait és tételeit ugy tekintették, mint amelyek egy redlis viligban
igazak, ami természetesen nem jelenti azt, hogy koncepcidik ne térnének el jelentGsen
egymdstél. A platonizmus azt még elismerheti, hogy a matematikai kijelentések lehetnek
empirikus kijelentések idealizdci6i, de azt mdr figyelmen kiviil kell hagynia, hogy a
kiilonbozd koidentifikdlhato idealizdciok sokfélék lehetnek, és azt kell dllitania, hogy a
valésagra vonatkozéan koziliik csupdn egy lehet igaz.

Megkiilonboztethetjiik a platonizmus ontolégiai és episztemikus vélfajdt. Az ontolégiai
platonizmus szerint a matematikai igazsigok végteleniil sok redlis matematikai objektu-
mot irnak le. Eppen ezért nem lehetnek anyagi objektumok. A matematikai 4llitdsok
tehdt csak aziltal lehetnek igazak, hogy adekvitan leirjak az effajta objektumokat. Akdr
tarthaté az ontoldgiai platonizmus, akdr nem, visszajutunk ahhoz a kérdéshez, hogy
igazak-e és milyen értelemben igazak a matematikai axiomdk. Az episztemikus platoniz-
mus szerint a matematikai entitdsokra vonatkozo tényeket csupdn az érzéki észlelés révén
tudhatjuk. Az effajta észlelésben éppligy megbizhatunk, mint abban az érzéki észlelésben,
melyre példdul fizikai elméleteket épitiink fel. Az episztemikus dlldspont viszont
etkeriilhetetleniil sugallja a legrégibb ellenvetést mindenfajta platonizmussal szemben: ha a
matematikai entitdsok redlisan léteznek, akkor nem megismerhetGk, minthogy nem
gyakorolnak kauzdlis benyomdst érzékeinkre. Ebbsl adédik, hogy vagy a matematikai
axiémdk nem igazak (hiszen az eldbbiek alapjdn felteszik, hogy a matematikai entitdsok
nem léteznek), vagy pedig az axiémdk nem megismerhetk. Az ontikus platonista szerint
az absztrakt entitisok sokkal tdvolabb esnek az érzékeléstGl, mint a mikroentitdsok.
Eppen ezért revidedlhaték a matematikai elméletek konnyebben, mint a természet-
tudomdnyok. Ez azonban csak fokozati kiilonbség. Hiszen az ontikus platonistival
szemben mondhatjuk, hogy példdul az elemi részecskékre vonatkozé elméletek is
konnyebben revidedlhaték, mint pl. az a fizikai elmélet, mely a vdkuumban levé nagy
hémérsékletl fémekre vonatkozik.

Csupdn ismételten jeleztilk a platonista koncepcidk kapcsin fellelhetd nehézségeket.
Mégis azt gondoljuk, hogy a matematika értelmezésében nem keriilhets el a matematikai
objektumok elismerése, €s nem keriilhetd el egy igen mérsékelt platonizmus sem.

Ugyanis ha léteznek bdrmiféle értelemben is matematikai objektumok, akkor ez azt
jelenti, hogy 1éteznek absztrakt entitdsok is, hiszen ezek a matematikai objektumok a mér
emlitett érvek miatt semmiképpen sem lehetnek tigy a viligban levé dolgok, események
vagy reldci6k, ahogyan példdul a koznapi dolgok vagy akér azok a dolgok melyeket az
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empirikus természettudomdnyok irnak le. Egyszéval, a matematikai objektumoknak
szubsztancidlis 16tiik semmiképpen sincs.

Ezek utin miért hajlunk arra, hogy egyaltalin feltételezziik a matematikai objektumo-
kat? Nem vitatjuk, s6t elfogadjuk, hogy mindazok a dolgok, relicick, melyek a
matematikdban megtaldlhaték, nem léteznek a megismer$ szubjektum alkotd tevékeny-
sége nélkiil, sGt, Wittgensteinnel egyiitt azt tartjuk, hogy éppen az alkoté ember, a
matematikus hozza létre Sket. Az azonban kétségtelen, hogy miutdn az emberi intellektus
feltaldlja Gket, mds intellektusok szdméra fiiggetlen vizsgdloddsok tdrgyai lehetnek, és
tjfajta matematikai fogalmak, 4llitdsok kiindulépontjit alkotjak. Tovdbbéd nem egyszeri-
en alkalmazhatok mds, tolik fiiggetleniil 16tez8 valosdgos dolgok és események egzakt
leirdsdra, hanem maguk az idedk minden gyakorlattd! fiiggetleniil a fizikai viligban maguk
is modellezhetSk. Kovetkezésképpen olyan tulajdonsigaik is leirhat6k, melyeket felta-
1dl6juk eredetileg nem gondoit hozzdjuk tartozénak. Ebben az értelemben a matematika-
ban sem hidnyzik az elméletek deskriptiv funkciéja. Az a kiilonbség természetesen
megmarad, hogy a matematikai deskripciék nem az embert6l fuggetlen vildg leirdsai. Még
abban az értelemben sem, ahogyan az absztrakt fizikai elméletek azok.

A tovibbiakban csupédn egyetlen példin szeretnénk bemutatni, hogy mit is értsiink a
matematikai objektumon. Ugy gondoljuk, hogy ez a példa egyrészt vilaszt ad a midr
emlitett nehézségek kikiiszobolésére — bar nem tagadjuk, hogy esetleg tijabb nehézségeket
vet fel —, mdsrészt megmutatja, hogy milyen értelemben beszélhetiink a matematikai
objektumok 1étezésér6l.

Példink a ,halmaz”-fogalom egy lehetséges értelmezését nyijtja. A gondolatmenet
tulnyomoérészt Max Black tanulménydra témaszkodik." 3 '

A ,halmaz” fogalma ma az egész matematikdban alapvetd szerepet jatszik. A halmazt
éppugy matematikai objektumnak szokds tekinteni, mint a pontot, az egyenest stb. E
fogalom jelentésének elemzése éppen ezért megvildgité lehet a tobbi matematikai
objektum jelentése szempontjabél is. A halmazt definidlatlan fogalomként szoktdk
kezelni, mint birmely axiémarendszer tetszGleges primitiv fogalmat. Ezeknek a primitiv
fogalmaknak az esetében nem is fontos a definicié, de elengedhetetlen a rendszerben
jatszott funkcidik koriilhatdroldsa, és ez helyettesitheti a definiciét. Minimilis kovetel-
ményként adédik a halmaz fogalmdval szemben, hogy tgy haszndljuk: tudjuk, mikor és
hogyan tirjuk fel a specidlis halmazokat, hogyan operéljunk veliik, és hogyan jussunk a
premisszdkbdl a kivant konklhiziéhoz.

Vegyiik kiinduldsul Cantor 1895-ben adott megfogalmazdsit. ,, Halmazon’ értink
bédrmit, mely intuiciénk (Anschauung) vagy gondolkoddsunk hatdrozott és j61 megkiilon-
boztethetd m objektumait (elemeit) valamely M egészbe dsszegyfijti, egyesiti.”* ¢

Az ,intuici6” és a ,,gondolkodds” szavak a megfogalmazasb6l nyugodtan elhagyhatok,
hogy az ide nem tartozé nehézségeket elkeriiljik. Az ,objektum” vagy az ,.elem”
kifejezéssel pedig az a helyzet, hogy egésszé egyesiteni dket csak akkor lehet, ha ezek az
objektumok vagy az elemek a szimokhoz hasonlé absztrakt entitdsok. Az elemek elvilasz-
tdsa, koriilhatdroldsa, a koréjiik és a kozottitk huzhaté vonal vagy hatdr éppoly képzetes,
mint példdul az Egyenlit6. Cantor megfogalmazdsiban nagyon sok a misztikus elem, hiszen
ha maga az ,,egész” kifejezés is problematikus, akkor mennyire misztikus az, hogy példdul

13 Max Black: The Elusivness of Sets; ,,The Review of Metaphysics”, 1971/4, 614—636.
14Cantor: ,,Gesammelte Abhandlungen”, Hildesheim 1962, 282,
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,,08szegylijtink” vagy ,.egyesitiink” egyetlen dolgot, mely igy egy 1j entitdst alkot (ilyen
az Un. ,egységhalmaz’), vagy mennyire misztikus az, hogy ,0sszegyjtjik” vagy
»egyesitjik” a semmit, hogy az ismét valami egységes egyedi objektumot (az un.
null-halmaz) alkosson, a végtelen halmazokrél mar nem is szélva.

Nézziink egy mdsik megfogalmazist: ,,A halmazok, ahogyan dltaldban azokat értik,
nem mdsok, mint amit a filoz6fusok univerziléknak hivnak.”!® Masok, példdul Frege,
tulajdonsignak vagy valamely fogalom extenziéjanak tartjék a halmazt.

Mindenféle megfogalmazassal szemben kiilonb6z3 nehézségek meriilnek fel, A halmaz-
fogalom bevezetésének az az értelme, hogy a vildg rendezése sordn, illetve annak sordn,
ahogyan beszéliink a vildgrél, felmeriil az a kérdés, hogy miként beszélhetiink tobb
dologrdl egyszerre. Ha beszédiink sordn egyetlen dologra referdlunk, akkor &ltaldban
haszndlunk egy nevet vagy egy definit leirdst. Példdul ,,Carter”, vagy az ,Egyesiilt
Allamok elnéke”. Vannak a nyelvben azonban eszkdzeink arra is, hogy t6bb dologra
egyitt referdljunk. Példdul ,,Berkeley és Hume”, vagy ,,a kormdny és az ellenzék”, vagy
,Napbleon testvérei” stb. Ez a fajta felsorolds bizonyos esetekben hasonl6 szerepet
jatszik, mint az egy dologra referdlé nevek és szinguldris leirdsok. Ezt a fajta beszédmédot
nevezhetjik plurdlis leirdsnak. A koznyelvben akkor értelmes rdkérdezni a referencidra, ha
valami kétely meriil fel azzal kapcsolatosan, hogy ugyanarrdl beszéliink-e? Az ily médon
bevezetett plurdlis referencia fogalma, mely szdmos dologra egyszerre vonatkozik, mdr
nem tekinthetS misztikusnak, hiszen egy redlisan és értelmesen haszndlt és igen hasznos
beszédmodot vezet be. Van az effajta haszndlatnak olyan alkalmazdsa is, amikor arrél van
sz6, hogy az ilyen egyliittes beszédméd nem meglevd ismereteket foglal egybe csupdn,
példdul akkor, amikor a széban forgé szdmos dolog pontos identifikdcidjat nem ismerjiik.
Tegyiik fel, hogy a hatdron a hangszéré a kovetkez§ bejelentést sugdrozza: ,Kériink
minden érkezd utast, hogy jelentkezzék vamvizsgdlatra!” Ekkor ismeretlen az érkezsk
személye, de nincs is jelentdsége, hogy kik azok, akik érkeznek, hiszen csak az a fontos,
hogy mindannyiuknak szél a tdjékoztatds. Nyilvinvald, hogy az effajta leirdsnak van
bizonyos haszna a szinguldris leirdsokhoz képest, de az mindenképpen biztos, hogy
éppoly értelmesen haszndlhatd.

A ,halmaz” sz6 primitiv hasznilata, pontosabban koznyelvi haszndlata éppen ezekre a
fentebb tdrgyalt plurdlis referdlo kifejezésekre érvényes.

Egy sor nyelvre jellemzS, hogy kollektiv kifejezéseknek vagy gyijt6fogalmaknak
tekinti az olyan kifejezéseket, mint a ,Barték vondsnégyes”, a ,Kormdny”, az
»ellenzék” stb. Ezek a kifejezések — legalibbis néha — dgy funkciondlnak, mintha
szinguldris nevek vagy leirdsok lennének. Taldn ezzel magyardzhaté leginkdbb az, hogy a
,;halmazt” hajlamosak vagyunk ugy tekinteni, mint sajit elemeib6l konstitudlt, de
azokkal mégsem azonos Ondlléan létez6 entitdst. Kiilondsen j6 akkor alkalmazni a
halmazt, ha szimunkra érdektelen az elemek identifikdldsa, mert csupdn azok szdmszerii-
sége érdekel minket. Példdul tegyik fel, hogy szdmos bizottsig miikodik egy szervezet-
ben. Eléfordulhat, hogy e bizottsdgok szdma egy bizonyos embercsoportbdl tevédik ossze,
¢és mindegyik bizottsdgnak kulén-kiilon van titkdrsdga és iilésterme, akkor minket esetleg
csak az érdekelhet, hogy mekkora a halmazok szdma, vagy pedig killonbozé elemeik
szdma. Ekkor egy olyan felsoroldst kapunk, melyben a plurdlis referdlé kifejezések
egymdst kovetik. Példdul: pénziigyi bizottsdg, szabdlyozé bizottsdg, manddtumvizsgilo

! 5 Fraenkel—Bar-Hillel: ,,Foundations of Set Theory”’, Amszterdam 1958, 333.
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bizottsig stb. Ekkor haszndlhatjuk a ,bizottsdgok halmaza” kifejezést is. Ez a halmazok
halmaza. Es ezzel a médszerrel tovibb leithatnink a ,halmaz” kifejezés kiilonbozo
hasznélatait. Mindeddig csupin koznyelvi kifejezésekre utaltunk csupdn azért, hogy
eljirdsunkat megvildgitsuk. Természetesen az olyan fogalmakra, mint ,,null-halmaz” vagy
az ,.egységhalmaz”, mdr koznyelvi megfelel6t nem taldlhatunk. Bevezetésiiknek csakis a
matematika, illetve a logika vildgén beliil van helye, Még inkibb ill ez az n. ,,végtelen
halmazokra”.

A ,halmaz” a matematikai objektumokat képviselte iltaldban, de ez ideig csak a
koznapi életb6l vett példikkal probaltuk megvildgitani. Az ,.egységhalmaz”, a ,,null-
halmaz” és a ,,végtelen halmaz” esetében azonban mdr kilépiink a k6znyelvbél, és ezeknél
mir a matematikén beliil kell megmutatnunk, hogy értelmezésiik legaldbbis lehetséges.

Kiilénosképpen 4ll ez a null-halmazra és a végtelen halmazokra, hiszen az egységhalmaz
semmiképpen sem jitszik a mdsik kettGhoz hasonlé fontos szerepet, mdsrészt pedig a
koznapi szemlélethez is kozelebb 4ll.

Ezek utdn a matematikdn beliill prébdljuk réviden megmutatni, a null-halmaz és a
végtelen halmazok esetében, hogy valami hasonlérél van sz6, mint amire a kdznyelvben
mdr utaltunk. A matematikdban is csak akkor kapcsoljdk dssze az elemeket halmazzd, ha
bizonyos problémdkat a halmazon meg tudunk oldani, mégpedig gy, hogy a halmaz
elemeirGl kiilon-kilon semmit sem tudunk. Tehdt a matematikdn belill is az szorul
indokldsra, hogy valéban egy ujfajta hasznos beszédmdd kialakitdsdr6l és nem pedig
valamiféle jfajta absztrakt entitds felfedezésérdl van sz6.

Vezessiink be néhdny egyszer(i matematikai fogalmat. A d € H jelolés semmi egyebet
sem jelent, mint hogy d H-hoz tartozik, vagy mds széval hogy d eleme a H-nak. Azt
mondjuk, hogy két halmaz csak akkor azonos, ha az egyik halmaz minden eleme a
masiknak is eleme, és a mdsik halmaz minden eleme az el6bbi halmaznak is eleme. Két
halmazt viszont egymdssal ekvivalensnek mondunk, ha elemeik ko6zott kolcsondsen
egyértelml megfeleltetés 1étesithetS. Nyilvdnvald, hogy két véges halmaz esetében akkor
beszéliink ekvivalencidrél, ha elemeik szdma egyenlé. Ha valéban egy tj beszédmod
kialakitdsdra toreksziink, akkor sziikséges, hogy ez a beszédméd valamennyi halmazra
vonatkozzék, beleértve a null-halmazt és a végtelen halmazt is. Tehdt amig véges halmazok
esetében azt mondtuk, hogy a halmazok ekvivalensek, ha ugyanannyi elemiik van, két
végtelen halmaz esetében ezt mondani nincs értelme, igy taldlnunk kell egy 1j fogalmat,
mely mindkettdre alkalmazhaté lesz. Azért vezetjik be a halmazelméletbe a szimossig
fogalmdt, hogy a halmazok ekvivalencidjdrdl sz6l6 tételiink alkalmas legyen végtelen
halmazokra is. Két ekvivalens halmazrél nem azt fogjuk mondani, hogy ugyanannyi
elemiik van, hanem azt, hogy a két halmaz szdmossiga egyenlS. A halmazok szdimossiga
tehdt egy jel, melyre vonatkozélag kikotjiik, hogy el8szor is az ekvivalens halmazok
szdmossdga egyenld legyen, mdsodszor pedig azt, hogy a véges halmazok szimossiga
egyenld legyen elemeik szdmdval.

Igy nagyjdbdl mdr lthatd, hogy miként jutunk el a végtelen halmazhoz. Hidnyzik még
a null-halmaz. Az A U B jeldlje a két halmaz uniéjét, mely semmi egyebet nem jelent,
mint azon elemek halmazit, mely elemek kozil mindegyik legaldbb az egyik halmaznak
az eleme. Ez tetszés szerint barmely két vagy tobb halmazbdl képezhets. Az A N B jeldlje
a két halmaz metszetét, mely azon elemek halmaza, mely elemek mindkét halmaznak
egyidejlileg elemei. Vagyis a két halmaz elemeinek kozds halmazirél van sz6. Ha két
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halmaznak nincs ko6z6s eleme, akkor az A N B metszethalmaz az iires halmaz, ami a
koznyelvben koriilbeliil annyit jelent, hogy nincs olyan dolog, ami az iires halmaz eleme
lenne. Az iires halmaz_véges, mert szdmossiga természetes szimmal adhaté meg. A
null-halmaz szdmossidga 0 =0 .

Csak egyetlenegy iires halmaz van, ami rendkiviil egyszeriien beldthat6. Legyen 0; és
0, két tires halmaz, akkor azon definicié értelmében, hogy két halmaz akkor és csak
akkor azonos, ha az egyik minden eleme a mdsiknak is eleme — és forditva —, konnyen
beldthato, hogy 0; és 0, egyenld.

Konnyi lenne ellenvetésként felhozni, hogy minek beszélni olyan halmazokrodl,
amelyeknek nincsen elemiik. Ha a halmazok éppugy objektiv entitdsok lennének, mint a
fizikai tdrgyak, akkor az ellenvetés jogos lenne. De éppen azt prébéltuk bebizonyitani,
hogy a halmaz egy ujfajta hasznos beszédméd bevezetését jelenti, és ekkor mdr nemcsak
matematikai, hanem a koznapi életbdl vett példdkat is hozhatunk e beszédmdd értelmes
voltdra. Pl. azt mondom, hogy ma mindenkivel beszélni fogok, aki felhiv telefonon, de
nyilvanval6an lires halmazt kapok, ha senki sem fog fethivni telefonon. Vagy mondhatom,
hogy itlevelemben a kilépé ablakok szdma mindig S darab lesz, de ha nem lesz benne egy
ablak sem, annak az is lehet az oka, hogy nincs ttlevelem. Vagy beszélhetek arr6l, hogy
egy kovetkezé hdborniban hdny ember venne részt, de alkothat ez a kijelentés lires
halmazt is, ha pl. nem lesz hdbort.

Az axiomatikus halmazelmélet definidlatlan alapfogalmai és levezethets tételei, eljardsi
szabdlyai ugyancsak értelmezhetdk ily mddon. Minthogy azonban az alapfogalmak és az
axiémdk rendszerenként némileg eltérék, témank szempontjdbdl til bonyolult lenne
targyaldsukba e tanulmdnyban belefogni. Az axiomatikus rendszerek elemzése amigy sem
nytjthat tobblettudast a matematikai objektumok jellegének tisztdzdsihoz.

Ugy gondoljuk, hogy a ,halmaz”-fogalom ilyen bevezetése és értelmezése kikiiszobol
szdmos olyan kérdést, melyre csak misztikus vdlasz volt adhaté. Ilyen kérdés példdul az,
hogy a halmaz maga is egy dolog-e? A ,Péter, Janos, Istvin” kifejezést nincs értelme
azonositani akdr Péterrel, Janossal, Istvinnal vagy akdrki mdssal. Ha a kérdést igy értjiik,
‘akkor mondhatjuk, hogy a halmaz egy dolog. De ugyan miféle dolog? Mondhatjuk, ha
tetszik, bdr semmiféle értelemben nem lesz informativ, hogy a halmaz — halmaz. A régi
elképzelések alapjin felvethet§ volt az a kérdés, hogy mi az, ami a halmaz elemeit
egydltaldn halmazzi egyesiti. Ugy gondoljuk, semmi. Hiszen az ég egy viligon semmi sem
torténik Péterrel vagy Janossal attél, ha egyszerre és egyiitt referdlok rdjuk. Csupén arrél
van sz6, hogy a plurdlis referdlé kifejezés lehetdvé teszi, hogy egyidejiileg, egyetlen
dllitasban referdlhatok rdjuk. Nem ujfajta dolgot, hanem ujfajta hasznos beszédmodot
konstitudltunk. Létezik-e ebben az esetben egyiltalin halmaz? Ha arrdl van szd, hogy
Péter és Janos létezik-e, akkor természetesen igen. Miért kell tobbet kivinnunk ennél egy
hasznos és alkalmas beszédmdéd bevezetése esetén?

A halmazok csak akkor kelnek életre, amikor a plurdlis referdlé kifejezéseket
haszndljuk. De ha haszndljuk Gket, akkor természetesen mudr nem csupdn arra a célra
alkalmasak, melyre létrehoztuk &ket, hanem egy olyan beszéd- és rendezési médot
hoznak 1étre, melyek nemcsak az eredeti leirdsra alkalmasak, hanem maguk is tovdbbi
kutatds tdrgyai lehetnek.

Ebben az értelemben mdr tekinthet6k objektumoknak, azaz a haszndlt beszéd vagy
nyelvi leirdsméd tirsadalmilag rogzitett — a tovdbbiakban relative fiiggetlenné valt —
targyainak.
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