
100 ÉVES A SZIMBOLIKUS LOGIKA 

(Gottlob Fr ege munkássága) 

R Ú Z S A I M R E 

A modern tudomány történetében egyre ritkuló jelenség, hogy valamely tudományos 
diszciplína megalkotása egyértelműen egyetlen személynek tulajdonítható, és az elmélet 
megszületésének időpontja pontosan rögzíthető. Az ilyen ritkaságok közé tartozik a 
modern szimbolikus logika létrejötte. Születési éve: 1879; a dátumot egy 88 oldal 
teijedelmű könyvecske megjelenése rögzíti. A könyv címe: „Begriffsschrift, eine der 
arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens", röviden: „Begriffs-
schrift", magyarul: „Fogalomírás". Szerzője dr. Gottlob Frege, a jénai egyetem akkor 31 
éves magántanára. Ez a kis mű magában foglalja azt a logikai elméletet, amelyet a mai 
szaknyelv klasszikus elsőrendű logikának nevez. Az azóta eltelt száz esztendő az elmélet 
alapjain semmit sem változtatott. A szerző „első nekifutásra" — és minden előzmény 
nélkül — relatíve teljes művet alkotott. 

Gottlob Frege (1848—1925) a jénai és a göttingeni egyetemen tanult matematikát. 
1847-től a jénai egyetem magántanára, majd 1879-től 1917-ig - nyugalomba vonulásáig -
professzora. Mint filozofikus hajlamú matematikus, kezdettől fogva élénken érdeklődött 
diszciplínájának „végső alapjai" iránt. Elfogadhatatlannak tartotta az akkoriban kibonta-
kozó és egyre terjedő formalista felfogást, amely szerint a számok puszta szimbólumok, s 
az aritmetika nem több, mint e szimbólumokra vonatkozó önkényesen megállapított 
szabályok rendszere. E felfogással szemben Leibniz nézetéhez csatlakozott; e szerint az 
aritmetika tiszta logikai diszciplína, amennyiben tételei „észigazságok", minden „lehet-
séges világban" érvényesek. Leibniz e tézist proklamálta, de bizonyítása helyett 
megelégedett olyan illusztrációkkal, hogy pl. 2 + 2 = 4 igazsága visszavezethető a 2, 3,4 
számok (és az azonosság) definíciójára. Frege észrevette, hogy még ez a bizonyítás sem 
hibátlan, mert előföltételezi az összeadás asszociativitását (vagy legalább ennek egy 
speciális esetét). Céljául tűzte ki annak hibátlan bebizonyítását, hogy a természetes 
számok matematikai elméletének minden fogalma definiálható tisztán logikai fogalmak 
segítségével, és minden tétele bizonyítható pusztán a logika törvényeire támaszkodva, 
külső — a szemléletre vagy a tapasztalatra hivatkozó — föltevések nélkül. E cél felé 
haladva hamarosan meggyőződött arról, hogy a tradicionális logika messzemenően 
elégtelen keret a kitűzött program realizálásához. így magától értetődő első feladatként 
adódott egy olyan új logikai elmélet kidolgozása, amelynek keretében a matematikai 
definíciók és bizonyítások szabatosan elemezhetők, és amelyben az aritmetika redukálása 
a logikára megvalósítható. 

így jött létre a „Fogalomírás", amely eredeti formájában ugyan még nem bizonyult 
elegendőnek a kitűzött feladat megoldásához, és amelyet éppen ezért a későbbiek során 
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Frege bővített, továbbfejlesztett. De már a „Fogalomírás" magában foglalja a klasSfcikus 
elsőrendű logikát. 

Ezek szerint a szimbolikus logika létrejötte egy konkrét filozófiai problémához: a 
matematika ismeretelméleti helyének tisztázásához kapcsolódik. E tekintetben Frege 
személyes nézetei másodrangú szerepet játszanak. A döntő és a lényeges annak a 
módszertani apparátusnak, Organonnak a megalkotása, amelyet maga Frege is hatásosan 
alkalmazott a filozófiai ellenfeleivel szembeni vitákban, és amely egyebek között Frege 
saját nézeteinek kritikai elemzésére is alkalmas. Félreértés ne essék: a Frege alkotta 
metodológiai apparátussal sem dönthetők el „végérvényesen" az évezredes filozófiai viták. 
Az igaz, hogy a matematika filozófiája területén a szimbolikus logika révén nyert 
eredmények súlyos csapásokat mértek egyes irányzatokra, és felfogásuk alapos átfogalma-
zására vagy átértékelésére késztették őket. Analóg eredmények más tudományágak 
ismeretelméleti megítélésével kapcsolatban is születtek. A filozófiai viták ugyan nem 
szűntek meg, de egyes téziseket ma már semmiképp sem lehet úgy megfogalmazni, mint 
száz évvel ezelőtt. Nyilvánvaló, hogy ezt a tényt a dialektikus materializmus tudomány-
filozófiája sem negligálhatja. 

FREGE LOGIKAI ELMÉLETE 

Frege fogalomírásnak nevezi saját logikai elméletét. (A ,szimbolikus logika', ,mate-
matikai logika' elnevezések nem tőle származnak.) Kiindulópontja az, hogy a természetes 
nyelv elégtelen a bonyolult aritmetikai bizonyítások tiszta logikai struktúrájának 
feltárásához, az észrevétlenül belopódzó föltevések leleplezéséhez, kimutatásához. Ezért 
szükséges egy mesterséges logikai nyelv megkonstruálása, amelynek alapvető feladata 
éppen a bizonyításláncok hézagtalanságainak garantálása. E nyelvben figyelmen kívül 
hagyhatunk mindent, ami a következtetések megbízhatósága szempontjából közömbös; 
ami így visszamarad az élő nyelven kifejezett gondolatból, azt Frege (a „Fogalomírás"-
ban) fogalmi tartalomnak nevezi. Mai kifejezésekkel élve a fregei elmélet grammatikai 
kerete egy zárt formalizált nyelv, s mint ilyen, az első a maga nemében. Ez Frege logikai 
újításának első alapvető jegye. Jelentőségét a szerző a következő szavakkal illusztrálja: 

„Fogalomírásomnak az élet nyelvéhez való viszonyát, úgy vélem, azzal világíthatom meg a 
legjobban, ha a mikroszkópnak a szemhez való viszonyával vetem össze. Utóbbi, alkalmazhatóságának 
terjedelme és azon mozgékonysága révén, mellyel a legkülönbözőbb körülményekhez alkalmazkodni 
képes, nagy fölényben van a mikroszkóppal szemben. . . . Amikor azonban tudományos célok nagy 
követelményeket támasztanak a megkülönböztetés élességével szemben, a szem elégtelennek bizonyul. 
A mikroszkóp viszont ilyen célokra a legtökéletesebben megfelel, de éppen ezáltal minden másra 
hasznavehetetlen. 

Hasonlóképpen a jelen fogalomírás is egy meghatározott tudományos célokra kigondolt segéd-
eszköz, amelyet nem szabad amiatt elítélni, hogy másra nem alkalmas." (Lásd [5], I, Előszó. A szög-
letes zárójelek közé írt számok a cikk végén található irodalomjegyzék tételeire utalnak.) 

A formalizált nyelv bevezetésének szükségességét Frege bizonyos leibnizi ideákkal is 
motiválja: 

„Leibniz is felismerte egy célszerű jelölési mód előnyeit, talán túl is becsülte. Az ő gondolata az 
egyetemes karakterisztikáról, a calculus philosophicus vagy ratiocinator-ió\ túl hatalmas volt ahhoz, 
hogy a megvalósítására tett kísérlet túljuthasson a puszta előkészületeken. . . . De ha ez a magasztos 
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cél egy nekiiramodással nem is érhető el, nem kell kételkednünk a lassú, lépésenkénti megközelítésben. 
. . . A leibnizi gondolat egyes területekre vonatkozó megvalósulását láthatjuk az aritmetikai, 
geometriai, kémiai jelekben. Az itt javasolt fogalomírás ezekhez egy újabbat fűz, éspedig a 
középpontban állót, amely az összes többit érinti. Innen kiindulva kísérelhető meg a siker legjobb 
kilátásaival a meglevő formulanyelvek hézagainak kitöltése, mindeddig elválasztott területeiknek 
egyetlen tartománnyá való összekapcsolása, és a kiterjesztés olyan területekre, ahol eddig az ilyen 
nyelv hiányzott." ( [Я, i- h.) 

Frege kifejezi reményét, hogy fogalomírásának továbbfejlesztett formája hasznos 
segédeszköz lehet a filozófia számára is: 

„Ha a filozófia feladata, hogy megtörje a szó uralmát az emberi szellem felett, amennyiben fényt 
derít azokra a tévedésekre, amelyek a nyelvhasználat következtében a fogalmak összefüggései során 
gyakran keletkeznek, amennyiben a gondolatokat megszabadítja attól, amivel őket egyedül a nyelvi 
kifejezőeszközök természete terheli, úgy fogalomírásom, ezekre a célokra továbbfejlesztve, hasznos 
eszközzé válhat a filozófusok számára." ([51, i. h.) 

A formalizált nyelv kidolgozásához Frege az egyik alapgondolatot a korabeli 
matematika (főleg az aritmetika és az analízis) kialakult jelöléstechnikájából merítette. Ez 
az alapgondolat (amelyet, Frege megjegyzése szerint, az akkori matematikában nem 
valósítottak meg következetesen) a jelek szigorú elkülönítése két osztályba. A jelek egyik 
osztályába tartoznak a rögzített jelentéssel bíró szimbólumok (mint a számtanban a 
+, =, \/> 0> 1 jelek), a másikba a betűk, amelyek határozatlanul utalnak bizonyos fajta 
dolgokra, és alapvetően az általánosság kifejezésére szolgálnak. így pl. az aritmetikában 

(1) (a + b) с = ас + be 

azt fejezi ki, hogy az a, b, c.betűket tetszőleges számokkal helyettesítve, a fölírt sémából 
mindig igaz, helytálló azonosságot nyerünk. 

Nevezzük az első csoportba tartozó jeleket konstansoknak, a második csoportba 
tartozókat pedig paramétereknek. (Nyilván nincs elvi akadálya annak, hogy betűket vagy 
betűcsoportokat is használjunk konstansokként; a lényeges az, hogy egyértelműen 
megadjuk, mely jelek számítanak konstansoknak, s melyek paramétereknek. A későbbiek-
ben majd kiderül, hogy miért részesítem előnyben a ,paraméter' terminust az elterjedtebb 
,változó' helyett.) Betűket, azaz paramétereket már Arisztotelész is használt szillogizmus-
elméletében. Ennek indítéka is kézenfekvő: valamelyest összetett logikai törvényt 
paraméterek használata nélkül aligha lehet pontosan, egyértelműen, áttekinthetően 
megfogalmazni. Idézzük példaként Arisztotelész egyik ún. megfordítási törvényét: 

(2) ha egyetlen B-re sem vonatkozik A, akkor 
В sem vonatkozik egyetlen A -ra sem. 

([1], 53a, 11-13,434.) 
Az (1) alatti aritmetikai és a (2) alatti logikai törvény közös vonása, hogy 

mindkettőben szerepelnek paraméterek. Fordítsuk most figyelmünket a különbségekre. 
Az első szembeötlő különbség a két séma között az, hogy míg (l)-ben a paramétereken 
kívül kizárólag aritmetikai szimbólumok (konstansok) szerepelnek, addig (2)-ben a 
paramétereken kívül nincsenek szimbólumok, hanem csakis köznyelvi kifejezések. A 
fogalomírás egyik célja az utóbbiak teljes kiküszöbölése, pontosan meghatározott 
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jelentésű szimbólumokkal (logikai konstansokkal) való helyettesítése, a jelentésingadozás, 
a többértelműség, a félreérthetőség veszélyének elhárítása érdekében. 

A másik különbség: (l)-ben a paraméterek számnevekkel, (2)-ben pedig (a tradicionális 
logika kifejezését használva) ún. általános terminusokkal helyettesíthetők. Az általános 
törvények paraméterek segítségével való megfogalmazása tehát arra kötelez, hogy 
megadjuk azt a grammatikai kategóriát, amelynek kifejezései behelyettesíthetők a 
törvényekben a paraméterek helyére. A törvény általánossága sohasem lehet parttalan. 

A természetes nyelvekben jó néhány grammatikai kategória szerepel, s már ez 
valószínűsíti, hogy a logika formalizált nyelvében is szükséges egy analóg kategorizálás. 
Valóban, Frege fogalomírásában a paraméterek különböző típusaival találkozunk, s ezek 
különböző grammatikai kategóriákba tartozó kifejezésekre utalnak. De nemcsak a 
paraméterek, hanem a konstansok is kategóriákba sorolhatók. 

Frege kategorizálásának megértését megkönnyíti, ha előrebocsátjuk a mai logikai 
grammatika kategorizálásának alapfogalmait. A mai megközelítésben mindenekelőtt 
megkülönböztetünk alapkategóriákat és funktorkategóriákat. 

Az alapkategóriák közül a legfontosabb a formula és a terminus kategóriája. A formulák 
a természetes nyelv kijelentő mondatainak analogonjai, s ezért a formulák kategóriáját 
mondatkategóriának is nevezhetjük. Ha egy logikai törvényben e kategóriába sorolt 
paraméterek szerepelnek, azokat kijelentő mondatokkal lehet behelyettesíteni. A termi-
nus kategóriába tartozó kifejezések individuális objektumokat jelölnek (ha konstansok), 
ill. ezekre utalnak (ha paraméterek). A természetes nyelvekben keresve e kategória 
analogonját, alá kellene sorolnunk a tulajdonneveket, az individuumleírásokat, a határo-
zott számneveket, az elvont tulajdonságokat kifejező főneveket stb. 

A funktorkategóriák családja igen népes és változatos. Egy konkrét funktorkategóriába 
olyan kifejezések tartoznak, amelyeket egy vagy több meghatározott kategóriába tartozó 
kifejezéssel (pontosan szabályozott módon) összekapcsolva eredményül meghatározott 
kategóriába (többnyire valamely alapkategóriába) tartozó összetett kifejezést nyerünk. 
Frege érzékletes magyarázata szerint: a funktorok (egy vagy több) üres helyet tartalmazó, 
kiegészítésre szoruló (ergänzungsbedürftig) vagy kitöltetlen (ungesättigt) kifejezések, 
amelyekből kitöltés után mondatot vagy terminust kapunk. 

A funktorkategóriákat mindenekelőtt a kitöltetlen helyek száma, az ún. argumentum-
szám szerint osztályozzuk, és megkülönböztetünk egy-, két- stb. argumentumú funktoro-
kat. A minőség szerinti osztályozásban pedig az a domináló, hogy a kitöltetlen helyeket 
(az argumentumhelyeket) milyen kategóriába tartozó kifejezésekkel szabad kitölteni, és 
az eredmény mely kategóriába tartozik. Lássuk a fontosabb eseteket, amelyek Frege 
műveiben jelentősek. 

Vegyük Frege egyik példáját: 

Hagyjuk ki ebből a mondatból a,Caesar', ill. a ,Gallia' tulajdonnevet, ill. mindkettőt, és a 
kihagyott nevek helyét jelöljük kipontozással: 

Caesar meghódította Galliát. 

(3) 
(4) 
(5) 

. . . meghódította Galliát, 
Caesar meghódította 1, 

. . . meghódította 1. 
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A (3) és a (4) alatti kifejezések egyargumentumú fiinktorok, melyekben az argumentum-
helyek terminusokkal tölthetők ki, s eredményül mondatot nyerünk. Az ilyen funktoro-
kat ;na egyargumentumú predikátumoknak mondjuk. Az (5) alatti funktor pedig a 
kétargumentumú predikátumok kategóriájába tartozik. (A különböző kipontozás jelzi, 
hogy a két argumentumhelyre szabad különböző terminusokat helyettesíteni.) 

Frege másik példája: 

A Német Birodalom fővárosa. 

Ez a kifejezés a terminusok kategóriájába sorolható. Hagyjuk ki belőle az ,a Német 
Birodalom' terminust: 

. . . fővárosa. 

Ez az egyargumentumú funktor terminusból terminust képez. 
A tradicionális logika az állításokat kifejező (egyszerű) mondatok belső szerkezetében 

alanyt és állítmányt különböztetett meg. Frege ezt az elemzést félretolta, és helyette a 
funktor és argumentuma szerinti elemzést vezette be. Úgy tűnhet, hogy a funktor 
megfelel a hagyományos állítmánynak, argumentuma pedig a hagyományos alanynak. De 
erről szó sincs. A tradicionális logika szerint az, hogy egy állításban (mondatban) melyik 
alkatrész az alany s melyik az állítmány, abszolút módon adott, egyértelműen 
determinált. Ezzel szemben a funktor és argumentuma megkülönböztetése relatív: egy 
mondat többféle módon is felbontható lehet funktorra és argumentumára (esetleg 
argumentumaira). Ismét Frege egy példájával illusztrálva: a ,4-nek van pozitív négyzet-
gyöke' aritmetikai állítás felbontható funktorra és argumentumra úgy, hogy az argumen-
tum a ,4', de úgy is, hogy az argumentum a ,pozitív négyzetgyökkel bírni' predikátum. 
Frege hangsúlyozza: a funktor és argumentuma megkülönböztetésének csak akkor van 
tartalmi jelentősége, amikor az argumentum meghatározatlan, azaz az argumentum helyén 
paraméter szerepel, hiszen a paraméterek az általánosság szimbólumai. 

Térjünk rá a fogalomírás grammatikájának ismertetésére. Könnyebb lesz megítélnünk 
Frege művét, ha először a jelöléstechnikában és a terminológiában kissé eltérünk tőle 
(ragaszkodva azonban a lényeges tartalomhoz). Később aztán föltárhatjuk és motiválhat-
juk az eltéréseket is. 

A fregei formalizált nyelv kifejezései bizonyos primitív jelekből és segédjelekből 
épülnek föl. Primitív jelek a paraméterek és a (logikai) konstansok. A paraméterek 
körében megkülönböztetünk predikátum-, mondat- és individuumparamétereket. Prediká-
tumparaméterek az f , g, h betűk, mondatparaméterek a p, q, r. betűk, individuum-
paraméterek az a, Ъ, с betűk. (Bármelyik kategóriában a paraméterek száma tetszőlegesen 
szaporítható a betűk számindexezése révén; pl . / i , f2-,..Pi, Pi, • -•> ű b a2,.. .) 

Az individuumparaméterek a terminus kategóriába tartoznak, és e kategóriában más 
kifejezések nem is lesznek. A mondatparaméterek nyilván a formulák (mondatok) 
kategóriájába tartoznak. Ugyancsak formulát kapunk, ha egy predikátumparaméter után 
zárójelek közé egy vagy több individuumparamétert írunk (ha több mint egyet, akkor 
vesszővel választjuk el őket egymástól). Pl.: 

fia), g(a,b). 
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Ezzel azt is rögzítjük, hogy a predikátumparamétert hány argumentumúnak tekintjük. 
Egy ,Да)" alakú formula olyan mondatot sematizál, amely azt állítja, hogy egy bizonyos 
individuális dolog (erre utal ,a') rendelkezik egy bizonyos tulajdonsággal (amelyre , f 
utal). Hasonlóan, ,g(a,b)" azt sematizálja, hogy két individuum (a és b) között fönnáll 
egy bizonyos reláció (g). — Természetesen konvenció: ha egy összefüggésben egy 
predikátumparaméter többször is előfordul, minden előfordulásában azonos argumentum-
számmal szerepeljen. 

A logikai konstansok száma négy, mindegyikük funktor. Az azonosság szimbóluma (=) 
kétargumentumú funktor, argumentumai terminusok (azaz, esetünkben, individuum-
paraméterek) lehetnek. Alkalmazási formája: 

Az eredményül kapott kifejezés formula, amely azt szimbolizálja, hogy a és b egyazon 
individuumot nevezi meg. (A megnevezés módja lehet különböző, a megnevezett 
objektum azonban egy.) 

A negáció jele (~) egyargumentumú funktor, amely egy formula elé írható, a 
kondicionális jele (Э) pedig kétargumentumú, amely két formula közé írható. Ha A és В 
formulák, akkor 

is formulák. Ha A egy mondatot sematizál, akkor „~A " ennek tagadását fejezi ki, abban a 
szigorú értelemben, hogy ha A igaz, akkor „~A" hamis, s ha A hamis, akkor „~A" igaz. 
(Ha tehát A pszichológiai értelemben valami „pozitív információt" tartalmaz, pl. ,Az 
aktát Tóbiás vitte el', akkor „~A" csupán azt fejezi ki, hogy ez nem áll fönn, és nem 
feltétlenül nyújt helyette „pozitív információt"; nem jelenti pl. azt, hogy „nem Tóbiás, 
hanem másvalaki vitte el az aktát", bár nem is záija ki ezt a lehetőséget, de azt sem zárja 
ki, hogy esetleg senki sem vitte el az aktát.) Továbbá, ha A és В mondatokat 
sematizálnak, akkor „(A D В)" tagadja (az iménti értelemben) azt az esetet, hogy A igaz, 
В pedig hamis. így JA D В)" triviálisan igaz, ha>l hamis (tekintet nélkül В-те), vagy ha В 
igaz (tekintet nélkül Л-ra). Frege megemlíti, hogy e séma alkalmazásának (azaz „(A D В)" 
állításának) vannak nem triviális esetei is: állíthatjuk (rendszerint valamely általános 
törvényre hivatkozva) A igazságának és В hamisságának összeférhetetlenségét anélkül, 
hogy A-t hamisnak vagy B-t igaznak tartanánk. (Quine példája: Nem tudhatom, hogy 
Tóbiás maláriás-e, és azt sem, hogy van-e szüksége kininre, de tudhatok annyit a 
maláriáról és a kininről, hogy tagadjam ezt: „Tóbiás maláriás, de nincs szüksége kininre".) 
Ez az az eset, amikor a sémát „ha A, akkor B" alakban adhatjuk vissza („ha Tóbiás 
maláriás, kininre van szüksége"), és ehhez kapcsolódik a ,kondicionális' elnevezés is. (Az 
igen elterjedt, de a logikai tartalomhoz nem illő ,implikáció' terminus B. Russelltől 
származik; Frege sohasem használta.) 

A (7) alatti sémák helyett Frege ténylegesen az alábbi ideogrammákat használta: 

(6) (a = b). 

(7) -A és (A D B) 

(8) 
] B-1 — A 
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Frege formulái kétdimenziósak, vízszintesen és függőlegesen is tagoltak. A mai lineáris 
jelölésmód G. Peanótól és Russelltől származik. — A továbbiakban a (6) és a (7) alatti 
sémákban a zárójeleket csak akkor írjuk ki, ha a séma egy összetettebb séma részeként 
szerepel. 

A negáció és a kondicionális olyan funktorok, amelyek alkalmazásakor az eredmény 
igaz vagy hamis volta („igazságértéke") kizárólag az argumentumok igaz vagy hamis 
voltától (igazságértékétől) függ. Az ilyen funktorokkal kifejezhető műveleteket nevezzük 
igazságfüggvényeknek. Frege megmutatja, hogy a kijelentő mondatokat összekapcsoló 
,és', ,vagy' kötőszavak kifejezhetők a negáció és a kondicionális segítségével. Jelöljük az 
,és'-t az ,&' szimbólummal; ekkor: 

,A & B" kifejezhető mint „~(ЛЭ . 

Legyen az ,és'-t is megengedő ,vagy' szimbóluma; ezzel: 

,y4 v В" nem más, mint D В" . 

Jelölje v az ,és'-t kizáró ,vagy'-ot; ekkor: 

,A v ő ' ugyanaz, mint „~((~A Э B) D D ~ß))" . 

Azóta már tudjuk, hogy minden igazságfunktor kifejezhető a és a ,D' segítségével. 
(Sőt, olyan kétargumentumú funktor is ismert, amely egyedül elegendő minden 
igazságfunktor kifejezésére.) Az idevágó eredmények is Frege kezdeményezéséhez 
kapcsolódnak. 

Frege igen fontosnak tartja a gondolat puszta kifejezésének (a mondatnak) és 
elfogadásának, az ítélésnek megkülönböztetését. A megkülönböztetés fontosságát illuszt-
rálja már az a tény is, hogy egy összetett mondatot igaznak ítélhetünk anélkül, hogy 
részmondatairól ítélkeznénk. (Utalva a korábbi példára, igaznak tarthatja valaki azt, hogy 
„ha Tóbiás maláriás, kininre van szüksége" anélkül, hogy állást foglalna a benne részként 
szereplő „Tóbiás maláriás" mondat igazságát illetően.) A gondolatot megérteni, az őt 
kifejező mondatot használni más, mint igazságát megállapítani, ill. állítani. Ezért Frege 
külön jelet vezet be az ítélés kifejezésére; ez pl. a (8) alatti formulákra alkalmazva a 
(legfölső) vízszintes vonal bal széléhez csatlakozó merőleges: 

I I A I — r — 
1— A 

A mai lineáris írásmód esetén a formula elé helyezett , P jelet használjuk e célra. Bár 
Frege e szimbólumot eredetileg az ítélés kifejezőjeként magyarázza, fogalomírásában 
ténylegesen ennél szűkebb értelemben használja, amint ezt hamarosan meg fogjuk 
világítani. 

Mint láttuk, a fogalomírás minden konstansának pontosan meghatározott jelentése 
van.̂ 1 logikai törvények Frege elméletében erre alapozódnak. Illusztráljuk ezt két egyszerű 
példával. 
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Első példa. A negáció és a kondicionális használati módjára vonatkozó előírásokból 
(„igazságszabályokból") folyik, hogy bármilyen konkrét (egyértelmű) kijelentő monda-
tokkal helyettesítjük is a p, q paramétereket a 

(pDq)D(~qD~p) 

formulában, mindig igaz állítást kapunk. Ezt a tényt így fejezzük ki: 

(9) h (pDq)D(~qD~p). 

Világos, hogy itt a ,1-' nem azt jelenti, hogy ami utána következik, az igaz (hiszen nincs 
határozott tartalma a ,1-' után következő jelsorozatnak), hanem azt, hogy az utána 
következő séma általános logikai igazságot ábrázol, amelyből a paraméterek minden 
szabályos behelyettesítésével igaz állítás nyerhető. A ,(-' tehát nem egyszerűen az 
ítélésnek, a gondolat elfogadásának, hanem a bebizonyított logikai igazságnak a jele. 
Ténylegesen ez a funkciója e jelnek a fogalomírásban. — Példánk azt is illusztrálja, hogy 
miként értendő Frege azon megállapítása, hogy a betűk (a paraméterek) az általánosság 
szimbólumai. Nevezetesen: a logikai törvényekben szereplő paraméterek tetszőlegesen 
helyettesíthetők, csupán arra ügyelve, hogy egy paramétert vele azonos kategóriába 
tartozó kifejezéssel helyettesítsünk. így (9)-ben p és q helyettesíthetők mondatokkal vagy 
a fogalomírás nyelvének formuláival (az utóbbi esetben a helyettesítés révén fellépő új 
paraméterek ismét helyettesíthetők stb.). A második eset azért fontos, mert ezen az úton 
az általános logikai igazságokból kevésbé általános logikai igazságokat, tehát speciális 
eseteket nyerhetünk (illusztráció alább). 

Második példa. Az azonosság és a kondicionális igazságszabályából folyik: Bármilyen 
individuumnéwel helyettesítjük is az a, b paramétereket, és bármely egyargumentumú 
predikátumot teszünk is / helyére az ,j\a) D ((ű = b) D ДЬ))" formulában, mindig igaz 
állítást nyerünk. Tehát 

(10) \-Aa)D((a = b)D№) 

is logikai igazság. Mármost „c = ű" felfogható Дс) speciális esetének. Ekkor ,Дя)"-пак 
=ű", ,ДЬ)"-пек „b = a " felel meg. E helyettesítésekkel (10)-ből az alábbi speciális 

esetet kapjuk: 

(11) h ( a = a)D((a = b)D(b=a)) . 

Ilyenfajta specializációkra utaltam az előző bekezdés végén. A most nyert eredmény 
azonban némi továbbhaladásra ösztönöz. Az azonosság igazságszabálya alapján triviális, 
hogy 

(12) h a=a. 

A kondicionális igazságszabálya szerint ,/í D B" és A igazsága esetén В is igaz. És ha 
)yA D B" és A logikai igazságok sémái, akkor В is logikai igazság sémája. Megfogalmazhat-
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juk tehát a következő szabályt: 

(13) Ha V-A DB és \-A, akkor \-B , 

bármilyen formula legyen is A, ill. В szerepében. E szabály alapján (ll)-ből és (12)-ből 
következik: 

(14) h (a = b)D(b=a), 

vagyis az azonosság szimmetriatörvénye. 
A (9) . . . (12), (14) törvények logikai erejük tekintetében egyenrangúak. A fentiekben 

bemutatott megalapozási módjuk azonban különböző. A (9), (10), (12) törvényeket 
közvetlenül a bennük szereplő logikai konstansok (=, Э) jelentésére (igazságszabályá-
ra) alapoztuk. Ezzel szemben (1 l)-et egy szintaktikailag megfogalmazható szabály (f(c) 
helyettesítése „c =a"-val) segítségével származtattuk (10)-ből; (14)-et pedig (ll)-ből és 
(12)-ből nyertük a (13) alatt megfogalmazott, ugyancsak szintaktikai jellegű szabály, az 
ún. leválasztási szabály alkalmazásával. 

Azon, hogy egy szabály szintaktikai jellegű, azt értjük, hogy helyes alkalmazásának 
nem előfeltétele a formulákban szereplő szimbólumok jelentésének ismerete; elegendő 
ismerni a formulák képzésére vonatkozó grammatikai előírásokat. Világosan látható ez a 
(13) alatti leválasztási szabályban. Persze, a szintaktikai jellegű szabályok helyességét 
(vagyis azt, hogy logikai igazságokból logikai igazságokat produkálnak) szemantikailag, 
azaz a logikai konstansok jelentése alapján kell megalapozni. Csak így lesznek egyenlő 
erejűek a közvetlenül megalapozott és az ezekből szintaktikai, azaz formális szabályok 
révén származtatott törvények. Természetesen az utóbbiak is mindig megalapozhatók 
közvetlenül (így a fönti (11) és (14) is). A formális szabályok azonban megkönnyíthetik 
és meggyorsíthatják új törvények fölfedezését. 

A bemutatott példák illusztrálják Frege metodológiáját, melynek lényege a következő. 
Szemantikailag megalapoz néhány logikai igazságot (szám szerint kilencet, köztük 
szerepel a fenti (9), (12), valamint kissé módosított formában (10)), továbbá néhány 
szintaktikai szabályt, amely logikai igazságokból logikai igazságokat produkál (köztük 
szerepel a fönti (13) is). Minden más logikai igazságot e szabályokkal származtat 
(formálisan bizonyít) a kilenc „alaptételből". 

Frege logikai elméletéből elkülöníthető egy tiszta szintaktikai rendszer. Ebbe tartozik 
a formalizált nyelv grammatikai szabályainak leírása, továbbá az alaptételek és a formális 
bizonyítási szabályok felsorolása. Az ilyen rendszert szokás kalkulusnak nevezni. A 
kalkulus tételei az alaptételek és a belőlük formálisan bizonyítható formulák. „I -A" 
éppen azt fejezi ki, hogy az A formula tétele a kalkulusnak. (így a , P jel valójában nem 
tartozik a kalkulus nyelvéhez; segítségével a kalkulusra/ teszünk állítást.) 

Ha a formalizált nyelvet nemcsak leírjuk, hanem szemantikáját is megadjuk (rögzítjük 
a konstansok jelentését és a paraméterek megengedett behelyettesítés értékeit), az 
alaptételeket és a formális bizonyítás szabályait nemcsak felsoroljuk, hanem bizonyítjuk 
is (a nyelv szemantikája alapján), akkor szemantikailag megalapozott kalkulust kapunk, 
melynek tételei valóban logikai igazságok. Frege logikai elméletét pontosan úgy 
jellemezhetjük, mint szemantikailag megalapozott kalkulust. 
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A „Fogalomírásában szereplő négy logikai konstans közül eddig csak hármat 
ismertettünk. A hátralevő negyedik korszakalkotó horderejűnek minősíthető, és az 
általánosság kifejezéséhez kapcsolódik. Már tudjuk, hogy a logikai törvények általánossága 
a bennük szereplő paraméterek révén fejeződik ki. Ámde általánosság szerepelhet a logikai 
törvényt kifejező formula egy részformulájában is. Példaként említhetjük Arisztotelész 
egyik ún. megfordítási törvényét: 

Ha A egyetlen B-re sem vonatkozik, akkor 
В egyetlen A -ra sem vonatkozik . 

Ebben A és В ún. általános terminusokkal tölthető ki; a fregei grammatikában ezek 
megfelelői az egyargumentumú predikátumok. Arisztotelész törvényét, első közelítésben, 
így fogalmazhatjuk át: 

(15) Ha / hamis minden olyan individuumra, melyre g igaz, akkor 
g hamis minden olyanra, amelyre/igaz. 

Itt f és g egyargumentumú predikátumok. Látjuk, hogy (15) feltételes állítás, melynek 
előtagja: 

(16) /hamis minden olyan individuumra, melyre g igaz. 

Ebben bizonyos, az individuumokra vonatkozó általánosság szerepel. Hogyan fejezhetjük 
ezt ki a fogalomírás nyelvén? Vegyük figyelembe, hogy 

(17) g(a) D -Да) 

így olvasható: „ha g igaz a-ra, akkor /hamis а-ra". Nos, (16) épp azt fejezi ki, hogy ez 
igaz, bármi legyen is a. Tehát (16) nem más, mint (17) általánossága az a individuum-
paraméterre nézve. Ezt az általánosságot úgy fejezzük ki, hogy a (17) formulában az ,a' 
paramétert kicseréljük az ,x' betűvel, és a formula elé írjuk a ,\/x' kifejezést: 

УЩре) D ~Дх)) . 

„Vx" kiolvasása: „minden x-re". Az ,V szimbólumot univerzális kvantornak nevezzük. 
Ez a fogalomírás negyedik logikai konstansa. — Ezután a (15)-beli kondicionális utótagját 
analóg módon, ,,\/x(f{x) D ~ #(*))" segítségével fejezzük ki, s végül Arisztotelész 
törvénye a fogalomírásban a következő alakot ölti: 

bVxteOO D - / ( * ) ) D \/x(Ax) D ~g(x)) . 

Mint minden logikai törvényben, ebben is a paraméterek (f és g) képviselik az 
általánosságot; ezek tetszőleges (egyargumentumú) predikátumokkal helyettesíthetők. 
Individuumokra vonatkozó általánosság azonban e törvényben éppúgy nem szerepel, mint 
a (15) alatti közelítő megfogalmazásában vagy az arisztotelészi változatban; hiszen nincs 
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benne individuumparaméter. Az ,a' helyére írt ,x' nem helyettesíthető individuumnéwel. 
Ha a nevet szimbolizál, akkor x csupán névmást szimulál; mintegy mesterséges névmásnak 
mondható. Hivatalos elnevezése: individuumváltozó. Frege gót betűket használt változók-
ként, hogy élesen megkülönböztesse őket latin betűs paramétereitől. Az ő eredeti 
jelölésében 

szerepel ,,Vxf{x)" helyett. 

Az univerzális kvantor alkalmazásának grammatikai szabálya a következő. Az V kvantort követnie 
kell először is egy változónak (e célra az x, y, z betűket használhatjuk, szükség esetén indexezve), majd 
egy kifejezésnek, amelyet a kvantor hatáskörének mondunk. Ez a kifejezés úgy jön létre valamely 
formulából, hogy benne egy individuumparamétert a kvantort követő változóval helyettesítünk; 
nevezzük az ilyen kifejezéseket nyitott formuláknak. A kvantor hatáskörét alkotó nyitott formulát 
általában zárójelekkel határoljuk; zárójelek híján a hatáskör a kvantort és változóját követő 
legrövidebb (nyitott) formula. A kvantor hatásköre esetleg lehet nem-nyitott formula is; ekkor 
látszatkvantifikációról van szó, amelyet szemantikailag hatástalannak tekintünk. (Most látható a 
.paraméter' terminus használatának előnye: a kvantifikálható változók más funkciójú szimbólumok, 
mint a behelyettesíthető, „interpretálható" paraméterek.) 

Frege magyarázata szerint az univerzális kvantor másodfokú predikátum, amelynek 
argumentumai közönséges (elsőfokú) predikátumok lehetnek, az argumentumhely kitölté-
sével pedig mondatot nyerünk. Valóban, ha а „УдгДх)" sémában/-et az argumentumhely 
fenntartójának tekintjük, és , Дс)" szerepét pl. „c = c"-re osztjuk (amikor is , ДлО''-et az 
,jc = x" nyitott formulával kell helyettesítenünk), akkor az argumentumhely kitöltése 
után a „Vx(x = л:)" formulát nyeljük. Ebben azonban nincsenek paraméterek, tehát 
valódi mondat; köznyelvi kifejezési formája: „Minden (individuális objektum) azonos 
önmagával." Ez is a fogalomírás tételei (logikai igazságai) közé tartozik; tehát: 

Ha azonban a „\/лДх)'' sémában ,^jc)"-et olyan nyitott formulával helyettesítjük be, 
amelyben paraméterek is szerepelnek, akkor természetesen nem kapunk eredményül 
valódi mondatot, hanem csak paraméteres mondatsémát (amelyből a paraméterek 
behelyettesítésével nyerhetünk valódi mondatot). 

„~Vx~Дх)" azt fejezi ki, hogy nem mindenre hamis az f predikátum, azaz hogy van 
olyan dolog, melyre / igaz. E sémát „ЭхДх)" alakban rövidíthetjük; „Зх" kiolvasása: 
„Van olyan x, melyre", vagy „Némely л:-re". Az „3' szimbólum az egzisztenciális 
kvantor. Mint látjuk, az egzisztencia kifejezhető az univerzalitás (plusz a negáció) 
segítségével. Mivel V másodfokú predikátum, ebből következik, hogy 3 is az; az 
ontológiai istenbizonyítások Frege szerint abban a közös logikai hibában szenvednek, 
hogy az egzisztenciát elsőfokú predikátumként kezelik. 

Ha csak egyargumentumú predikátumokat használunk, a funktor és argumentuma 
megkülönböztetése, továbbá a kvantorok és a kvantifikálható változók használata 
mellőzhető. Ez a magyarázata annak, hogy a tradicionális logikában e fogalmak nem 
szerepelnek. (A ,minden', ,némely' kvantorszavakat persze használták, de távolról sem a 
fregei értelemben.) Hasonló a helyzet a Boole—Schröder-féle logikai algebrában: ennek 
kifejező ereje szintén az egyargumentumú predikátumok körén belül marad. Frege 

h Vx(x = x) . 
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jellemzése szerint Boole algebrája csupán calculus ratiocinator, de nem lingua characteris-
tica universalis. Boole egy algebrai jellegű technikát dolgozott ki (e technika tekintetében 
lényegesen meghaladta a tradicionális logika eszköztárát), amelynek keretében bizonyos 
logikai feladatok szisztematikusan megoldhatók. Nem véletlen, hogy Boole kezdeménye-
zéséből egy matematikai diszciplína (a Boole-algebra) fejlődött ki (amely egyebek között 
alkalmazható a modern logika területén is). Frege nem folytatója vagy továbbfejlesztője a 
Boole—Schröder-féle vonalvezetésnek, hanem merőben új úton indul el az állítások logikai 
finomszerkezetének feltárásával. Ezzel kapcsolatban kulcsfontosságú a többargumentumú 
predikátumok és a többszörös kvantifikáció kifejezésének lehetősége. Enélkül lehetetlen 
föltárni az olyan állítások logikai szerkezetét, mint pl. JMinden embernek van anyja', vagy 
pontosan definiálni а Дга JC tart c-hoz, akkor у tart 6-hez' típusú matematikai állítások 
jelentését. (Az ilyen problémák megoldhatatlanok a Boole—Schröder-algebrában.) 

Boole, De Morgan, Schröder és mások hozzájárulása a logika fejlődéséhez jelentős, de a 
leibnizi programnak csak az egyik, éspedig a kevésbé fontos pontjára terjed ki: a logikai 
összefüggések mechanikus kiszámításának realizálására. Az univerzális logikai nyelv 
megteremtése és egyben ennek kalkulussá formálása Frege műve. Ezért egyértelműen őt 
kell tekintenünk a modern logika megalkotójának, korunk Arisztotelészének. 

A „Fogalomírás" megjelenése óta eltelt száz esztendő természetesen bővítette 
ismereteinket a Frege művében tartalmazott elsőrendű logikáról. Kiderült, hogy a 
kalkulus némileg egyszerűsíthető: az alaptételek és a bizonyítási szabályok száma 
csökkenthető. Számos fogást ismerünk a kalkulus alkalmazásának egyszerűsítésére; ezek 
következtében a mai formális bizonyítások tömörebbek, áttekinthetőbbek, mint Frege 
eredeti levezetései. A legfontosabb eredmény azonban K. Gödel 1930-ban publikált 
tétele, amely szerint Frege kalkulusa teljes abban az értelemben, hogy a kalkulus 
nyelvében megfogalmazható bármely logikai igazság (törvény) formálisan levezethető az 
alaptételekből. (Frege hitt ebben, de bizonyításának problémáját föl sem vetette.) — A 
fregei mű alapjai tehát száz esztendő elmúltával is szilárdak. 

A „Fogalomírás" logikai elmélete azonban ténylegesen tágabb, mint az, amit manapság 
klasszikus elsőrendű logikának nevezünk. Jeleztem, hogy nem követem betű szerint 
Fregét az ismertetésben; itt az ideje szólni az eltérésekről. Ezek közül a legfontosabb az, 
hogy Frege megengedi a predikátumparaméterek változókkal (gót betűkkel) való 
helyettesítését és ezek kvantifikálását, röviden: a predikátumok kvantifikálását is. így a 
„Fogalomírásában egy másodrendű logika körvonalai bontakoznak ki, ezt a későbbi 
években Frege részleteiben is kidolgozza. Csak ez a bővebb logika lesz alkalmas az 
aritmetika logikai rekonstrukciójához. - A további eltérések bemutatását célszerű lesz 
Frege szemantikai eszméinek elemzésével összekapcsolni. 

FREGE SZEMANTIKÁJA 
/ 

A „Fogalomírásában Frege a szimbólumokat a fogalmi tartalom kifejezőinek 
deklarálja. Később a korabeli matematikai formalizmussal és a logikába beszivárgó 
pszichologizmussal folytatott vitája arra készteti, hogy a jel mögötti tartalmat két 
komponensre bontsa. E szétbontás módját és szükségességét legegyszerűbb a terminusok 
(individuumnevek) körében bemutatni. 
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Mi a különbség — veti föl Frege a kérdést — ,/z = a" és = b" között, ha az utóbbi is 
igaz állítás? Például mi a különbség e két azonosság között: 

(18) Lima = Lima, 

(19) Lima = Peru fővárosa . 

Történetesen a ,Lima' terminus ugyanazt a (földrajzi) objektumot jelöli, mint a ,Peru 
fővárosa' terminus. Következésképp (19)-ben egy objektumról van szó, egy objektumról 
állítjuk, hogy azonos önmagával. De (18)-ban ugyanerről az objektumról állítjuk 
önmagával való azonosságát. A két állítás között tehát nincs különbség? 

A megismerés szempontjából a két állítás különbsége nyilvánvaló: (18)-nak, bár igaz, 
nincs információtartalma, míg (19) információt nyújt mindazoknak, akik nem tudják, 
hogy a két terminus egyazon tárgyat nevezi meg. De ha az azonosság jelét úgy 
értelmezzük, ahogyan Frege a „Fogalomírásában teszi, nevezetesen hogy e jel segítségével 
a fogalmi tartalom egybeesését fejezzük ki, akkor (18) és (19) különbségét vagy nem 
tudjuk megmagyarázni, vagy pedig az ,fl = a" sémájú azonosságok kivételével minden 
azonossági állítást hamisnak kell minősítenünk. Frege kiútja: „a = b" csak azt állítja, hogy 
a benne szereplő két terminus egyazon tárgyat jelöli, de nem állítja, hogy ugyanazon 
módon jelöli; ezzel szemben — a" esetén az azonosságjel két oldalán már a terminusok 
is azonosak, és így ugyanazon módon jelölik ugyanazt a tárgyat. 

Ha a terminus (Frege kifejezésével: a tulajdonnév) megnevez, megjelöl egy (konkrét 
vagy absztrakt) tárgyat, akkor e tárgy a terminus denotátuma, jelölete (Frege kifejezésé-
vel: Bedeutung). Ha két terminus megegyezik a jelöletében, még különbözhet a jelölés 
módjában; e különbözést Frege úgy fejezi ki, hogy a két terminusnak különböző a 
jelentése, értelme (Frege kifejezésével: Sinn). Minden terminusnak van jelentése, bár 
jelölete nincs mindig (pl. a Jíerberosz' tulajdonnév vagy az ,1. István azon fia, aki őt a 
trónon követte' leírás semmit sem jelöl). 

A német köznyelvben a »Bedeutung' és a ,Sinn' szavak éppúgy szinonimák, mint magyar 
megfelelőik, a jelentés' és az .értelem'. Frege szakkifejezésekként szerepelteti őket, A mai 
szakirodalom igyekszik elkerülni ezt a nem szerencsés szóhasználatot; így a fregei ,Bedeutung'-ot 
többnyire a ,denotátum' szóval adják vissza. E helyett alkalmazom itt a jelölet' műkifejezést. A fregei 
,Sinn' így zavar nélkül fordítható akár jelentésnek, akár értelemnek, többnyire az elsőt használom. 

A korábbi „fogalmi tartalom" tehát a terminusok (individuumnevek) körében 
szétbomlik jelöletre és jelentésre. Az = b" azonosság csak a jelölet, s nem a jelentés 
megegyezését állítja. így (18) és (19) között is jelentésbeli különbség van. 

Ebből már sejthető, hogy a jelölet és a jelentés megkülönböztetésében Frege nem áll 
meg a terminusoknál, hanem kiterjeszti valamennyi grammatikai kategóriára. Kiindul 
abból a tényből, hogy ha egy mondatban valamely terminust vele azonos jelöletű 
terminussal cserélünk föl, akkor a mondat jelentése ugyan megváltozik, de „igazságérté-
ke" többnyire változatlan marad (a kivételekről később lesz szó): ha igaz volt, igaz marad, 
ha hamis volt, hamis marad. Ez arra készteti Fregét, hogy az igazságot és a hamisságot 
absztrakt tárgyaknak nyüvánítsa, s e tárgyakat tekintse a kijelentő mondatok lehetséges 
jelöleteinek. Minden igaz mondat az Igazat (das Wahre), minden hamis mondat a Hamisat 
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(das Falsche) jelöli. „Ezt a két tárgyat mindenki, aki egyáltalán ítél, aki valamit igaznak 
tart — tehát még a szkeptikus is —, még ha csak hallgatólagosan is, de elismeri." 
([5], V.) Közös nevük: igazságérték. Ha egy mondatban jelölet nélküli név szerepel, 
akkor a mondatnak sincs jelölete (igazságértéke), noha jelentése van. 

E megközelítésben az igazságértékek tárgyak, de tárgyakat jelölnek a terminusok is (ha 
van jelöletük). A mondat és a terminus (individuumnév) megkülönböztetése ezzel 
elenyészik, vagy legalábbis veszít jelentőségéből. „Tehát minden olyan kijelentő mondat, 
amelyben a szavak jelölete lényeges, tulajdonnévként fogható föl, melynek jelölete — 
föltéve hogy van jelölete — az Igaz vagy a Hamis." ([5], V.) E felfogás konklúziójaként 
Frege a fogalomírásban egyetlen paramétertípust használ a mondatok és a terminusok 
számára (eltérően az előző szakasz ismertetésétől). 

Ez az összeolvasztás azonban konfúzióhoz vezethet, hiszen az ítélés jele (h) csakis 
mondatokra, ill. a mondatokat reprezentáló formulákra alkalmazható. A „Fogalomírás"-
ban e konfúziót Frege azzal a szabállyal hárítja el, hogy az ideogrammákban egy-egy 
vízszintes vonaltól jobbra mindig „megítélhető tartalmú" — azaz mondat típusú — 
kifejezésnek kell szerepelnie; pl. ,,-ű" esetén a csak mondattal helyettesíthető. Később 
(lásd pl. [6]) a vízszintes vonalat önálló funktornak deklarálja, a következő szabállyal: Ha 
A az Igazat jelöli, akkor „—A" is ezt teszi, ha pedig A nem az Igazat jelöli (hanem a 
Hamisat vagy bármilyen más tárgyat), akkor ,,—A" a Hamisat jelöli. így pl. , -2 ' a Hamisat 
jelöli, hiszen ,2' egy számot jelöl, nem az Igazat. Ennek negációja (Frege eredeti jelölése 
szerint:,Т2') viszont az Igazat jelöli (s így ,h~2' korrekt ítélet). E műfogással a mondat 
és a terminus kategóriájának a grammatikai szinten való összeolvasztása nem okoz zavart a 
szemantikai szinten. 

A mai logika e mesterkéltségben nem követi Fregét, hanem a grammatikai szinten is 
élesen megkülönbözteti a terminus és a mondat kategóriáját. (Még a platonisztikus 
filozófiai hajlamú logikus is, aki esetleg hisz az igazságértékeknek mint önálló tárgyaknak 
a létezésében, kénytelen azt elismerni, hogy az igazságértékek annyira „másfajta tárgyak", 
mint azok, amelyeket a közönséges individuumnevek jelölnek, hogy az őket jelölő 
kifejezéseket — a mondatokat — külön kategóriába kell sorolni.) 

Frege eljárásának azonban van racionális magva: a funktorok éles megkülönböztetése a 
nemfunktoroktól, az egyéb nyelvi kifejezésektől. (Ezt a megkülönböztetést őrzi a mai 
logika az д/apkategóriák és a funktorkategóriák családjának szétválasztásával.) Az 
individuumnevek és a mondatok határozott jelentéssel bíró, befejezett jellegű nyelvi 
képződmények, míg a funktorok, Frege jellemzése szerint, kitöltetlenek. A nem-
funktorokat egyértelműen jellemzi, hogy (ha van jelöletük) tárgyat jelölnek (persze azzal 
a megállapodással, hogy a mondatok az igazságértékek valamelyikét jelölik). A funktor 
viszont semmiféle tárgyat nem jelöl. De ha az elsőfokú funktor argumentumhelyét (ill. 
argumentumhelyeit) tárgy(ak) nevével kitöltjük, az eredményül nyert kifejezés ismét 
tárgyat jelöl. (Másodfokú funktor esetén az argumentumhelyet funktorral kell kitölteni; 
eredményül ekkor is egy tárgy nevét kapjuk.) Ha ez a tárgy mindig igazságérték (azaz ha a 
funktor kitöltése mindig mondatot eredményez), akkor a funktort predikátumnak 
mondjuk (elsőfokú funktor esetén). Frege a fogalomírás grammatikájában összevonja a 
mondat és a terminus kategóriáját, és ennek konzekvens folytatása, hogy az elsőfokú 
funktorok körében sem különíti el a predikátumokat: egyetlen paramétertípust használ az 
elsőfokú funktorok számára, nincsenek külön predikátumparaméterei. (Eltérően az előző 
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szakasz ismertetésétől, az / , g, h. betűk valójában nem predikátumparaméterek, hanem 
elsőfokú funktorparaméterek). A szemantikai zavart itt is a vízszintes vonal hárítja el; 
ugyanis a szemantikai szinten a megkülönböztetés lényeges. A mai logika e tekintetben 
sem követi Fregét: a predikátumok külön kategóriát alkotnak az elsőfokú funktorok 
körében. 

A nemfunktorok — nevezzük őket neveknek — tehát tárgyakat jelölnek, a funktorok 
viszont nem. Jelölnek-e a funktorok egyáltalán valamit? Olyan értelemben, mint a nevek, 
semmiképp sem. Ám a jelölet és a jelentés megkülönböztetésének a funktorokra való 
kiterjesztése mégis indokolt. Megeshet ugyanis, hogy két (azonos fok- és argumentum-
számú) funktor megegyezik abban, hogy azonos jelöletű nevekkel kitöltve őket mindig 
azonos jelöletű (bár esetleg különböző jelentésű) neveket kapunk. (Pl. jc2 — 1' és 
,(jc + 1)(jc — 1)' ilyen funktorok, ha r)t' tartja fönn a kitöltésre váró helyet.) Az ilyen 
funktorok bármely névben fölcserélhetők egymással a név jelöletének megváltozása nélkül 
(bizonyos fönntartásokkal, amelyekről később lesz szó). Ezt az esetet célszerű úgy 
jellemezni (a korábbi analógiák alapján), hogy a két funktor jelölete megegyező, noha 
jelentése esetleg eltérő. így a jelölet és a jelentés megkülönböztetését Frege minden 
grammatikai kategóriára kiterjeszti. 

Imént meghatároztuk, mit értünk azon, hogy két funktor jelölete megegyező; ez a 
meghatározás azonban nem foglalja magában azt, hogy mit értsünk egy funktor jelöletén. 
Talán nem is szükséges jelöletet tulajdonítani a funktoroknak; azt, hogy egy névben két 
funktor mikor cserélhető föl egymással a név jelöletének megváltozása nélkül, a funktor 
jelöletére való hivatkozás nélkül is el lehet mondani. Frege számára azonban a jel mögötti 
„fogalmi tartalom" alapvető fontosságú (elsősorban a formalizmussal és a pszichologista 
szubjektivizmussal folytatott vitájában); így semmiképp sem hagyhatja megválaszolatlanul 
egy nyelvi kategória és a külső világ kapcsolatának kérdését. Meghatározása szerint a 
nevek tárgyakat, a funktorok pedig függvényeket jelölnek. (Ténylegesen Frege nem 
használja a ,funktor' kifejezést, helyette ,függvényjel'-ről beszél.) Számára tárgy és 
függvény tovább nem elemezhető végső kategóriák, amelyek ennélfogva nem is 
definiálhatók „iskolás módon", csak egymáshoz való viszonyukat lehet érzékeltetni. 
Függvény mindaz, aminek nyelvi kifejezési formája kitöltetlen helyet tartalmaz; tárgy 
mindaz, ami nem függvény, ami kitöltetlen hely használata nélkül megnevezhető. A 
tárgyak és a függvények élesen elkülönítettek: egy függvény sohasem lehet tárgy, és 
fordítva sem. — Végül is a funktor nem „jelöl" olyan értelemben, mint a név, bár a 
funktor és „jelölete" közötti kapcsolat némileg analóg a név és jelölete közötti 
kapcsolattal. (Itt Frege előnyben van azzal, hogy a ,Bedeutung' szót használja.) 

Az egyargumentumú predikátumok jelöletei speciális függvények, amelyeket Frege 
fogalmaknak nevez (néha tulajdonságoknak is mondja őket). A ,fogalom' kifejezést tehát 
Frege igen speciális értelemben, a szokásostól eltérő módon használja (és erre nagyon kell 
ügyelni mindenkinek, aki Fregét olvassa). A fregei „fogalom" nagyjából megfelel a 
tradicionális „általános abszolút (nem relációs) fogalom"-пак. De Frege számára e 
fogalmak nem az egyes emberek fejében egzisztálnak, s nem is az általánosságban vett 
„emberi gondolkodás" konstruálja őket, hanem objektíve léteznek (noha nem tárgyak!)-, 
az emberi gondolkodás megragadhatja, fölismerheti őket. - A kétargumentumú prediká-
tumok jelöleteit pedig relációknak (Beziehungen) nevezi Frege. A relációk a tradicionális 
relatív fogalmak megfelelői, az iméntiekkel analóg fenntartásokkal. 
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E megközelítéssel Frege közel jut ahhoz, hogy kiutat találjon a nominalizmus és a 
realizmus ősi vitájából. Az érzékszerveinkre ható, de tőlünk függetlenül, objektíve létező 
anyagi világ elismerése sehol sem kétséges számára. S nemcsak az individuális tárgyak, de 
tulajdonságaik és kapcsolataik is objektívek. Csak annak világos leszögezése hiányzik, 
hogy az utóbbiak is ugyanazon materiális világ komponensei, mint amelyben a fizikai 
tárgyak egzisztálnak. 

De hagyjuk egyelőre Frege ontológiáját, és térjünk vissza szemantikájához. Alaptézise 
a következő: Ha egy összetett névben (amely mondat is lehet) egy jelölettel bíró 
alkatrészt (nevet vagy funktort) vele azonos jelöletű kifejezéssel cserélünk föl, az összetett 
név jelölete nem változik, bár a jelentése megváltozhat. Ez így igaz egy matematikai 
diszciplína nyelvében, de könnyű rá ellenpéldát konstruálni a természetes nyelvekben. Ezt 
a tényt Frege is észreveszi, mindenekelőtt az ún. egyenes és függő beszédben, azaz amikor 
más szavait idézzük szó szerint (idézőjelekkel határolva) vagy tartalom szerint (,hogy' 
kötőszóval bevezetett mellékmondatban). E probléma megoldása érdekében megkülön-
bözteti a szavak szokásos és közvetett jelöletét (és jelentését). A szokásos jelölet, ill. 
jelentés az eredeti értelemben vett jelölet, ill. jelentés. Egy kifejezés közvetett jelölete 
viszont azonos a kifejezés eredeti, azaz szokásos jelentésével. A beszédben a szavak 
általában a szokásos jelöletükkel és jelentésükkel szerepelnek, ám egyes esetekben — pl. a 
függő beszédben — közvetett jelöletük és jelentésük funkcionál. Az utóbbi esetben a 
fölcserélési elv úgy értendő, hogy a közvetett jelöletével szereplő szó vele azonos 
közvetett jelöletű — azaz vele azonos jelentésű — szóval cserélhető föl. A JMagyarország 
fővárosa' név (szokásos) jelölete megegyezik ,Budapest' jelöletével. De ha a ,Mr. Taylor 
azt hitte, hogy Magyarország fővárosa Bukarest' mondatban az elsőt fölcseréljük a 
másodikkal, a mondat jelölete (igazságértéke) megváltozhat. E mondatban tehát a 
,Magyarország fővárosa' kifejezés (sőt, a ,hogy'-ot követő teljes mellékmondat) közvetett 
jelöletével (és jelentésével) szerepel, s így itt csak vele azonos jelentésű névvel cserélhető 
föl az igazságérték megváltozásának kockázata nélkül. 

A jelölet és a jelentés megkülönböztetése az ilyen típusú szövegek logikai, szemantikai 
és grammatikai elemzésekor válik nélkülözhetetlenné. Frege megközelítése rendkívüli 
horderejű az olyan nyelvek — köztük a természetes nyelvek — vizsgálatában, amelyekben 
egyes kifejezések (a fregei értelemben vett) „közvetett" jelöletükkel is szerepelhetnek, (A 
modern modális és intenzionális logika ilyen jellegű formalizált nyelvekkel dolgozik.) E 
témát Frege úgyszólván csak megpendítette és természetes nyelvi példákkal illusztrálta 
(lásd [7]), részletes feldolgozása az utókorra maradt. Közismert, hogy Frege művei 
megjelenésükkor szinte teljesen hatástalanok voltak; még fokozottabban áll ez Frege 
szemantikai koncepciójára, amelyre csak századunk 40-es éveiben kezdtek komolyan 
fölfigyelni (főleg A. Church és R. Carnap kezdeményezésére); ehhez kapcsolódik az ún. 
Frege-reneszánsz kibontakozása. 

Carnap [3] fölcseréli a fregei jelölet—jelentés fogalompárt az extenzió—intenzió 
fogalompárral. (Nem puszta terminológiaváltásról van szó, hanem a fogalmi tartalom 
részleges módosításáról is.) Megkülönböztet extenzionális és intenzionális funktorokat. 
Extenzionális funktort alkalmazva az eredmény extenziója csak az argumentum(ok) 
extenziójától függ (ilyenek pl. a klasszikus logika funktorai). Intenzionális funktor 
alkalmazásakor az eredményül nyert kifejezés extenzióját általában nem determinálja az 
argumentum(ok) extenziója, hanem csak az argumentum(ok) intenziója (ilyenek pl. a 
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modális funktorok: szükségszerű, hogy . ..',,lehetséges, hogy . . s t b . ) . így a kifejezések 
szokásos, ill. közvetett jelöletükkel való előfordulásának fregei megkülönböztetését az 
extenzionális, ill. intenzionális funktorok szabatosabb megkülönböztetése váltja föl. Az 
utolsó két évtizedben e gondolat — finomítva és továbbfejlesztve — rendkívüli 
jelentőségűnek bizonyult a nyelvfilozófiai és logikai kutatásokban. 

A szavak szokásos és közvetett jelöletének fregei megkülönböztetése azonban 
megindított egy olyan ontológiai lavinát is, amelyet a szerző bizonyára nem gondolt végig. 
Legyen с egy név; ekkor Frege szerint с jelölete egy tárgy. Eddig nem érdeklődtünk arról, 
hogy mi lehet с jelentése. Sőt, a korábbiak alapján e kérdést el is lehet hárítani, hiszen a 
jelentés' kifejezést csak olyan kontextusokban használtuk, hogy két kifejezésnek egyezik 
a jelölete, de különbözik a jelentése; az utóbbi pedig, Frege gyakori magyarázata szerint, 
csupán képletes átfogalmazása annak, hogy a két kifejezés különböző módon jelöli közös 
jelöletét. Röviden: a korábbiak alapján a jelentések „reifikálása", tárgyiasítása elkerül-
hetőnek tűnik. Ám lássuk most azt az esetet, amikor с közvetett jelöletével szerepel. Ha a 
név jelölete mindig tárgy, akkor с közvetett jelölete is tárgy. De с közvetett jelölete nem 
más, mint с szokásos jelentése. Konklúzió: с jelentése is tárgy, éspedig nyilvánvalóan 
olyan tárgy, amely különbözik с jelöletétől. 

Most tegyük föl, hogy с jelentése is megnevezhető valamilyen módon. (Ez a gondolat 
nem idegen Fregétől : néha ő is konstruál olyan kifejezést, amely egy név jelentését nevezi 
meg.) Jelölje , V с jelentésének nevét. Mint minden névnek, 'c-nek is van jelentése; és ez 
is tárgy, amely szintén megnevezhető lehet. Jelölje ,"Cc)' — rövidítve: , A V - *c 
jelentésének nevét. *'с jelentése szintén tárgy, amely esetleg meg is nevezhető "'c-vel, 
s í. t. a végtelenségig. Egy konkrét tárgy nevéből kiindulva így képezhető a tárgyaknak 
minősített jelentések sorozata, amelynek végtelenségét csak az szakíthatja meg, ha 
valamely lépés után aj a névnek már nincs jelentése, csak jelölete, vagy b) a név jelentése 
és jelölete egybeesik, vagy с) a név jelentése nem nevezhető meg. Ezek közül a) és b) 
kivételt jelentene Frege általános szemantikai alapelvei alól, c) pedig elhárítható úgy, hogy 
az egész problémát függetlenítjük a megnevezhetőségtől. 

Konzekvensen végigviszi e gondolatsort - a megnevezhetőségtől függetlenítve — A. 
Church [4]. Posztulátumai: 

(i) Minden tárgyhoz tartozik legalább egy olyan (absztrakt) tárgy, amelyet az eredeti 
tárgy fogalmának nevezünk; ha a tárgynak van neve, akkor a név jelölete a tárgy, jelentése 
pedig a tárgy valamely fogalma. (Látható, hogy Church más értelemben használja a 
,fogalom' terminust, mint Frege). 

(ii) A tárgyakat típusokba sorolva kell elgondolnunk; a típusok páronként idegen 
osztályok (nincs közös elemük). A típusok hierarchikus elrendezésűek; egy tárgy 
(valamennyi) fogalma mindig eggyel magasabb típusba tartozik, mint maga a tárgy. Ebből 
következik, hogy egy alaptípusból kiindulva végtelen típussorozatot nyerünk. 

(iii) A két grammatikai alapkategóriának megfelelően van legalább két alaptípus. Az 
egyikbe tartozó tárgyak az igazságértékek (a mondatok jelöletei); a másikba egyéb 
tárgyak (a közönséges individuumnevek jelöletei) tartoznak. (A funktorok típustartomá-
nyai az alaptípusok tartományaiból halmazelméleti műveletekkel származtathatók.) 

Itt tehát bármely tárgynak (függetlenül attól, hogy van-e neve) van fogalma, e 
fogalomnak is van fogalma, s. í. t. ad infinitum. Az absztrakt tárgyak e végtelen 
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hierarchikus organizációjához képest a platóni ideák birodalma kezdetleges képződmény-
nek tűnik. 

Frege aligha gondolt arra, hogy a jelentések tárgyiasítása és a jelölet—jelentés 
disztinkció iterálása ilyen súlyos konzekvenciákhoz vezet. Church megjegyzi, hogy az ő 
megoldása nem az egyetlen lehetséges (de nyilván ezt tartja konzekvensnek). Carnap 
megoldásában az intenziók (jelentések) valóban nem iterálódnak, s ez lényegében az 
extenzionális és az intenzionális funktorok megkülönböztetésének köszönhető. (Bár 
Carnap némileg másképp fogalmazza e megkülönböztetést.) 

Frege szemantikai alapelvét a mai logika a következő módosított formában használja: 
Egy összetett kifejezés jelentését egyértelműen meghatározza komponenseinek jelentése. 
A jelölet helyett a jelentés a determináló faktor. 

FREGE ONTOLÓGIÁJA 

A fregei szemantika problémái automatikusan ontológiai kérdésekhez vezettek. Most 
két olyan témát vizsgálunk, amelyek Frege ontológiai (és részben ismeretelméleti) 
nézeteihez kapcsolódnak, ám lényeges módon visszautalnak szemantikájára és logikai 
elméletére is. 

Az első téma az aritmetika logikai megalapozása. Mint a bevezetőben említettem, ez 
volt Frege alapvető vállalkozása, s tulajdonképpen mind a fogalomírás kidolgozása, mind a 
szemantikai alapfogalmak bevezetése e központi cél elérésének eszközei. 

Az aritmetikában a számokat objektumokként, tárgyakként kezelik, amelyekkel 
műveletek végezhetők. Ha az aritmetika a logika része vagy továbbfejlesztése, akkor a 
számoknak logikai objektumoknak kell lenniök. A tiszta logika azonban nem ismer más 
tárgyakat (a „tárgy" fregei értelmében) mint az igazságértékeket (s ezek száma mindössze 
kettő). Viszont léteznek tiszta logikai függvények (a D, =, V funktorok jelöletei), 
amelyek kombinálása végtelen sok függvényt eredményez, a logikai tárgyak számát 
azonban nem szaporítja. 

E nehézségből elvileg két kiút is lehetséges. Az egyik az, hogy a számokat nem 
tárgyaknak, hanem függvényeknek, éspedig a függvények speciális esetének: fogalmaknak 
tekintjük (a „fogalom" fregei értelmében). Ez azonban ütközne az aritmetika kialakult 
konvencióival, és legalábbis kényelmetlen lenne Frege grammatikai-ontológiai kategorizá-
lása szempontjából is; pl. a szokásos aritmetikai funktorokat (összeadás, szorzás) 
magasabb fokú funktorokként kellene kezelni. A másik megoldás: elismerni az igazság-
értékeken kívül más logikai tárgyak egzisztenciáját is. Frege „Az aritmetika alapjai" c. 
művében (1884, [8]) még habozni látszik a két megoldás között. Végül azonban „Az 
aritmetika alaptörvényei" c. könyve I. kötetében (1893, [9]) egyértelműen a második 
megoldást választja. 

Mint az előző szakaszból tudjuk, a függvények (Frege szerint) nem tárgyak. A 
„Függvény és fogalom" c. művében [6] azonban Frege posztulálja, hogy minden 
függvényhez tartozik egy speciális tárgy: a függvény értékmenete (Wertverlauf), amely 
megadja, hogy adott argumentumértékekre milyen függvényértéket kapunk. A függvény-
értékmenetek is a tovább nem elemezhető logikai objektumok közé tartoznak; így 
érthető, hogy formális definíciót nem találunk rájuk. Azt azonban definiálja Frege, hogy 
két függvény értékmenete mikor azonos: akkor és csak akkor, ha azonos argumentumokra 
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a két függvény értéke is mindig azonos. (Valójában ez sem definíció, hanem logikai 
alaptörvény, posztulátum.) 

Abban a speciális esetben, amikor a függvény értékei kizárólag igazságértékek (olyan 
függvényre gondolva, amely valamely elsőfokú egyargumentumú funktor jelölete), azaz 
amikor a függvény fogalom (a fregei értelemben), a függvény értékmenete úgy fogható 
föl, mint azon tárgyak összessége vagy osztálya, amelyek „a fogalom alá esnek", azaz 
amelyekre a kérdéses fogalom igaz. Pl. а До' predikátum olyan fogalmat jelöl, melynek 
értékmenetét a lovak osztálya alkotja. Ezt az osztályt vagy összességet azonban már a 
tradicionális logika is többé-kevésbé elismerte (absztrakt) objektumnak, és a fogalom 
terjedelmének nevezte. Ezt a megközelítést általánosítja Frege, amikor nemcsak a 
fogalmakhoz, hanem általánosan az elsőfokú függvényekhez asszociál egy-egy absztrakt 
objektumot: a függvény értékmenetét. Ha a függvény fogalom, akkor értékmenete e 
fogalom teijedelme. És ha a függvény tisztán logikai, akkor értékmenete is éppoly logikai 
tárgy, mint a két igazságérték. 

Frege megjegyzi, hogy ez a lépése vitatható; de aki elismeri a fogalmak terjedelmét, 
annak nincs oka kételkednie az ő megközelítésmódjának helyességében sem. Ha voltak is 
kezdeti aggályai Fregének saját eljárása megbízhatóságában, a módszer alkalmazásával 
elért sikerek elfeledtették vele az aggodalmakat. 

Lássuk röviden azokat a nehézségeket, amelyek a számfogalom logikai redukciójában 
föllépnek, ha nem hivatkozunk fogalomterjedelmekre. Nevezzünk két fogalmat „egyező 
méretűnek", ha van olyan reláció, amely „egy az egyhez" megfeleltetést létesít a két 
fogalom alá eső tárgyak között. (Ez a definíció megfogalmazható a fogalomterjedelmekre 
mint tárgyakra való hivatkozás nélkül, viszont relációk kvantifikálása szerepel benne.) 
Ezután egy elsőfokú F fogalom számosságát úgy értelmezhetjük, mint az „F-fel egyező 
méretűnek lenni" másodfokú fogalmat, vagy mint az utóbbi fogalom terjedelmét. Frege 
„Az aritmetika alapjai"-ban az utóbbi megoldást választja, ám egy lábjegyzetben 
megjegyzi, hogy bizonyára az első megoldás is jó lenne, bár bizonyos — véleménye szerint 
rendezhető — problémákat vetne föl. Kissé továbbhaladva az aritmetikai definíciókban, 
máris látjuk, miféle problémák lépnének föl. Frege a 0-t úgy definiálja, mint az 
„önmagával nem azonos" fogalmának számosságát (hiszen e fogalom alá semmi sem esik), 
az 1-et pedig mint az „azonos a 0-val" fogalom számosságát (mivel e fogalom alá egyetlen 
tárgy esik: a 0). De ha a 0 nem tárgy (fogalomterjedelem) lenne, hanem fogalom, akkor az 
1 említett definíciója tarthatatlan lenne, mert az azonosság kizárólag tárgyak s nem 
fogalmak közötti reláció (a fregei s egyben a mai logikai felfogásban is). Ez a nehézség 
ugyan még megkerülhető, de a természetes számok összességének definiálásakor — 
pontosabban: az n számot közvetlenül követő szám fogalmának általános értelmezésekor 
— a számok fogalmakként való felfogása leküzdhetetlen nehézségekhez vezet. 

De ha már a számokat fogalomterjedelmekként értelmezzük, akkor célszerű az egész 
fölépítésben a fogalmakat és a relációkat a terjedelmükkel (értékmenetükkel) helyette-
síteni. Ezzel elérhető, hogy a számosságok elsőfokú fogalomterjedelmek legyenek. így az 
értékmeneteket mint tárgyakat csak az elsőfokú függvényekre kell bevezetni. A magasabb 
fokú függvények elsőfokúakra redukálhatok; néhány új logikai funktor elegendő a 
redukcióhoz. 

A fregei ontológia ily módon kibővül az elsőfokú függvények értékmeneteinek 
(absztrakt) tárgyakként való elismerésével. Ezen az ontológiai áron azután Frege valóban 
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elegánsan bizonyítja, hogy a számok logikai objektumok, s az aritmetika törvényei logikai 
igazságok. A konstrukció nem támaszkodik arra, hogy a logikai tárgyakon kívül egyéb (pl. 
fizikai) tárgyak is léteznek. (Logikai tárgyakon értve az igazságértékeket és az elsőfokú 
logikai funktorok jelölte függvények értékmeneteit. Ha vannak egyéb — nem logikai — 
elsőfokú függvények, akkor azok értékmeneteit is tárgyaknak kell tekinteni; de Frege 
elmélete nem köti ki — nem is tiltja el — ilyen függvények „egzisztenciáját".) 

A fogalomteijedelmek (s általában a függvény-értékmenetek) tárgyakként való 
elismerése s a kibővített fogalomírásba való bevezetése lényegében azt jelenti, hogy a 
logikai elmélet magában foglalja Georg Cantor halmazelméletét (vagy legalábbis annak 
lényeges részét). Egy fogalom teijedelme mint a fogalom alá eső tárgyak halmaza 
interpretálható, s általánosan a függvények értékmenetei mint rendezett párok, hármasok 
stb. halmazai foghatók föl. A logikai funktorok biztosítják a halmazműveletek rekonstru-
álását is. 

Az 1890-es években fölfedezték a cantori halmazelmélet belső ellentmondásait. Az 
iméntiekből következik, hogy ezek az ellentmondások Frege kibővített logikai elméleté-
ben is föllépnek. Valóban, „Az aritmetika alaptörvényei" c. könyv 2. kötetének (1903) 
utószavában Frege őszintén elismeri, hogy B. Russell ellentmondást tárt föl elméletében, 
és ennek következtében „vizsgálat tárgyává kell tennünk azt a lehetőséget, hogy léteznek 
olyan fogalmak, melyeknek — legalábbis a szó megszokott értelmében — nincsen 
terjedelmük." ([5], VII.) Hasonló álláspontra helyezkedik Cantor is a halmazelméleti 
ellentmondások tekintetében: „Vannak tehát olyan meghatározott sokaságok, amelyek 
ugyanakkor nem egységesek, vagyis olyan sokaságok, melyek ,összes elemeinek együtt-
léte' ténylegesen lehetetlen. Ezeket nevezem inkonzisztens rendszereknek', a többieket 
pedig ,halmazoknak'." (Cantor levele R. Dedekindhez, 1899. Lásd [2], 448.) 

Az említett utószó végén Frege még azt a reményét fejezi ki, hogy az aritmetika logikai 
leszármaztatása mégis megvalósítható, a paradoxonok valamilyen módon elháríthatok. 
Nem tudjuk, ő maga tett-e kísérletet erre (eltekintve attól az ad hoc jellegű kiút-javaslat-
tól, amit az utószóban említ), de nyilván ismerte mások paradoxon-elhárítási módszereit. 
Tény az, hogy élete vége felé visszavonta hajdani tézisét, amely szerint az aritmetika a 
logika része vagy továbbfejlesztése. Ebben bizonyára szerepet játszott az, hogy másoknak 
a tézis megmentésére irányuló eljárásai számára elfogadhatatlanok voltak (s feltehetően ő 
sem talált elfogadható kiutat). 

Ezzel kapcsolatban mindenekelőtt Russell idevágó munkásságát kell megemlíteni. 
Russell elutasítja a fogalomterjedelmeket (s általában a halmazokat vagy osztályokat) 
mint tárgyakat, s csak mint kiküszöbölhető kifejezési formát engedi meg az osztályokról 
szóló állításokat. Ennélfogva a Frege-féle magasabbfokú függvények redukálhatatlanok 
Russell elméletében, ő a fokszám helyett a „logikai típus" kifejezést használja; innen a 
„típuselmélet" elnevezés. Egy függvény argumentumainak mindig eggyel alacsonyabb 
típusba kell tartozniok, mint magának a függvénynek. Az első típus függvényeihez így föl 
kell tételezni egy nulladik típust, amelybe primitív nemlogikai tárgyak (ősindividuumok) 
tartoznak. (Russell számára az igazságértékek sem tárgyak.) 

Az aritmetika russelli fölépítésében a természetes számok szigorúan szólva nem tárgyak, 
hanem fogalmak (a fregei értelemben), amelyek a 2. logikai típusba tartoznak. Említet-
tük, hogy „Az aritmetika alapjai"-ban Frege is fölvillantja ezt a lehetőséget, és vázoltuk 
azokat az okokat, amelyek kikényszerítik a lemondást róla. Hogyan juthatott Russell 
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mégis eredményre ezen az úton? Úgy, hogy definícióiban lényegesen támaszkodik a 
nulladik típus nem logikai objektumaira. Mi több: a természetes számok végtelen 
sorozatának rekonstrukciója, annak bizonyítása, hogy a tetszőleges n számot követő szám 
különbözik n-tői és minden kisebb számtól, csak azon föltevés árán sikerült, hogy a 
nulladik típusba végtelen sok (nem logikai) tárgy tartozik (ún. végtelenségi axióma). Ez a 
föltevés azonban nem logikai igazság (ezt Russell is elismeri). így a russelli típuselmélet-
ben az aritmetikai tételek nagy része (pl. az, hogy 3 kisebb mint 5) nem logikai igazság, 
hanem csak a végtelenségi axióma logikai következménye. Russellnek elég ennyi, 
Fregének azonban ez semmi, ő nem így értette azt a tézist, hogy az aritmetika a logika 
része. 

Lényegesen hasonlóbb Frege megközelítésmódjához a 20. századi halmazelmélet Ernst 
Zermelo kezdeményezte irányvonala. Zermelo követi Fregét a típusok összeolvasztásában, 
vagyis abban, hogy a halmazokat (a fregei fogalomterjedelmek analogonjait) nem sorolja 
típusokba. Az ellentmondások elkerülése érdekében azonban el kell térnie Fregétől (és 
Cantortól) abban, hogy nem tekintheti minden fogalom terjedelmét tárgynak, azaz 
halmaznak. Ezért axiómákban rögzíti, hogy mely fogalmak terjedelmei tekinthetők 
(remélhetően ellentmondások nélkül) halmazoknak. (A nagyon átfogó fogalmak terjedel-
mét szokás a mai halmazelméletben valódi osztályoknak mondani; ezek „nem tárgyiasít-
hatok", a Cantor-féle „inkonzisztens sokaságok" megfelelői.) A természetes számok 
aritmetikája, valamint a cantori halmazelmélet java része e keretben is rekonstruálható (s 
egyszerűbben, mint Russell típuselméletében). 

Világos, hogy ez az elmélet sem elégíthette ki Fregét az aritmetika logikai fölépítése 
tekintetében (bár az aritmetika halmazelméleti rekonstrukciója - amit itt nem részletez-
hetünk — szemmel láthatóan a fregei konstrukció vonalvezetését követi). Ebben az 
elméletben is szerepelnek nem logikai axiómák, és egyáltalán nem evidens, hogy éppen 
ezek szolgáltatják azt a minimumot, amely az ellentmondások elkerüléséhez szükséges. 

így Frege élete alkonyán ehhez a konklúzióhoz jutott: le kell mondani arról a 
föltevésről, hogy a függvények értékmenetei tárgyak, s vele együtt arról is, hogy a számok 
tisztán logikaÜag definiálható objektumok. Míg 1884-ben úgy vélte, hogy Kantnak igaza 
volt, amikor a geometriát szintetikus а priori tudománynak minősítette, de tévedett 
abban, hogy az aritmetikát is ide sorolta (mert az tisztán analitikus, logikai diszciplína), 
addig élete utolsó évében egy kéziratában így nyüatkozik: 

„Föl kellett adnom azt a nézetet, hogy az aritmetika a logika egy ága, s hogy ennek megfelelően az 
aritmetikában mindent tisztán logikailag kell bizonyítani. 

Másodszor, föl kellett adnom azt a nézetet, hogy az aritmetikának a szemléletből sem kell alapokat 
merítenie. Szemléleten a geometriai ismeretforrást értem, azt az ismeretforrást, melyből a geometria 
axiómái folynak." ([10], 242.) 

A logika nem tudja biztosítani a számok létezését — folytatja —, s az érzéki tapasztalat 
sem garantálja a számsorozat végtelenségét; „ . . . így a geometriai ismeretforrásra vagyunk 
utalva. Ez azért jelentős, mert ezáltal az aritmetika és a geometria, vagyis az egész 
matematika egyazon ismeretforrásból, nevezetesen a geometriaiból folyik, miáltal ez a 
sajátságos matematikai ismeretforrás rangjára emelkedik, természetesen mindig a logikai 
ismeretforrás részvételével." ([10], 243.) 

E sorokban és Frege más késői jegyzeteiben is a matematika kanti felfogásához való 
teljes visszatérés körvonalai bontakoznak ki. Frege életéből már nem futotta új 
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felfogásának részletes kidolgozására; a mai matematikai alapkutatásokban pedig ennek az 
elképzelésnek nincs folytatása. (Hogy miért, annak részletezése túllépné e cikk kereteit.) 

A Frege szemantikájához csatlakozó második ontológiai téma a jelentések ontológiai 
státusának problémája. A mai nyelvfilozófiában elteijedt felfogás a jelentésnek szabály-
ként s nem entitásként való értelmezése: egy kifejezés jelentése nem más, mint a kifejezés 
helyes használati módjának szabálya. Jeleztük, hogy a jelöletek azonossága esetén 
előforduló jelentésbeli különbség megmagyarázható a jelentések „reifikálása", önálló 
entitásokként való föltételezése nélkül is. Kétségtelen, hogy a jelentés bevezetésének 
elsődleges funkciója Frege szemantikájában is a kifejezések használati módjának tisztá-
zására irányul. De — Frege magyarázata szerint — a szó közvetett előfordulása esetén a 
jelentés válik jelöletté, a jelölet pedig tárgy vagy függvény. így legalább a nevek 
jelentésének reifikálása elkerülhetetlennek látszik. 

A kijelentő mondatok is nevek. A mondatrészek jelentése része (konponense) a 
mondat jelentésének, szögezi le Frege (pl. [10] 85—87). A mondatok jelentéseit pedig 
gondolatoknak nevezi. Ám a ,gondolat' szót is a szokásostól eltérő értelemben használja. 
(Saját magyarázata szerint kb. a tradicionális logika ,ítélet' terminusának felel meg.) A 
fregei „gondolatok" nem az egyéni vagy az általános emberi gondolkodás termékei, a 
gondolkodás nem alkotja, hanem csupán megragadja, felfogja őket. A gondolatok 
objektíve létező entitások, nem tartoznak az egyén képzetvilágához, de az érzékszerveink-
kel hozzáférhető külső (materiális) világhoz sem. Egy „harmadik tartományt" alkotnak. 
(Lásd erről Frege „A gondolat" [Der Gedanke] с. tanulmányát a „Magyar Filozófiai 
Szemle" 1980/1. számában.) 

A „harmadik tartománynak", a gondolatok objektív világának föltételezése kétségtele-
nül platonisztikus konstrukció. Ennek alapján sommásan úgy ítélhetnénk, hogy Frege az 
objektív idealizmus filozófiai vonalának képviselője. Betű szerint ez igaz, de félrevezető 
lehet, ha Frege tudományos munkásságának megítélésekor ebből indulunk ki. Megkockáz-
tatom itt azt a véleményt, hogy Frege platonizmusa nem kiindulási alap, hanem 
logikai-szemantikai elméletének ideológiai árnyéka. Ennek az árnyékvilágnak létrejötté-
ben két fontos mozzanat szerepel. Az egyik — a fontosabb és az értékesebb — az igazság 
objektivitásának ontológiai megalapozása, a másik az egész fregei életműn végighúzódó 
vonalvezetés, az uniformitás, az egységes kifejezésmód megvalósítása (az alapfogalmakkal 
való takarékoskodás). 

Az igazság objektív, független a megismerőtől és a megismeréstől. Ezért azokat az 
„entitásokat", amelyekkel kapcsolatban az igazság kérdése egyáltalán szóba jöhet, a 
tudattól független, objektív, de a megismerés számára hozzáférhető szférában kell 
elhelyezni. Ebben a kérdésben a marxizmus ismeretelmélete egyetért Fregével. „A mai 
materializmus, vagyis a marxizmus szempontjából történelmileg feltételesek azok a 
határok, amelyeket ismereteink az objektív, abszolút igazság megközelítésében elérnek, de 
feltétlen az objektív, abszolút igazság létezése . . . A relativizmus mint az-ismeretelmélet 
alapja nemcsak azt állítja, hogy ismereteink viszonylagosak, hanem tagad minden 
objektív, az emberiségtől függetlenül létező mértéket vagy modellt is, amelyhez 
viszonylagos megismerésünk közeledik." Ezzel az éles formulázással fordul szembe Lenin 
az empiriokriticizmus szubjektív-relativista ismeretelméletével. ([11] 122.) Hasonló 
élességgel vitázik Frege a maga munkaterületén az igazságot szubjektivizáló pszicho-
logizmussal, valamint a konveneionalista formalizmussal. 
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A logika szempontjából — elsősorban a következményreláció egzakt meghatározása 
tekintetében — a mondatok igazságértéke kétségtelenül centrális jelentőségű. Nyilvánvaló 
azonban, hogy a mondat és igazságértéke közötti kapcsolat más jellegű, mint a mondatrész 
és jelölete közötti kapcsolat. Az igazságérték nem karakterizálja a mondat és a külvilág 
közötti kapcsolatot. Két igaz mondat alapvetően különböző információt adhat a külső 
világról, míg két azonos jelöletű név egy tárgyat jelöl, s csak a megnevezés módjában lehet 
különbség. 

A mondat jelölete (igazságértéke) és a közönséges név jelölete közötti eme különbség-
nek Frege is tudatában van. Nem egy helyen hangsúlyozza, hogy a tudományos 
vizsgálatban a mondat igazságértéke és jelentése együttesen képezi a kutatás tárgyát; és 
ebben a fregei megközelítésben „a mondat jelentése" nem pusztán használati szabály, 
hanem magában foglalja a mondatnak mint nyelvi entitásnak a nyelven kívüli világgal való 
mindazon kapcsolatát, amelyet nem fejez ki a mondat igazságértéke. 

Kifogásolni lehet, hogy ezt a kapcsolatot Frege a jelentés kategóriája alá vonja, de nem 
lehet kifogásolni, hogy foglalkozik vele. „A tény olyan gondolat, amely igaz" — írja 
(„Magyar Filozófiai Szemle" 1980/1.). Könnyű ezt a feje tetejéről a talpára állítani: az 
igaz mondatok a tények leírásai, és a tények ugyanazon materiális világ komponensei — 
noha nem tárgyak —, amely megismerésünk számára hozzáférhető, s amelynek objektív 
létezését Frege soha nem habozott elismerni. Az igazság objektivitásával kapcsolatos 
valamennyi konkrét vitájában Frege ténylegesen olyan vonalat képvisel, amely nem 
különbözik lényegesen a materialista vonalvezetéstől. 

Mi akadályozza hát Fregét abban, hogy az igaz mondatok speciális szemantikai értékét 
(amit ő nem különít el a mondatok jelentésétől) az anyagi világ tényeinek, összefüggései-
nek, törvényeinek stb. deklarálja? Filozófiai-világnézeti neveltetése, az uralkodó korszel-
lem, a polgári társadalom, amely őt körülvette? Bizonyára ez is. De ez a magyarázat kevés 
annál az embernél, aki annyi előítéletet, dogmát félre tudott tolni a saját kutatási 
területén. Itt lép be a második mozzanat: a logikai-metodológiai uniformitási elv 
alkalmazása az ontológia területén. Ha az igaz mondatok a tények kifejezői, mit fejeznek 
ki a hamis mondatok? Az uniformitási elv vezeti Fregét annak posztulálásához, hogy 
minden mondat jelentése egységesen egy-egy gondolat, amely lehet igaz, hamis vagy 
igazságérték nélküli (az utóbbi abban az esetben, ha a mondatban jelölet nélküli alkatrész 
szerepel). Ebben az értelemben mondható, hogy a fregei ontológia a logikai-szemantikai 
elvek árnyéka. 

Már utaltam rá, hogy az igazságértékek tárgyakként való deklarálása is az uniformitási 
elv jegyében fogant; egyes helyeken Frege is csaknem kimondja, hogy e „tárgyakról" 
szólni csupán fagon de parier, kifejezési forma (pl. [10], 154—155). Csakhogy ez a 
kifejezési forma a 20. században rendkívüli horderejűnek bizonyult a logikai összefüggé-
sek egzakt törvényeinek kutatásában. Kevés logikus veszi névértéke szerint azt a 
kijelentést, hogy az igazságértékek tárgyak, de minden logikus úgy modellálja kutatásai-
ban az igazságértékeket, mint tárgyakat. 

Globálisan ugyanezt mondhatjuk el az egész fregei ontológiáról: nem filozófiai 
ontológiaként, hanem halmazelméleti modellként nélkülözhetetlen része és alapvető 
kutatási eszköze a modern logikának és tudománymetodológiának. így pl. az intenzionális 
logikában a nyelvi kifejezések jelentéseit halmazelméleti objektumokkal (jelesen bizonyos 
függvényekkel) modellálják; az ilyen modellek segítségével a jelölet és a jelentés 
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kapcsolatai, törvényei jóval magasabb szinten kutathatók, mint korábban bármikor. A 
fregei ontológiának, e platonisztikus „vadhajtásnak" így tárult föl a racionális magva. — A 
halmazelméleti modellhez természetesen csatlakozhat egy „névérték szerinti" platonista 
filozófiai interpretáció, de járulhat hozzá akár konvencionalista magyarázat is. A 
marxizmus—leninizmus filozófiája lehetővé teszi a modell-módszernek és eredményeinek 
kritikai elemzését, az értékes eredmények elsajátítását, a terméketlen spekulációk 
elutasítását és a filozófiai interpretációk bírálatát. 

* 

Egy rövid tanulmányban csak hozzávetőleges képet lehet nyújtani olyan korszakalkotó 
tudósról és munkásságáról, mint Gottlob Frege. Alapvető és maradandó alkotása 
kétségtelenül a „fogalomírás", azaz a modern szimbolikus logika. A matematika 
filozófiájával kapcsolatos kutatásaiból az utókor ténylegesen többet hasznosított, mint 
amennyire Frege saját munkáját — eredeti programjának meghiúsulása után — értékelte. 
Szemantikai eszméi — amelyek egy részét ontológiai burok rejtette — úttörő jellegűek 
napjaink logikai, metodológiai és nyelvfilozófiai kutatásai szempontjából, és fejlődésük 
során áttörték azokat a korlátokat is, amelyeken alkotójuk nem léphetett át. S talán 
leginkább ez az, ami művét ma is frissé, aktuálissá teszi. 
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