100 EVES A SZIMBOLIKUS LOGIKA
(Gottlob Frege munkdssdga)

RUZSA IMRE

A modern tudomdny torténetében egyre ritkuld jelenség, hogy valamely tudoményos
diszciplina megalkotdsa egyértelmiien egyetlen személynek tulajdonithatd, és az elmélet
megsziiletésének idépontja pontosan rogzithets. Az ilyen ritkasigok kozé tartozik a
modern szimbolikus logika létrejotte. Sziiletési éve: 1879; a ditumot egy 88 oldal
terjedelmii konyvecske megjelenése rogziti. A konyv cime: ,,Begriffsschrift, eine der
arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens”, roviden: ,,Begriffs-
schrift”, magyarul: ,,Fogalomirds”. Szerz6je dr. Gottlob Frege, a jénai egyetem akkor 31
éves magintandra. Ez a kis mii magdban foglalja azt a logikai elméletet, amelyet a mai
szaknyelv klasszikus elsérendii logikdnak nevez. Az azéta eltelt szdz esztends az elmélet
alapjain semmit sem viltoztatott. A szerzd ,.els6 nekifutdsra” — és minden eldzmény
nélkiil — relative teljes miivet alkotott.

Gottlob Frege (1848—1925) a jénai és a gottingeni egyetemen tanult matematikat.
1847-t61 a jénai egyetem magdntandra, majd 1879-t6l 1917-ig — nyugalomba vonuldsdig —
professzora. Mint filozofikus hajlamd matematikus, kezdettSl fogva élénken érdeklsdott
diszciplindjdnak ,,végs6 alapjai” irdnt. Elfogadhatatlannak tartotta az akkoriban kibonta-
koz6 és egyre terjedS formalista felfogist, amely szerint a szimok puszta szimbélumok, s
az aritmetika nem t6bb, mint e szimb6lumokra vonatkozé 6nkényesen megillapitott
szabdlyok rendszere. E felfogdssal szemben Leibniz nézetéhez csatlakozott; e szerint az
aritmetika tiszta logikai diszciplina, amennyiben tételei ,,észigazsigok™, minden ,Jehet-
séges vildgban’ érvényesek. Leibniz e tézist proklamélta, de bizonyitdsa helyett
megelégedett olyan illusztriciékkal, hogy pl. 2 + 2 = 4 igazsiga visszavezethets a 2, 3, 4
szdmok (és az azonossdg) definiciéjdra. Frege észrevette, hogy még ez a bizonyitds sem
hibdtlan, mert eldfoltételezi az Osszeadds asszociativitdsit (vagy legalibb ennek egy
specidlis esetét). Céljaul tlizte ki annak hibitlan bebizonyitdsit, hogy a természetes
szdmok matematikai elméletének minden fogalma definidlhat6 tisztdn logikai fogalmak
segitségével, és minden tétele bizonyithaté pusztin a logika torvényeire timaszkodva,
kiilsé — a szemléletre vagy a tapasztalatra hivatkozé — foltevések nélkiil. E cél felé
haladva hamarosan meggy06z5dott arrél, hogy a tradiciondlis logika messzemenSen
elégtelen keret a kitlizott program realizdldsihoz. igy magito6l értet5dd elsd feladatként
adédott egy olyan uj logikai elmélet kidolgozdsa, amelynek keretében a matematikai
definici6k és bizonyitdsok szabatosan elemezhetdk, és amelyben az aritmetika redukaldsa
a logikdra megval6sithato.

Igy jott létre a ,,Fogalomirds”, amely eredeti formdjiban ugyan még nem bizonyult
elegendGnek a kitlizott feladat megolddsdhoz, és amelyet éppen ezért a késSbbiek sordn
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Frege bovitett, tovdbbfejlesztett. De mdr a ,,Fogalomirds” magdban foglalja a klasszikus
elsérendi logikat.

Ezek szerint a szimbolikus logika létrejotte egy konkrét filozéfiai problémahoz: a -
matematika ismeretelméleti helyének tisztdzdsdhoz kapcsolédik. E tekintetben Frege
személyes nézetei mdsodrangli szerepet jitszanak. A dont6 és a lényeges annak a
médszertani appardtusnak, Organonnak a megalkotdsa, amelyet maga Frege is hatdsosan
alkalmazott a filozofiai ellenfeleivel szembeni vitdkban, és amely egyebek kozott Frege
sajit nézeteinek kritikai elemzésére is alkalmas. Félreértés ne essék: a Frege alkotta
metodoldgiai apparatussal sem donthetdk el ,,végérvényesen” az évezredes filozdfiai vitdk.
Az igaz, hogy a matematika filozéfidja teriiletén a szimbolikus logika révén nyert
eredmények silyos csapdsokat mértek egyes irdnyzatokra, és felfogdsuk alapos dtfogalma-
zdsdra vagy d4tértékelésére késztették Oket. Analég eredmények mds tudomdnydgak
ismeretelméleti megitélésével kapcsolatban is sziilettek. A filozéfiai vitdk ugyan nem
sziintek meg, de egyes téziseket ma mdr semmiképp sem lehet tigy megfogalmazni, mint
szdz évvel ezelStt. Nyilvdnvald, hogy ezt a tényt a dialektikus materializmus tudomény-
filozé6fidja sem negligilhatja.

FREGE LOGIKAI ELMELETE

Frege fogalomirdsnak nevezi sajit logikai elméletét, (A ,szimbolikus logika’, ,mate-
matikai logika’ elnevezések nem tdle szdirmaznak.) Kiinduldpontja az, hogy a természetes
nyelv elégtelen a bonyolult aritmetikai bizonyitdsok tiszta logikai struktirdjanak
feltirdsdhoz, az észrevétleniil belopddzé foltevések leleplezéséhez, kimutatdsidhoz. Ezért
sziikkséges egy mesterséges logikai nyelv megkonstrudldsa, amelynek alapvetd feladata
éppen a bizonyitdslincok hézagtalansigainak garantdldsa. E nyelvben figyelmen kiviil
hagyhatunk mindent, ami a kovetkeztetések megbizhatésdga szempontjibdl k6zombos;
ami igy visszamarad az él6 nyelven kifejezett gondolatbol, azt Frege (a ,,Fogalomiris”-
ban) fogalmi tartalomnak nevezi. Mai kifejezésekkel élve a fregei elmélet grammatikai
kerete egy zirt formalizdlt nyelv, s mint ilyen, az els6 a maga nemében. Ez Frege logikai
yjitdsdnak els6 alapvets jegye. JelentGségét a szerzs a kovetkezd szavakkal illusztrilja:

»Fogalomirdsomnak az élet nyelvéhez valé viszonydt, Ggy vélem, azzal viligithatom meg a
legjobban, ha a mikroszképnak a szemhez valé viszonydval vetem 6ssze. Utébbi, alkalmazhatésdgdnak
terjedelme és azon mozgékonysdga révén, mellyel a legkiilonbdz8bb koriilményekhez alkalmazkodni
képes, nagy folényben van a mikroszképpal szemben. ... Amikor azonban tudomédnyos célok nagy
kovetelményeket timasztanak a megkiilonboztetés élességével szemben, a szem elégtelennek bizonyul.
A mikroszkdp viszont ilyen célokra a legtokéletesebben megfelel, de éppen ezdltal minden mdsra
hasznavehetetlen.

Hasonléképpen a jelen fogalomirds is egy meghatdrozott tudomdnyos célokra kigondolt segéd-
eszkdz, amelyet nem szabad amiatt elitélni, hogy masra nem alkalmas.” (Ldsd [5], I, E18s26. A szég-
letes zdréjelek kozé irt szdmok a cikk végén taldthaté irodalomjegyzék tételeire utalnak.)

A formalizdlt nyelv bevezetésének sziikségességét Frege bizonyos leibnizi idedkkal is
motivélja:

»Leibniz is felismerte egy célszerti jelolési mdd eldnyeit, taldn tul is becsiilte. Az & gondolata az
egyetemes karakterisztikdrdl, a calculus philosophicus vagy ratiocinator-rél tul hatalmas volt ahhoz,
hogy a megval@sitdsira tett kisérlet tiljuthasson a puszta el8késziileteken. ... De ha ez a magasztos
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cél egy nekiiramodassal nem is érhetd el, nem kell kételkedniink a lassu, 1épésenkénti megkozelitésben.

A leibnizi gondolat egyes teriiletekre vonatkozé megvaldsuldsat - lithatjuk az aritmetikai,
geometriai, kémiai jelekben. Az itt javasolt fogalomirds ezekhez egy ijabbat fiiz, éspedig a
kozéppontban dllét, amely az Gsszes t6bbit érinti. Innen kiindulva kisérelhetd meg a siker legjobb
kildtdsaival a meglevd formulanyelvek hézagainak kitoltése, mindeddig elvilasztott teriileteiknek
egyetlen tartomdnnyd valé osszekapcsoldsa, és a kiterjesztés olyan teriiletekre, ahol eddig az ilyen
nyelv hidnyzott.” ({$},i. h.)

Frege kifejezi reményét, hogy fogalomirdsinak tovibbfejlesztett formdja hasznos
segédeszkoz lehet a filozo6fia szdmira is:

,,Ha a filozéfia feladata, hogy megtorje a szé uralmdt az emberi szellem felett, amennyiben fényt
derit azokra a tévedésekre, amelyek a nyelvhaszndlat kévetkeztében a fogalmak osszefiiggései soran
gyakran keletkeznek, amennyiben a gondolatokat megszabaditja attdl, amivel dket egyediil a nyelvi
kifejez8eszk6z0k természete terheli, ugy fogalomirdsom, ezekre a célokra tovibbfejlesztve, hasznos
eszk6zz¢é vilhat a filozéfusok szdmdra.” ([5], 1. h.)

A formalizdlt nyelv kidolgozisihoz Frege az egyik alapgondolatot a korabeli
matematika (fSleg az aritmetika és az analizis) kialakult jeloléstechnikdjdbol meritette. Ez
az alapgondolat (amelyet, Frege megjegyzése szerint, az akkori matematikiban nem
val6sitottak meg kovetkezetesen) a jelek szigoru elkiilonitése két osztdlyba. A jelek egyik
osztilydba tartoznak a rogzitett jelentéssel biré szimbélumok (mint a szdmtanban a
+,=,4/, 0, 1 jelek), a masikba a betiik, amelyek hatirozatlanul utalnak bizonyos fajta
dolgokra, és alapvetGen az dltaldnossdg kifejezésére szolgdlnak. fgy pl. az aritmetikdban

) @+b)c=ac+bc

azt fejezi ki, hogy az g, b, c .betiiket tetszdleges szdmokkal helyettesitve, a folirt sémabél
mindig igaz, helytdllé azonossdgot nyeriink.

Nevezziik az elsG csoportba tartozé jeleket konmstansoknak, a misodik csoportba
tartozokat pedig paramétereknek. (Nyilvdn nincs elvi akaddlya annak, hogy betiiket vagy
betlicsoportokat is haszndljunk konstansokként; a lényeges az, hogy egyértelmiien
megadjuk, mely jelek szdmitanak konstansoknak, s melyek paramétereknek. A késGbbiek-
ben majd kideriil, hogy miért részesitem eldnyben a ,paraméter’ terminust az elterjedtebb
,valtozé® helyett.) Betliket, azaz paramétereket mar Arisztotelész is haszndlt szillogizmus-
elméletében. Ennek inditéka is kézenfekvs: valamelyest Osszetett logikai torvényt
paraméterek haszndlata nélkiil aligha lehet pontosan, egyértelmiien, dttekinthetSen
megfogalmazni. Idézziik példaként Arisztotelész egyik uin. megforditasi torvényét:

) ha egyetlen B-re sem vonatkozik 4, akkor
B sem vonatkozik egyetlen 4-ra sem.

({11, 53a,11-13,434.)

Az (1) alatti aritmetikai és a (2) alatti logikai torvény kozos vondsa, hogy
mindkettGben szerepelnek paraméterek. Forditsuk most figyelmiinket a kiilonbségekre.
Az elsé szembeotls kiilonbség a két séma kozott az, hogy mig (1)-ben a paramétereken
kiviil kizdrélag aritmetikai szimbSlumok (konstansok) szerepelnek, addig (2)-ben a
paramétereken kiviil nincsenek szimbdlumok, hanem csakis koznyelvi kifejezések. A
fogalomirds egyik célja az utdbbiak teljes kikiiszobolése, pontosan meghatdrozott
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jelentésti szimbélumokkal (logikai konstansokkal) val6 helyettesitése, a jelentésingadozis,
a tobbértelmiiség, a félreérthetség veszélyének elhdritisa érdekében.

A misik kiilonbség: (1)-ben a paraméterek szimnevekkel, (2)-ben pedig (a tradiciondlis
logika kifejezését haszndlva) un. dltaldnos terminusokkal helyettesithetGk. Az dltalinos
torvények paraméterek segitségével valé megfogalmazdsa tehit arra kotelez, hogy
megadjuk azt a grammatikai kategoridt, amelynek kifejezései behelyettesithetGk a
torvényekben a paraméterek helyére. A torvény dltalinossdga sohasem lehet parttalan.

A természetes nyelvekben j6 néhidny grammatikai kategéria szerepel, s mir ez
valosziniisiti, hogy a logika formalizdlt nyelvében is sziikséges egy analég kategorizdlds.
Val6ban, Frege fogalomirdsdban a paraméterek kiilonbo6z3 tipusaival talilkozunk, s ezek
kiilonb6zé grammatikai kategéridkba tartozé kifejezésekre utalnak. De nemcsak a
paraméterek, hanem a konstansok is kategdridkba sorolhatdk.

Frege kategorizdlisinak megértését megkonnyiti, ha elSrebocsdtjuk a mai logikai
grammatika Kategorizildsinak alapfogalmait. A mai megkozelitésben mindenekel6tt
megkiilonboztetiink alapkategoridkat és funktorkategoridkat,

Az alapkategoridk koziil a legfontosabb a formula és a terminus kategéridja. A formuldk
a természetes nyelv kijelent6 mondatainak analogonjai, s ezért a formuldk kategéridjat
mondatkategoridnak is nevezhetjik., Ha egy logikai torvényben e kategéridba sorolt
paraméterek szerepelnek, azokat kijelent6 mondatokkal lehet behelyettesiteni. A termi-
nus kategéridba tartozé kifejezések individudlis objektumokat jelolnek (ha konstansok),
ill. ezekre utalnak (ha paraméterek). A természetes nyelvekben keresve e kategéria
analogonjdt, ald kellene sorolnunk a tulajdonneveket, az individuumleirdsokat, a hatéro-
zott szimneveket, az elvont tulajdonsdgokat kifejezS foneveket stb.

A funktorkategoridk csalddja igen népes és viltozatos. Egy konkrét funktorkategéridba
olyan kifejezések tartoznak, amelyeket egy vagy tobb meghatdrozott kategéridba tartozé
kifejezéssel (pontosan szabdlyozott médon) Osszekapcsolva eredményiil meghatdrozott
kategéridba (tobbnyire valamely alapkategoridba) tartozé Osszetett kifejezést nyeriink.
Frege érzékletes magyardzata szerint: a funktorok (egy vagy tobb) iires helyet tartalmazo,
kiegészitésre szorulé (erginzungsbediirftig) vagy kitéltetlen (ungesittigt) kifejezések,
amelyekb6l kitoltés utdn mondatot vagy terminust kapunk.

A funktorkategéridkat mindenekelStt a kitoltetlen helyek szima, az tin. argumentum-
szdm szerint osztilyozzuk, és megkiilonboztetiink egy-, két- stb. argumentumi funktoro-
kat. A min8ség szerinti osztdlyozdsban pedig az a dominéld, hogy a kitGltetlen helyeket
(az argumentumhelyeket) milyen kategéridba tartozé kifejezésekkel szabad kitolteni, és
az eredmény mely kategéridba tartozik. Lissuk a fontosabb éseteket, amelyek Frege
miiveiben jelentdsek.

Vegyiik Frege egyik példdjat:

Caesar meghdéditotta Gallidt.

Hagyjuk ki ebbdl a mondatbél a ,Caesar’, ill. a ,Gallia’ tulajdonnevet, ill. mindkett5t, és a
kihagyott nevek helyét jeloljiik kipontozassal: .

3) _ .. . meghdditotta Gallidt,
) Caesar meghéditotta - - - -t,
®) ... meghéditotta - - - -t.
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A (3) és a (4) alatti kifejezések egyargumentumi funktorok, melyekben az argumentum-
helyek terminusokkal télthetdk ki, s eredményiil mondatot nyeriink. Az ilyen funktoro-
kat ina egyargumentumu predikitumoknak mondjuk. Az (5) alatti funktor pedig a
kétargumentumiu predikitumok kategéridjdba tartozik. (A kiilonb6z6 kipontozds jelzi,
hogy a két argumentumhelyre szabad kiilonb6z3 terminusokat helyettesiteni.)

Frege mésik példdja:

A Német Birodalom févarosa.

Ez a kifejezés a terminusok kategéridjdba sorolhaté. Hagyjuk ki beldle az ,a Német
Birodalom’ terminust: '

... févarosa.

Ez az egyargumentumu funktor terminusbél terminust képez.

A tradicionalis logika az éllitdsokat kifejezd (egyszerii) mondatok belss szerkezetében
alanyt és dllitmdnyt kilonboztetett meg. Frege ezt az elemzést félretolta, és helyette a
funktor és argumentuma szerinti elemzést vezette be. Ugy tlinhet, hogy a funktor
megfelel a hagyomdnyos dllitménynak, argumentuma pedig a hagyoményos alanynak. De
err8l sz6 sincs. A tradicionalis logika szerint az, hogy egy dllitisban (mondatban) melyik
alkatrész az alany s melyik az dllitmdny, abszolit médon adott, egyértelmiien
determindlt. Ezzel szemben a funktor és argumentuma megkiilonboztetése relativ: egy
mondat tobbféle médon is felbonthaté lehet funktorra és argumentumdra (esetleg
argumentumaira). Ismét Frege egy példdjdval illusztrilva: a ,4-nek van pozitiv négyzet-
gyoke’ aritmetikai 4llitds felbonthat6 funktorra és argumentumra vgy, hogy az argumen-
tum a ,4’, de ugy is, hogy az argumentum a ,pozitiv négyzetgyokkel bimi’ predikdtum.
Frege hangstilyozza: a funktor és argumentuma megkilonboztetésének csak akkor van
tartalmi jelentGsége, amikor az argumentum meghatarozatlan, azaz az argumentum helyén
parameéter szerepel, hiszen a paraméterek az 4ltaldnossdg szimbélumai.

Térjink rd a fogalomirds grammatikdjdnak ismertetésére. Kénnyebb lesz megitélniink
Frege miivét, ha el3szor a jeloléstechnikdban és a terminolégidban kissé eltériink téle
(ragaszkodva azonban a 1ényeges tartalomhoz). Késdbb aztin foltarhatjuk és motivalhat-
juk az eltéréseket is. _

A fregei formalizdlt nyelv kifejezései bizonyos primitiv jelekbél és segédjelekbdl
épiilnek f6l. Primitiv jelek a paraméterek és a (logikai) konstansok. A perameterek
korében megkiilonboztetiink predikitum-, mondat- és individuumparamétereket. Predikd-
tumparaméterek az f, g, h betlik, mondatparameéterek a p, q, r.betlk, individuum-
paraméterek az a, b, ¢ betiik. (Birmelyik ‘kategdridban a paraméterek szdma tetszSlegesen
szaporithat6 a betiik szimindexezése révén; pl. f1, f2,. .., D1, D2y ver @1, 2, . ..)

Az individuumparaméterek a terminus kategéridba tartoznak, és e kategéridban mis
kifejezések nem is lesznek. A mondatparaméterek nyilvan a formulik (mondatok)
kategoridjdba tartoznak. Ugyancsak formulit kapunk, ha egy predikdtumparaméter utin
zdrjelek kozé egy vagy tobb individuumparamétert irunk (ha tébb mint egyet, akkor
vesszovel vilasztjuk el Sket egymdstdl). Pl.:

fla),  g@b).
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Ezzel azt is rogzitjiik, hogy a predikitumparamétert hiny argumentuminak tekintjiik.
Egy ,f(a)” alaki formula olyan mondatot sematizdl, amely azt 4llitja, hogy egy bizonyos
individudlis dolog (erre utal ,a’) rendelkezik egy bizonyos tulajdonsiggal (amelyre ,f°
utal). Hasonl6an, ,g(a,b)” azt sematizilja, hogy két individuum (2 és b) kozott fonndll
egy bizonyos relicié (g). — Természetesen konvencié: ha egy Osszefiiggésben egy
predikdtumparaméter tSbbszor is eléfordul, minden eléforduldsdban azonos argumentum-
szdmmal szerepeljen.

A logikai konstansok szdma négy, mindegyikiik funktor. Az azonossdg szimbéluma (=)
kétargumentumi funktor, argumentumai terminusok (azaz, esetiinkben, individuum-
paraméterek) lehetnek. Alkalmazisi forméja:

(6) (@=b).

Az eredményiil kapott kifejezés formula, amely azt szimbolizdlja, hogy a és b egyazon
individuumot nevezi meg. (A megnevezés moidja lehet kiilonb6z6, a megnevezett
objektum azonban egy.)

A negicio jele (~) egyargumentumid funktor, amely egy formula elé irhaté, a
kondiciondlis jele (D) pedig kétargumentumi, amely két formula k6zé irhats. Ha 4 és B
formuldk, akkor

Q) ~A é (ADB)

is formuldk. Ha 4 egy mondatot sematizil, akkor ,,~A4” ennek tagad4sit fejezi ki, abban a
szigori értelemben, hogy ha A igaz, akkor ,,~A4” hamis, s ha 4 hamis, akkor ,,~A4" igaz.
(Ha tehdt A pszicholégiai értelemben valami ,,pozitiv informdciét™ tartalmaz, pl. ,Az
aktdt Tébids vitte el’, akkor ,,~A” csupdn azt fejezi ki, hogy ez nem éll fonn, és nem
feltétleniil nyjt helyette ,,pozitiv informéciét”; nem jelenti pl. azt, hogy ,.nem Tébids,
hanem midsvalaki vitte el az aktdt”, bir nem is zdrja ki ezt a lehetdséget, de azt sem zdrja
ki, hogy esetleg senki sem vitte el az aktit.) Tovidbbd, ha A é B mondatokat
sematizdlnak, akkor ,(4 D B)” tagadja (az iménti értelemben) azt az esetet, hogy 4 igaz,
B pedig hamis. Igy , (4 D B)” trividlisan igaz, ha A hamis (tekintet nélkiil B-re), vagy ha B
igaz (tekintet nélkiil 4-ra). Frege megemliti, hogy e séma alkalmazdsinak (azaz ,,(4 D B)”
dllitisinak) vannak nem trividlis esetei is: dllithatjuk (rendszerint valamely iltaldnos
torvényre hivatkozva) A igazsdginak és B hamissiginak Osszeférhetetlenségét anéikiil,
hogy A-t hamisnak vagy B-t igaznak tartandnk. (Quine példdja: Nem tudhatom, hogy
T6bids maldrids-e, és azt sem, hogy van-e sziiksége kininre, de tudhatok annyit a
maldridrél és a kininrél, hogy tagadjam ezt: ,,Tébids maldrids, de nincs sziiksége kininre™.)
Ez az az eset, amikor a sémét ,ha A, akkor B” aglakban adhatjuk vissza (,,ha Tébids
malérids, kininre van sziiksége”), és ehhez kapcsolédik a kondicionilis’ elnevezés is. (Az
igen elterjedt, de a logikai tartalomhoz nem ill§ ,implikdcié’ terminus B. Russelltdl
szdrmazik; Frege sohasem haszndlta.)
A (7) alatti sémdk helyett Frege ténylegesen az aldbbi ideogrammdkat hasznilta:

—T1— A4, B.
® Ly
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Frege formuldi kétdimenziésak, vizszintesen és fiiggslegesen is tagoltak. A mai linedris
jelolésméd G. Peanétél és Russelitdl szirmazik. — A tovdbbiakban a (6) és a (7) alatti
sémakban a zdrdjeleket csak akkor irjuk ki, ha a séma egy Osszetettebb séma részeként
szerepel.

A negici6é és a kondiciondlis olyan funktorok, amelyek alkalmazdsakor az eredmény
igaz vagy hamis volta (,,igazsdgértéke”) kizirlag az argumentumok igaz vagy hamis
voltdtol (igazsigértékétdl) fiigg. Az ilyen funktorokkal kifejezhets miiveleteket nevezzik
igazsagfiiggveényeknek. Frege megmutatja, hogy a kijelentd mondatokat &sszekapcsol6
,68’, ,vagy’ kotGszavak kifejezhetSk a negicié és a kondiciondlis segitségével. Jeloljiik az
,68’-t az &’ szimbSlummal; ekkor:

»A & B” kifejezhets mint ,,~(4D ~B)” .
Legyen ,v° az ,és’-t is megengedd ,vagy’ szimbGluma; ezzel:
,»A v B” nem mds, mint ,,~4 D B” .
Jelolje v’ az ¢s’-t kizdr6 ,vagy’-ot; ekkor:
LAv B uéyanaz, mint ,,~((~4 2 B) D> ~(4A D ~B))”.

Az6ta mdr tudjuk, hogy minden igazsdgfunktor kifejezhets a ,~’ és a ,D’ segitségével.
(S&t, olyan kétargumentumi funktor is ismert, amely egyedil elegendé minden
igazsigfunktor kifejezésére.) Az idevdgd eredmények is Frege kezdeményezéséhez
kapcsolédnak.

Frege igen fontosnak tartja a gondolat puszta kifejezésének (a mondatnak) és
elfogaddsinak, az itélésnek megkiilonboztetését. A megkiillonboztetés fontossagdt flluszt-
rilja mdr az a tény is, hogy egy Osszetett mondatot igaznak itélhetiink anélkiil, hogy
részmondatairdl itélkeznénk. (Utalva a kordbbi példara, igaznak tarthatja valaki azt, hogy
,-ha Tébids maldrids, kininre van sziiksége” anélkiil, hogy 4lldst foglalna a benne részként
szereplé ,, T6obids maldrids” mondat igazsigdt illetGen.) A gondolatot megérteni, az 6t
kifejez6 mondatot hasznidlni mds, mint igazsdgit megillapitani, ill. 4llitani. Ezért Frege
kiilén jelet vezet be az itélés kifejezésére; ez pl. a (8) alatti formuldkra alkalmazva a
(legfolsd) vizszintes vonal bal széléhez csatlakozé merdleges:

—r— B
A '—EA'

A mai linedris irdisméd esetén a formula elé helyezett ,- jelet haszndljuk e célra. Bar
Frege e szimbSlumot eredetileg az itélés kifejezSjeként magyardzza, fogalomirdsiban
ténylegesen ennél sziikebb értelemben haszndlja, amint ezt hamarosan meg fogjuk
vil4gitani.

Mint littuk, a fogalomirds minden konstansinak pontosan meghatdrozott jelentése
van. A logikai torvények Frege elméletében erre alapozédnak. Ilusztrdljuk ezt két egyszer(i
példéval.
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Els¢ példa. A negicié és a kondiciondlis haszndlati médjdra vonatkozé elGirdsokbdl
(,,igazsdgszabdlyokbdl”) folyik, hogy bdrmilyen konkrét (egyértelmii) kijelentd monda-
tokkal helyettesitjiik is a p, ¢ paramétereket a

(P>q)2>(~q>~p)
formuldban, mindig igaz 4llitdst kapunk. Ezt a tényt igy fejezziik ki:
® F@29)D(~q>~p).

Vildgos, hogy itt a ,F’ nem azt jelenti, hogy ami utdna kovetkezik, az igaz (hiszen nincs
hatdrozott tartalma a ,- utdn kévetkezd jelsorozatnak), hanem azt, hogy az utdna
kovetkez8 séma altaldnos logikai igazsdgot dbrdzol, amelybdl a paraméterek minden
szabdlyos behelyettesitésével igaz dllitds nyerhets, A , tehdt nem egyszeriien az
itélésnek, a gondolat elfogaddsinak, hanem a bebizonyitott logikai igazsignak a jele.
Ténylegesen ez a funkcidja e jelnek a fogalomirdsban. — Példdnk azt is illusztrdlja, hogy
miként értendé Frege azon megdllapitdsa, hogy a betiik (a paraméterek) az dltaldnossdg
szimbdlumai. Nevezetesen: a logikai torvényekben szerepld paraméterek tetszélegesen
helyettesithetdk, csupdn arra ligyelve, hogy egy paramétert vele azonos kategéridba
tartozé kifejezéssel helyettesitsiink. igy (9)-ben p és q helyettesithet6k mondatokkal vagy
a fogalomirds nyelvének formuldival (az utébbi esetben a helyettesités révén fellépd uj
paraméterek ismét helyettesithetdk stb.). A mdsodik eset azért fontos, mert ezen az viton
az dltaldnos logikai igazsdgokbdl kevésbé dltalinos logikai igazsigokat, tehdt speciélis
eseteket nyerhetiink (illusztrici6 alédbb).

Mdsodik példa. Az azonossdg és a kondiciondlis igazsdgszabdlyabdl folyik: Barmllyen
individuumnévvel helyettesitjilk is az a, b paramétereket, és barmely egyargumentumu
predikdtumot tesziink is f helyére az ,.fa) D ((¢ = b) D f(b))” formuldban, mindig igaz
allitdst nyeriink. Tehdt

(10) ) > (@ = b) > fib))

is logikai igazsdg. Mdrmost ,,c = a” felfoghaté f(c) specidlis esetének. Ekkor ,f(a)’-nak
A =a", flb)’nek ,b =a” felel meg. E helyettesitésekkel (10)-b&l az aldbbi specidlis
esetet kapjuk:

(i1) F@=a)D({(a=b)D(=a)).

Ilyenfajta specializicidkra utaltam az el6z6 bekezdés végén. A most nyert eredmény
azonban némi tovdbbhaladisra Gsztonéz. Az azonossdg igazsdgszabilya alapjdn trividlis,

hogy
(12) Fa=a.

A kondiciondlis igazsigszabilya szerint ,,4 O B” és A igazsdga esetén B is igaz. Es ha
A D B” és A logikai igazsigok sémai, akkor B is logikai igazsig sémdja. Megfogalmazhat-
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juk tehdt a kovetkezd szabdlyt:
(13) Ha A4 DBés A, akkor B,

bérmilyen formula legyen is A4, ill. B szerepében. E szabdly alapjdn (11)-bél és (12)-bdl
kovetkezik:

(14) F@=b)D(=a),

vagyis az azonossdg szimmetriatdrvénye,

A (9) ...(12), (14) torvények logikai erejiik tekintetében egyenrangiak. A fentiekben
bemutatott megalapozdsi mdodjuk azonban kilénb6zs. A (9), (10), (12) torvényeket
kozvetleniil a bennik szerepls logikai konstansok (=, ~, D) jelentésére (igazsigszabilys-
ra) alapoztuk. Ezzel szemben (11)-et egy szintaktikailag megfogalmazhat6 szabily (fic)
helyettesitése ;,c = a”-val) segitségével szdrmaztattuk (10)-b6l; (14)-et pedig (11)-b6l és
(12)-bél nyertitk a (13) alatt megfogalmazott, ugyancsak szintaktikai jellegii szabdly, az
un. levdlasztdsi szabdly alkalmazdsaval.

Azon, hogy egy szabdly szintaktikai jellegii, azt értjiik, hogy helyes alkalmazisdnak
nem el6feltétele a formuldkban szereplé szimbdlumok jelentésének ismerete; elegendd
ismerni a formuldk képzésére vonatkozdé grammatikai elGirdsokat. Vildgosan ldthaté ez a
(13) alatti levdlasztasi szabdlyban. Persze, a szintaktikai jellegili szabilyok helyessegét
(vagyis azt, hogy logikai igazsigokbdl logikai igazsigokat produkilnak) szemantikailag,
azaz a logikai konstansok jelentése alapjin kell megalapozni. Csak igy lesznek egyenls
erejliek a kozvetleniil megalapozott és az ezekbdl szintaktikai, azaz formdlis szabdlyok
révén szdrmaztatott torvények. Természetesen az utébbiak is mindig megalapozhaték
kozvetleniil (igy a fonti (11) és (14) is). A formdlis szabalyok azonban megkénnyithetik
és meggyorsithatjdk Gj torvények folfedezését.

A bemutatott példik illusztriljadk Frege metodolégidjat, melynek lényege a kovetkezd.
Szemantikailag megalapoz néhdny logikai igazsigot (szdm szerint kilencet, koztik
szerepel a fenti (9), (12), valamint kissé médositott formdban (10)), tovibbd néhiny
szintaktikai szabdlyt, amely logikai igazsdgokbdl logikai igazsigokat produkal (koztik
szerepel a fonti (13) is). Minden mds logikai igazsigot e szabdlyokkal szdrmaztat
(formdlisan bizonyit) a kilenc ,,alaptételbsl”.

Frege logikai elméletébdl elkiilonithetd egy tiszta szintaktikai rendszer. Ebbe tartozik
a formalizdlt nyelv grammatikai szabdlyainak leirdsa, tovdbbd az alaptételek és a formdlis
bizonyitdsi szabdlyok felsoroldsa. Az ilyen rendszert szokds kalkulusnak nevezni, A
kalkulus tételei az alaptételek és a belSlik formdlisan bizonyithaté formuldk. ,,-A4”
éppen azt fejezi ki, hogy az A4 formula tétele a kalkulusnak. (Igy a ,I jel valéjadban nem
tartozik a kalkulus nyelvéhez; segitségével a kalkulusrol tesziink allitdst.)

Ha a formalizilt nyelvet nemcsak leirjuk, hanem szemantikdjit is megadjuk (rogzitjik
a konstansok jelentését és a paraméterek megengedett behelyettesitési értékeit), az
alaptételeket és a formdlis bizonyitds szabdlyait nemcsak felsoroljuk, hanem bizonyitjuk
is (a nyelv szemantikdja alapjin), akkor szemantikailag megalapozott kalkulust kapunk,
melynek tételei valéban logikai igazsigok. Frege logikai elméletét pontosan tigy
jellemezhetjiik, mint szemantikailag megalapozott kalkulust.

598



A ,Fogalomirds”-ban szerepls négy logikai konstans koziil eddig csak hdrmat
ismertettiink, A hdtralevd negyedik korszakalkoté horderejiinek mindssithets, és az
dltaldnossdg kifejezéséhez kapcsolédik. Mér tudjuk, hogy a logikai torvények dltaldnossiga
a benniik szerepl3 paraméterek révén fejez6dik ki. Amde 4ltaldnossig szerepelhet a logikai
torvényt kifejezd formula egy részformuldjdban is. Példaként emlithetjiik Arisztotelész
egyik uin. megforditasi torvényét:

Ha A egyetlen B-re sem vonatkozik, akkor
B egyetlen A-ra sem vonatkozik .

Ebben A és B un. 4ltalinos terminusokkal tolthet$ ki; a fregei grammatikdban ezek
megfelelsi az egyargumentumi predikdtumok. Arisztotelész torvényét, els6 kozelitésben,
igy fogalmazhatjuk at:

(15) Ha f hamis minden olyan individuumra, melyre g igaz, akkor
g hamis minden olyanra, amelyre f igaz.

Itt f és g egyargumentumi predikdtumok. Létjuk, hogy (15) feltételes dllitds, melynek
elGtagja:

(16) f hamis minden olyan individuumra, melyre g igaz.

Ebben bizonyos, az individuumokra vonatkozo dltaldnossdg szerepel. Hogyan fejezhetjitk
ezt ki a fogalomirds nyelvén? Vegyiik figyelembe, hogy

an g(@) D ~fla)

igy olvashaté: ,ha g igaz a-ra, akkor f hamis a-ra”. Nos, (16) épp azt fejezi ki, hogy ez
igaz, barmi legyen is a. Tehdt (16) nem mds, mint (17) 4ltaldnossdga az @ individuum-
paraméterre nézve. Ezt az dltaldnossdgot gy fejezziik ki, hogy a (17) formuldban az ,a’
paramétert kicseréljiik az ,x’ betiivel, és a formula elé irjuk a ,Vx’ kifejezést:

Vx(g(x) D ~f(x)) .

,,Wx” kiolvasdsa: ,,minden x-re”, Az ,V’> szimbélumot univerzilis kvantornak nevezzik.
Ez a fogalomirds negyedik logikai konstansa. — Ezutdn a (15)-beli kondiciondlis utétagjat
analég médon, ,Vx(f{x) D ~g(x))” segitségével fejezzilk ki, s végill Arisztotelész
torvénye a fogalomirdsban a kovetkez6 alakot 6lti:

FVYx(g(x) D ~A(x)) D Vx(flx) D ~g(x)) .
Mint minden logikai térvényben, ebben is a paraméterek (f és g) képviselik az
dltaldnossdgot; ezek tetszGleges (egyargumentumi) predikdtumokkal helyettesitheték.
Individuumokra vonatkozé éltaldnossig azonban e torvényben éppligy nem szerepel, mint

a (15) alatti kozelit6 megfogalmazdsdban vagy az arisztotelészi vdltozatban; hiszen nincs

3 Filozéfiai Szemle 1979/5 599



benne individuumparaméter. Az ,a’ helyére irt ,x’ nem helyettesithets individuumnévvel.
Ha g nevet szimbolizil, akkor x csupin névmdst szimuldl; mintegy mesterséges névmdasnak
mondhatd. Hivatalos elnevezése: individuumvdltozo. Frege got betiiket hasznélt viltozok-
ként, hogy élesen megkiilonboztesse Gket latin betlis paramétereitél. Az 6 eredeti
jelolésében

—a— f @
szerepel ,,Vxf{x)” helyett.

Az univerzalis kvantor alkalmazdsdnak grammatikai szabdlya a kovetkezd. Az V kvantort kévetnie
kell eldszor is egy viltozonak (e célra az x, y, z betliket haszndlhatjuk, sziikség esetén indexezve), majd
egy kifejezésnek, amelyet a kvantor hatdskdrének mondunk. Ez a kifejezés vigy jon 1étre valamely
formulabdl, hogy benne egy individuumparamétert a kvantort kévetd véltozdval helyettesitiink;
nevezzilk az ilyen kifejezéseket nyitott formuldknak. A kvantor hatdskorét alkotdé nyitott formuldt
dltaldban zdrdjelekkel hatdroljuk; zdrdjelek hijdn a hatdskér a kvantort és valtozéjat kovetd
legrovidebb (nyitott) formula. A kvantor hatdskére esetleg lehet nem-nyitott formula is; ekkor
latszatkvantifikdciérél van sz, amelyet szemantikailag hatdstalannak tekintiink. (Most ldthaté a
,paraméter’ terminus haszndlatdnak elGnye: a kvantifikdlhaté vdltozék mds funkcidji szimbdlumok,
mint a behelyettesithetd, ,,interpretdlhaté” paraméterek.)

Frege magyardzata szerint az univerzdlis kvantor mdsodfoku predikdtum, amelynek
argumentumai kozonséges (els6foku) predikdtumok lehetnek, az argumentumbhely kitolté-
sével pedig mondatot nyeriink. Valéban, ha a ,,Vxf{x)”’ sémdban f-et az argumentumhely
fenntartdjdnak tekintjiik, és ,f(c)” szerepét pl. ,,c = ¢”-re osztjuk (amikor is ,f{x)”-et az
,»X =x" nyitott formuldval kell helyettesiteniink), akkor az argumentumhely kitoltése
utdn a ,,Vx(x =x)” formuldt nyerjiik. Ebben azonban nincsenek paraméterek, tehdt
valédi mondat; koznyelvi kifejezési formdja: ,Minden (individudlis objektum) azonos
onmagdval.” Ez is a fogalomiris tételei (logikai igazsdgai) k6zé tartozik; tehdt:

Fvx(x=x).

Ha azonban a ,,Vxf{x)” sémiban ,f(x)”-et olyan nyitott formuldval helyettesitjik be,
amelyben paraméterek is szerepelnek, akkor természetesen nem kapunk eredményiil
valédi mondatot, hanem csak paraméteres mondatsémdt (amelybél a paraméterek
behelyettesitésével nyerhetiink valédi mondatot).

»~Vx~f(x) azt fejezi ki, hogy nem mindenre hamis az f predikdtum, azaz hogy van
olyan dolog, melyre f igaz. E sémidt ,,3x.f(x)” alakban rovidithetjiik; ,,3x kiolvasdsa:
,»van olyan x, melyre”, vagy ,Némely x-re”. Az ,,3° szimb6lum az egzisztencidlis
kvantor. Mint latjuk, az egzisztencia kifejezhet6 az univerzalitds (plusz a negici6)
segitségével. Mivel VvV mdsodfokid predikdtum, ebbdl kovetkezik, hogy '3 is az; az
ontol6giai istenbizonyitdsok Frege szerint abban a kozos logikai hibdban szenvednek,
hogy az egzisztencidt els6foku predikitumként kezelik.

Ha csak egyargumentumt predikitumokat haszndlunk, a funktor és argumentuma
megkiilonboztetése, tovdbbd a kvantorok és a kvantifikilhaté vdltozék haszndlata
mell6zhetd. Ez a magyardzata annak, hogy a tradiciondlis logikdban e fogalmak nem
szerepelnek. (A ,minden’, ,némely’ kvantorszavakat persze haszniltdk, de tdvolrél sefn a
fregei értelemben.) Hasonl6é a helyzet a Boole—Schroder-féle logikai algebrdban: ennek
kifejezG ereje szintén az egyargumentumu predikitumok korén belil marad. Frege

600



jellemzése szerint Boole algebrdja csupdn calculus ratiocinator, de nem lingua characteris-
tica universalis. Boole egy algebrai jelleg(i technikdt dolgozott ki (e technika tekintetében
lényegesen meghaladta a tradiciondlis logika eszkoztdrdt), amelynek keretében bizonyos
logikai feladatok szisztematikusan megoldhaték. Nem véletlen, hogy Boole kezdeménye-
26sébdl egy matematikai diszciplina (a Boole-algebra) fejlédott ki (amely egyebek kozott
alkalmazhaté a modern logika teriiletén is). Frege nem folytatéja vagy tovdbbfejlesztGje a
Boole—Schroder-féle vonalvezetésnek, hanem merdben j tton indul el az dllitdsok logikai
finomszerkezetének feltirdsdval. Ezzel kapcsolatban kulcsfontossdgu a tobbargumentumu
predikdtumok és a tobbszords kvantifikicio kifejezésének lehetSsége. Enélkiil lehetetlen
foltarni az olyan allitdsok logikai szerkezetét, mint pl. Minden embernek van anyja’, vagy
pontosan definidlni a ,ha x tart a-hoz, akkor y tart b-hez’ tipusi matematikai dllitdsok
jelentését. (Az ilyen problémdk megoldhatatlanok a Boole—Schroder-algebrdban.)

Boole, De Morgan, Schroder és mdsok hozzajaruldsa a logika fejl6déséhez jelentds, de a
leibnizi programnak csak az egyik, éspedig a kevésbé fontos pontjdra terjed ki: a logikai
6sszefiiggések mechanikus kiszdmitdsdnak realizdldsira. Az univerzilis logikai nyelv
megteremtése és egyben ennek kalkulussd forméldsa Frege miive. Ezért egyértelmiien 6t
kell tekinteniink a modern logika megalkotdjinak, korunk Arisztotelészének.

A ,Fogalomirds” megjelenése Ota eltelt sziz esztend§ természetesen bovitette
ismereteinket a Frege miivében tartalmazott els6rendd logikirol. Kideriilt, hogy a
kalkulus némileg egyszerfisithetG: az alaptételek és a bizonyitdsi szabdlyok szdma
csokkenthetd. Szdmos fogdst ismeriink a kalkulus alkalmazisinak egyszeriisitésére; ezek
kovetkeztében a mai formdlis bizonyitisok tomorebbek, dttekinthetébbek, mint Frege
eredeti levezetései. A legfontosabb eredmény azonban K. Goédel 1930-ban publikalt
tétele, amely szerint Frege kalkulusa teljes abban az értelemben, hogy a kalkulus
nyelvében megfogalmazhaté barmely logikai igazsig (torvény) formilisan levezethetd az
alaptételekbdl. (Frege hitt ebben, de bizonyitdsinak problémdjat f6l sem vetette.) — A
fregei mii alapjai tehdt szdz esztendd elmultdval is szildrdak.

A ,,Fogalomirds™ logikai elmélete azonban ténylegesen tdgabb, mint az, amit manapsag
klasszikus elsGrenddi logikdnak neveziink. Jeleztem, hogy nem kovetem betli szerint
Fregét az ismertetésben; itt az ideje szdlni az eltérésekrdl. Ezek koziil a legfontosabb az,
hogy Frege megengedi a predikitumparaméterek véltozokkal (gét betiikkel) valé
helyettesitését és ezek kvantifikdldsit, roviden: a predikditumok kvantifikdldsdt is. igy a
»Fogalomirds”-ban egy mdsodrendii logika korvonalai bontakoznak ki, ezt a késSbbi
években Frege részleteiben is kidolgozza. Csak ez a bévebb logika lesz alkalmas az
aritmetika logikai rekonstrukciéjdhoz. — A tovibbi eltérések bemutatdsit célszer(i lesz
Frege szemantikai eszméinek elemzésével 6sszekapcsolni.

FREGE SZEMANTIKAJA
A ,Fogalomirds”-ban Frege a szimbélumokat a fogalmi tartalom Xifejezinek
deklarilja. Késdbb a korabeli matematikai formalizmussal és a logikdba beszivirgé
pszichologizmussal folytatott vitdja arra készteti, hogy a jel mogotti tartalmat két
komponensre bontsa. E szétbontds médjit és sziikségességét legegyszer(ibb a terminusok
(individuumnevek) kérében bemutatni.
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Mi a kiilonbség — veti fol Frege a kérdést — ,2 = a” és , .4 = b” kdzétt, ha az utébbi is
igaz dllitds? Példdul mi a kiilonbség e két azonossig k6zott:

(18) Lima = Lima ,
(19) Lima = Peru f6vérosa .

Torténetesen a ,Lima’ terminus ugyanazt a (foldrajzi) objektumot jeloli, mint a JPeru
fovdrosa’ terminus. Kovetkezésképp (19)-ben egy objektumrdl van sz6, egy objektumrél
dllitjuk, hogy azonos oOnmagival. De (18)-ban ugyanerrl az objektumrdl dllitjuk
onmagdval valé azonossdgit. A két dllitds kozott tehdt nincs kiilonbség?

A megismerés szempontjibol a két allitds killonbsége nyilvanvald: (18)-nak, bér igaz,
nincs informdciétartalma, mig (19) informdciét nydjt mindazoknak, akik nem tudjik,
hogy a két terminus egyazon tdrgyat nevezi meg. De ha az azonossig jelét tgy
értelmezziik, ahogyan Frege a ,,Fogalomirds”-ban teszi, nevezetesen hogy e jel segitségével
a fogalmi tartalom egybeesését fejezziik ki, akkor (18) és (19) kiilonbségét vagy nem
tudjuk megmagyardzni, vagy pedig az ,# =a” sémdji azonossigok kivételével minden
a benne szerepl két terminus egyazon tdrgyat jeloli, de nem dllitja, hogy ugyanazon
modon jeloli; ezzel szemben 2 = a” esetén az azonossigjel két oldaldn mdr a terminusok
is azonosak, és igy ugyanazon médon jelolik ugyanazt a tirgyat.

Ha a terminus (Frege kifejezésével: a tulajdonnév) megnevez, megjeldl egy (konkrét
vagy absztrakt) tdrgyat, akkor e tdrgy a terminus denotdtuma, jeldlete (Frege kifejezésé-
vel: Bedeutung). Ha két terminus megegyezik a jeloletében, még kiilonbozhet a jelolés
moédjdban; e kiilonbozést Frege gy fejezi ki, hogy a két terminusnak kiilonbozé a
jelentése, értelme (Frege kifejezésével: Sinn). Minden terminusnak van jelentése, bar
jelolete nincs mindig (pl. a Kerberosz’ tulajdonnév vagy az ,I. Istvdn azon fia, aki 6t a
tronon kovette’ leirds semmit sem jelol).

A német koznyelvben a ,Bedeutung’ és a ,Sinn’ szavak éppiigy szinonimdk, mint magyar
megfelelik, a ,jelentés’ és az ,értelem’. Frege szakkifejezésekként szerepelteti Sket. A mai
szakirodalom igyekszik elkeriilni ezt a nem szerencsés széhaszndlatot; igy a fregei ,Bedeutung’-ot
tobbnyire a ,denotitum’ széval adjdk vissza. E helyett alkalmazom itt a ,jelélet’ miikifejezést. A fregei
,Sinn’ igy zavar nélkiil fordithaté akdr jelentésnek, akdr értelemnek, tébbnyire az elsGt haszndlom.

A koribbi ,fogalmi tartalom” tehdt a terminusok (individuumnevek) korében
szétbomlik jelSletre és jelentésre. Az ,4 = b” azonossdg csak a jelSlet, s nem a jelentés
megegyezését dllitja. igy (18) és (19) kozott is jelentésbeli kiilonbség van.

Ebb6l mir sejthetd, hogy a jelolet és a jelentés megkiilonboztetésében Frege nem dll
meg a terminusokndl, hanem Kkiterjeszti valamennyi grammatikai kategéridra. Kiindul
abbdl a ténybél, hogy ha egy mondatban valamely terminust vele azonos jeloletii
terminussal cseréliink fél, akkor a mondat jelentése ugyan megviltozik, de ,,igazsdgérté-
ke” tobbnyire véltozatlan marad (a kivételekrdl késGbb lesz sz6): ha igaz volt, igaz marad,
ha hamis volt, hamis marad. Ez arra készteti Fregét, hogy az igazsdgot és a hamissdgot
absztrakt tdrgyaknak nyilvdnitsa, s e tdrgyakat tekintse a kijelentd mondatok lehetséges
jeloleteinek. Minden igaz mondat az Igazat (das Wahre), minden hamis mondat a Hamisat
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(das Falsche) jeloli. ,,Ezt a két tirgyat mindenki, aki egydltaldn itél, aki valamit igaznak
tart — tehdt még a szkeptikus is —, még ha csak hallgat6lagosan is, de elismeri.”
([5], V.) Kozos neviik: igazsigérték. Ha egy mondatban jeldlet nélkiili név szerepel,
akkor a mondatnak sincs jelolete (igazsigértéke), noha jelentése van.

E megkozelitésben az igazsdgértékek tdrgyak, de tirgyakat jelolnek a terminusok is (ha
van jeloletik). A mondat és a terminus (individuumnév) megkiilonboztetése ezzel
elenyészik, vagy legalibbis veszit jelentGségébdl. ,,Tehdt minden olyan kijelentd mondat,
amelyben a szavak jelolete lényeges, tulajdonnévként foghat6 fol, melynek jelolete —
foltéve hogy van jeldlete — az Igaz vagy a Hamis.” ([5], V.) E felfogds konkhizi6jaként
Frege a fogalomirdsban egyetlen paramétertipust hasznil a mondatok és a terminusok
szdmdra (eltérden az el6z8 szakasz ismertetésétsl).

Ez az osszeolvasztds azonban konfiizichoz vezethet, hiszen az itélés jele () csakis
mondatokra, ill. a mondatokat reprezentilé formuldkra alkalmazhat6. A ,,Fogalomirds”-
ban e konfiiziét Frege azzal a szabéllyal héritja el, hogy az ideogrammdkban egy-egy
vizszintes vonaltél jobbra mindig ,megitélhetd tartalmi” -~ azaz mondat tipusi —
kifejezésnek kell szerepelnie; pl. ,,—a” esetén a csak mondattal helyettesithets. Késébb
(l4sd pl. [6]) a vizszintes vonalat 6ndllé funktornak deklardlja, a kovetkezd szabillyal: Ha
A az lgazat jeloli, akkor ,,—A4” is ezt teszi, ha pedig A nem az Igazat jel6li (hanem a
Hamisat vagy bdrmilyen mis tirgyat), akkor ,,—A”’ a Hamisat jeloli. fgy pl. ,—2’ a Hamisat
jeloli, hiszen ,2’ egy szdmot jelol, nem az Igazat. Ennek negdcidja (Frege eredeti jel6lése
szerint:,T-2") viszont az Igazat jeldli (s igy ,Fm2" korrekt itélet). E miifogdssal a mondat
és a terminus kategoridjanak a grammatikai szinten valé Gsszeolvasztdsa nem okoz zavart a
szemantikai szinten.

A mai logika e mesterkéltségben nem koveti Fregét, hanem a grammatikai szinten is
élesen megkiilonbozteti a terminus és a mondat kategdridjt. (Még a platonisztikus
filozéfiai hajlamu logikus is, aki esetleg hisz az igazsdgértékeknek mint 6ndllé tirgyaknak
a létezésében, kénytelen azt elismerni, hogy az igazsdgértékek annyira ,,mdsfajta tirgyak”,
mint azok, amelyeket a kozonséges individuumnevek jeldlnek, hogy az Oket jelols
kifejezéseket — a mondatokat — kiilon kategéridba kell sorolni.)

Frege eljirdsanak azonban van raciondlis magva: @ funktorok éles megkiilonboztetése a
nemfunktoroktdl, az egyéb nyelvi kifejezésektdl. (Ezt a megkiilonboztetést Grzi a mai
logika az alapkategoridk és a fumktorkategoridk csalddjanak szétvilasztisdval.) Az
individuumnevek ¢és a mondatok hatdrozott jelentéssel bird, befejezett jellegli nyelvi
képz&dmények, mig a funktorok, Frege jellemzése szerint, kitoltetlenek. A nem-
funktorokat egyértelmiien jellemzi, hogy (ha van jeldletik) tdrgyat jelolnek (persze azzal
a megillapoddssal, hogy a mondatok az igazsdgértékek valamelyikét jelolik). A funktor
viszont semmiféle tdrgyat nem jelol. De ha az elséfoki funktor argumentumhelyét (ill.
argumentumbhelyeit) tdrgy(ak) nevével Kitoltjik, az eredményiil nyert kifejezés ismét
targyat jelol. (Mdsodfokid funktor esetén az argumentumhelyet funktorral kell kitétteni;
eredménytil ekkor is egy targy nevét kapjuk.) Ha ez a tdrgy mindig igazsigérték (azaz ha a
funktor Kitoltése mindig mondatot eredményez), akkor a funktort predikdtumnak
mondjuk (els6fokud funktor esetén). Frege a fogalomirds grammatikdjéban Osszevonja a
mondat és a terminus kategoridjit, és ennek konzekvens folytatdsa, hogy az elséfoku
funktorok korében sem kiiloniti el a predikditumokat: egyetlen paramétertipust haszndl az
els6foku funktorok szdmdra, nincsenek kiilon predikdtumparaméterei. (EltérGen az el 628
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szakasz ismertetésétdl, az f, g, h. betiik valdjdban nem predikdtumparaméterek, hanem
els6foku funktorparaméterek). A szemantikai zavart itt is a vizszintes vonal hiritja el;
ugyanis a szemantikai szinten a megkiilonboztetés 1ényeges. A mai logika e tekintetben
sem koveti Fregét: a predikitumok kiilon kategoridt alkotnak az els6foki funktorok
korében.

A nemfunktorok — nevezzik &ket neveknek — tehdt tirgyakat jeldlnek, a funktorok
viszont nem. Jelélnek-e a funktorok egydltaldn valamit? Olyan értelemben, mint a nevek,
semmiképp sem. Am a jel6let és a jelentés megkillonboztetésének a funktorokra valé
kiterjesztése mégis indokolt. Megeshet ugyanis, hogy két (azonos fok- és argumentum-
szamii) funktor megegyezik abban, hogy azonos jeloletii nevekkel kitoltve ket mindig
azonos jeldletd (bar esetleg kiillonbozS jelentésti) neveket kapunk. (Pl x%—1’ és
{x + 1)(x — 1) ilyen funktorok, ha x’ tartja fonn a kitoltésre viré helyet.) Az ilyen
funktorok barmely névben folcserélhetSk egymadssal a név jeloletének megvaltozdsa nélkiil
(bizonyos fonntartisokkal, amelyekr6l késbb lesz szd). Ezt az esetet célszerli dgy
jellemezni (a kordbbi analégidk alapjén), hogy a két funktor jelolete megegyez8, noha
jelentése esetleg eltérS. Igy a jelolet és a jelentés megkiilonboztetését Frege minden
grammatikai kategéridra kiterjeszti.

Imént meghatdroztuk, mit értiink azon, hogy két funktor jeldlete megegyezd; ez a
meghatdrozas azonban nem foglalja magdban azt, hogy mit értsiink egy funktor jeldletén.
Taldn nem is sziikséges jelSletet tulajdonitani a funktoroknak; azt, hogy egy névben két
funktor mikor cserélhetd fol egymdssal a név jeldletének megviltozdsa nélkiil, a funktor
jel6letére valé hivatkozds néikiil is el lehet mondani. Frege sziméra azonban a jel mogotti
,»fogalmi tartalom” alapvet6 fontossdgu (elsGsorban a formalizmussal és a pszichologista
szubjektivizmussal folytatott vitdjiban); igy semmiképp sem hagyhatja megvalaszolatlanul
egy nyelvi kategoria és a kiilsé vildg kapcsolatdnak kérdését. Meghatdrozdsa szerint 4
nevek tdrgyakat, a funktorok pedig fiiggvényeket jeldlnek. (Ténylegesen Frege nem
hasznilja a ,funktor’ kifejezést, helyette (fiiggvényjel’-r6l beszél.) Szdmdra tdrgy és
fiiggvény tovdbb nem elemezhetS végsG kategéridk, amelyek ennélfogva nem is-
definidlhatok ,iskolds médon”, csak egymdshoz valé viszonyukat lehet érzékeltetni.
Fiiggvény mindaz, aminek nyelvi kifejezési formdja kitoltetlen helyet tartalmaz; tdrgy
mindaz, ami nem fiiggvény, ami kitoltetlen hely haszndlata nélkiill megnevezhets. A
targyak és a fiiggvények élesen elkiilonitettek: egy fiiggvény sohasem lehet targy, és
forditva sem, — Végil is a funktor nem ,jel6l” olyan értelemben, mint a név, bdr a
funktor és ,jelolete” kozotti kapcsolat némileg analég a név és jelolete kozotti
kapcsolattal. (Itt Frege elényben van azzal, hogy a ,Bedeutung’ sz6t haszndlja.)

Az egyargumentumi predikdtumok jeloletei specidlis fiiggvények, amelyeket Frege
fogalmaknak nevez (néha tulajdonsigoknak is mondja Gket). A ,fogalom’ kifejezést tehat
Frege igen specidlis értelemben, a szokédsosto! eltérd médon hasznilja (és erre nagyon kell
igyelni mindenkinek, aki Fregét olvassa). A fregei ,,fogalom” nagyjibol megfelel a
tradiciondlis ,,dltalinos abszolut (nem reldciés) fogalom”-nak. De Frege szdmdra e
fogalmak nem az egyes emberek fejében egzisztilnak, s nem is az dltaldnossigban vett
»emberi gondolkodds” konstruilja Sket, hanem objektive 1éteznek (noha nem tdrgyak!);
az emberi gondolkodds megragadhatja, folismerheti Sket. — A kétargumentumi predika-
tumok jeloleteit pedig reldcioknak (Beziehungen) nevezi Frege. A reldciok a tradiciondlis
relativ fogalmak megfelelsi, az iméntiekkel analég fenntartdsokkal.
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E megkozelitéssel Frege kozel jut ahhoz, hogy kiutat taldljon a nominalizmus és a
realizmus &si vitdjdbol. Az érzékszerveinkre hatd, de téliink fiiggetleniil, objektive létezd
anyagi vildg elismerése sehol sem kétséges szamdra. S nemcsak az individudlis térgyak, de
tulajdonsdgaik és kapcsolataik is objektivek. Csak annak viligos leszbgezése hidnyzik,
hogy az utébbiak is ugyanazon materidlis vilig komponensei, mint amelyben a fizikai
térgyak egzisztdlnak.

De hagyjuk egyeldre Frege ontoldgidjdt, és térjiink vissza szemantikdjihoz. Alaptézise
a kovetkezS: Ha egy oOsszetett névben (amely mondat is lehet) egy jelolettel biré
alkatrészt (nevet vagy funktort) vele azonos jeldletli kifejezéssel cseréliink fol, az osszetett
név jeldlete nem véltozik, bdr a jelentése megviltozhat. Ez igy igaz egy matematikai
diszciplina nyelvében, de kénnydi rd ellenpéldét konstrudlni a természetes nyelvekben. Ezt
a tényt Frege is észreveszi, mindenekelStt az un. egyenes és fiiggd beszédben, azaz amikor
mds szavait idézziik sz6 szerint (idézGjelekkel hatdrolva) vagy tartalom szerint (jhogy’
kotdszéval bevezetett mellékmondatban). E probléma megolddsa érdekében megkiilon-
bozteti a szavak szokdsos és kozvetett jelSletét (és jelentését). A szokdsos jelolet, ill.
jelentés az eredeti értelemben vett jelolet, ill. jelentés. Egy kifejezés kdzvetert jelblete
viszont azonos a kifejezés eredeti, -azaz szokdsos jelentésével. A beszédben a szavak
dltaldban a szokdsos jeloletiikkel és jelentésiikkel szerepelnek, 4m egyes esetekben — pl. a
fiiggs beszédben — kozvetett jeloletiik és jelentésiik funkciondl. Az utébbi esetben a
folcserélési elv ugy értendd, hogy a kozvetett jeloletével szereplé sz vele azonos
kozvetett jeloletii — azaz vele azonos jelentésii — sz6val cserélhetS fol. A Magyarorszig
févirosa’ név (szokdsos) jelolete megegyezik ,Budapest’ jeloletével. De ha a Mr. Taylor
azt hitte, hogy Magyarorszdg f6virosa Bukarest’ mondatban az els6t folcseréljik a
mésodikkal, a mondat jelolete (igazsigértéke) megviltozhat. E mondatban tehit a
Magyarorszdg févirosa’ kifejezés (s6t, a hogy’-ot kovetd teljes mellékmondat) kozvetett
jeloletével (és jelentésével) szerepel, s igy itt csak vele azonos jelentésii névvel cserélhetd
fol az igazsdgérték megvaltozdsdnak kockazata nélkiil.

A jelolet és a jelentés megkiilonboztetése az ilyen tipusu szovegek logikai, szemantikai
és grammatikai elemzésekor vilik nélkiilozhetetlenné. Frege megkozelitése rendkiviili
horderejli az olyan nyelvek — koztiik a természetes nyelvek — vizsgdlatdban, amelyekben
egyes kifejezések (a fregei értelemben vett) , kozvetett” jeloletiikkel is szerepelhetnek. (A
modern modalis és intenziondlis logika ilyen jellegii formalizdlt nyelvekkel dolgozik.) E
témdt Frege tigysz6lvan csak megpenditette és természetes nyelvi példdkkal illusztrilta
(ldsd [7], részletes feldolgozdsa az utSkorra maradt. Kozismert, hogy Frege miivei
megjelenésitkkor szinte teljesen hatdstalanok voltak; még fokozottabban 4ll ez Frege
szemantikai koncepciGjira, amelyre csak szdzadunk 40-es éveiben kezdtek komolyan
folfigyelni (foleg A. Church és R. Carnap kezdeményezésére); ehhez kapcsolddik az tn.
Frege-reneszinsz kibontakozasa.

Carnap [3] folcseréli a fregei jelolet—jelentés fogalompdrt az extenzi6—intenzi6
fogalompdrral. (Nem puszta terminoldgiavaltdsrél van szé, hanem a fogalmi tartalom
részleges modositdsdrdl is.) Megkiilonboztet extenziondlis és intenziondlis funktorokat.
Extenziondlis funktort alkalmazva az eredmény extenziéja csak az argumentum(ok)
extenziéjatol fiigg (ilyenek pl. a klasszikus logika funktorai). Intenziondlis funktor
alkalmazdsakor az eredményiil nyert kifejezés extenziéjit dltaldban nem determindlja az
argumentum(ok) extenzi6ja, hanem csak az argumentum(ok) intenziéja (ilyenek pl. a
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modadlis funktorok: ,sziikségszert, hogy . . .’, lehetséges, hogy . .." stb.). igy a kifejezések
szokasos, ill. kozvetett jeloletiikkel vald elGforduldsdnak fregei megkiilonboztetését az
extenziondlis, ill. intenziondlis funktorok szabatosabb megkiilonboztetése véltja fol. Az
utolsé két évtizedben e gondolat — finomitva és tovibbfejlesztve — rendkiviili
jelentdséglinek bizonyult a nyelvfilozéfiai és logikai kutatdsokban.

A szavak szokdsos és kozvetett jeloletének fregei megkilonboztetése azonban
meginditott egy olyan ontoldgiai lavinit is, amelyet a szerzg bizonyédra nem gondolt végig.
Legyen ¢ egy név; ekkor Frege szerint c jelGlete egy tdrgy. Eddig nem érdekl&dtiink arrél,
hogy mi lehet ¢ jelentése. S6t, a kordbbiak alapjdn e kérdést el is lehet hdritani, hiszen a
Jjelentés’ kifejezést csak olyan kontextusokban haszniltuk, hogy két kifejezésnek egyezik
a jelolete, de kiilonbozik a jelentése; az utébbi pedig, Frege gyakori magyardzata szerint,
csupin képletes dtfogalmazisa annak, hogy a két kifejezés kiilonbozd modon jeloli k6zos
jeloletét. Roviden: a kordbbiak alapjdn a jelentések ,,reifikdldsa”, tdrgyiasitdsa elkeriil-
hetnek tiinik. Am lassuk most azt az esetet, amikor ¢ kozvetett jeloletével szerepel. Ha a
név jelolete mindig tirgy, akkor ¢ kozvetett jelolete is tirgy. De c kozvetett jeldlete nem
mds, mint ¢ szokdsos jelentése. Konklizié: c jelentése is tdrgy, éspedig nyilvinvaléan
olyan tdrgy, amely kiilonbozik c jeloletét6l.

Most tegyiik fol, hogy c jelentése is megnevezhets valamilyen médon. (Ez a gondolat
nem idegen Fregétdl: néha 6 is konstrudl olyan kifejezést, amely egy név jelentését nevezi
meg.) Jeldlje , “c’ c jelentésének nevét. Mint minden névnek, “c-nek is van jelentése; és ez
is targy, amely szintén megnevezhetS lehet. Jelolje ,"("c)’ — roviditve: ,"c¢’ — ‘¢
jelentésének nevét. “c jelentése szintén tirgy, amely esetleg meg is nevezhets “"“c-vel,
si. t. a végtelenségig. Egy konkrét tirgy nevébsl kiindulva igy képezhet$ a tdrgyaknak
minGsitett jelentések sorozata, amelynek végtelenségét csak az szakithatja meg, ha
valamely 1épés utdn @) a névnek mdr nincs jelentése, csak jelolete, vagy b/ a név jelentése
és jelolete egybeesik, vagy c) a név jelentése nem nevezhetS meg. Ezek kozil a) és b)
kivételt jelentene Frege dltaldnos szemantikai alapelvei al6l, ¢/ pedig elhérithaté dgy, hogy
az egész problémat fiiggetlenitjiik a megnevezhet&ségtdl.

Konzekvensen végigviszi e gondolatsort — a megnevezhetéségtdl figgetlenitve — A.
Church [4]. Posztuldtumai:

(i) Minden tirgyhoz tartozik legaldbb egy olyan (absztrakt) tirgy, amelyet az eredeti
tirgy fogalmdnak neveziink; ha a tdrgynak van neve, akkor a név jelolete a targy, jelentése
pedig a tdrgy valamely fogalma. (Ldthaté, hogy Church mds értelemben hasznilja a
Jfogalom’ terminust, mint Frege).

(ii) A tdrgyakat tipusokba sorolva kell elgondolnunk; a tipusok pdronként idegen
osztilyok (nincs kozos elemiik). A tipusok hierarchikus elrendezésiiek; egy targy
(valamennyi) fogalma mindig eggyel magasabb tipusba tartozik, mint maga a térgy. Ebbél
kovetkezik, hogy egy alaptipusbdl kiindulva végtelen tipussorozatot nyeriink.

(iii) A két grammatikai alapkategéridnak megfelelGen van legaldbb két alaptipus. Az
egyikbe tartozd tdrgyak az igazsigértékek (a mondatok jeltletei); a misikba egyéb
tirgyak (a kozonséges individuumnevek jeloletei) tartoznak. (A funktorok tipustartomad-
nyai az alaptipusok tartomanyaib6l halmazelméleti miiveletekkel szdirmaztathat6k.)

Itt tehdt bdrmely tdrgynak (fiiggetleniil att6l, hogy van-e neve) van fogalma, e
fogalomnak is van fogalma, s. i t. ad infinitum. Az absztrakt tirgyak e végtelen
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hierarchikus organiziciéjdhoz képest a platoni idedk birodalma kezdetleges képzGdmény-
nek tiinik.

Frege aligha gondolt arra, hogy a jelentések tdrgyiasitisa és a jelolet—jelentés
disztinkci6 iterdldsa ilyen silyos konzekvencidkhoz vezet. Church megjegyzi, hogy az 6
megolddsa nem az egyetlen lehetséges (de nyilvdn ezt tartja konzekvensnek). Carnap
megolddsdban az intenzidk (jelentések) valéban nem iterdlédnak, s ez lényegében az
extenziondlis és az intenziondlis funktorok megkiilonboztetésének koszonhets. (Bér
Carnap némileg méasképp fogalmazza e megkiilonboztetést.)

Frege szemantikai alapelvét a mai logika a kovetkez6 moédositott formdban hasznélja:
Egy oOsszetett kifejezés jelentését egyértelmiien meghatdrozza komponenseinek jelentése.
A jelolet helyett a jelentés a determindl6 faktor.

FREGE ONTOLOGIAJA

A fregei szemantika problémdi automatikusan ontolégiai kérdésekhez vezettek. Most
két olyan témdt vizsgdlunk, amelyek Frege ontolégiai (és részben ismeretelméleti)
nézeteihez kapcsolédnak, dm lényeges médon visszautalnak szemantikdjira és logikai
elméletére is.

Az elsé téma az aritmetika logikai megalapozdsa. Mint a bevezetében emlitettem, ez
volt Frege alapvetd véllalkozdsa, s tulajdonképpen mind a fogalomirds kidolgozasa, mind a
szemantikai alapfogalmak bevezetése e kozponti cél elérésének eszkozei.

Az aritmetikiban a szdmokat objektumokként, tdrgyakként kezelik, amelyekkel
miiveletek végezhetSk. Ha az aritmetika a logika része vagy tovdbbfejlesztése, akkor a
szdmoknak logikai objektumoknak kell lenniok. A tiszta logika azonban nem ismer mds
tdrgyakat (a ,,tirgy” fregei értelmében) mint az igazsdgértékeket (s ezek szdma mindossze
kett$). Viszont léteznek tiszta logikai fiiggvények (a ~, O, =, V funktorok jeléletei),
amelyek kombindldsa végrelen sok fiiggvényt eredményez, a logikai tdrgyak szamit
azonban nem szaporitja.

E nehézségbdl elvileg két kiut is lehetséges. Az egyik az, hogy a szdmokat nem
targyaknak, hanem fuggvényeknek, éspedig a fiiggvények speciilis esetének: fogalmaknak
tekintjiik (a ,,fogalom” fregei értelmében). Ez azonban iitkdzne az aritmetika kialakult
konvenciéival, és legaldbbis kényelmetlen lenne Frege grammatikai-ontolégiai kategorizé-
lasa szempontjdbél is; pl. a szokdsos aritmetikai funktorokat (Osszeadds, szorzés)
magasabb foki funktorokként kellene kezelni. A mdsik megoldds: elismerni az igazsdg-
értékeken kiviil mds logikai tdrgyak egzisztencidjat is. Frege ,,Az aritmetika alapjai” c.
miivében (1884, [8]) még habozni 1itszik a két megoldds kozott. Végil azonban ,,Az
aritmetika alaptorvényei” c. konyve L. kotetében (1893, {9]) egyértelmiien a mdsodik
megoldést vilasztja.

Mint az el8z§ szakaszbdl tudjuk, a fiiggvények (Frege szerint) nem tdrgyak. A
,Fuggvény és fogalom” c. miivében [6] azonban Frege posztuldlja, hogy minden
fiiggvényhez tartozik egy specidlis tirgy: a fiiggvény értékmenete (Wertverlauf), amely
megadja, hogy adott argumentumértékekre milyen fiiggvényértéket kapunk. A fiiggvény-
értékmenetek is a tovdbb nem elemezhet$ logikai objektumok kozé tartoznak; igy
érthet, hogy formdlis definiciét nem taldlunk rdjuk. Azt azonban definidlja Frege, hogy
két fiiggvény értékmenete mikor azonos: akkor és csak akkor, ha azonos argumentumokra
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a két fuggvény értéke is mindig azonos. (Val6jdban ez sem definicié, hanem logikai
alapt6rvény, posztuldtum.)

Abban a specidlis esetben, amikor a fiiggvény értékei kizdrolag igazsdgértékek (olyan
fiiggvényre gondolva, amely valamely els6fokii egyargumentumi funktor jelolete), azaz
amikor a fiiggvény fogalom (a fregei értelemben), a fiiggvény értékmenete tigy foghaté
fol, mint azon tdrgyak Osszessége vagy osztilya, amelyek ,,a fogalom ald esnek”, azaz
amelyekre a kérdéses fogalom igaz. Pl. a 16’ predikitum olyan fogalmat jel6l, melynek
értékmenetét a lovak osztdlya alkotja, Ezt az osztdlyt vagy Osszességet azonban mdr a
tradiciondlis logika is tobbé-kevésbé elismerte (absztrakt) objektumnak, és a fogalom
terjedelmének nevezte. Ezt a megkozelitést dltaldnositja Frege, amikor nemcsak a
fogalmakhoz, hanem iltaldnosan az elsGfoku fiiggvényekhez asszocidl egy-egy absztrakt
objektumot: a filggvény értékmenetét. Ha a fliggvény fogalom, akkor értékmenete e
fogalom terjedelme. Es ha a fiiggvény tisztdn logikai, akkor értékmenete is éppoly logikai
targy, mint a két igazsigérték.

Frege megjegyzi, hogy ez a lépése vitathatd; de aki elismeri a fogalmak terjedelmét,
annak nincs oka kételkednie az & megkozelitésmddjanak helyességében sem. Ha voltak is
kezdeti aggdlyai Fregének sajit eljdrdsa megbizhatésdgiban, a médszer alkalmazdsdval
elért sikerek elfeledtették vele az aggodalmakat.

Lassuk roviden azokat a nehézségeket, amelyek a szimfogalom logikai redukcidjdban
follépnek, ha nem hivatkozunk fogalomterjedelmekre. Nevezziink két fogalmat ,.egyez6
méretlinek”, ha van olyan relicio, amely ,.egy az egyhez” megfeleltetést 1étesit a két
fogalom ald es§ targyak kozott. (Ez a definicié6 megfogalmazhaté a fogalomterjedelmekre
mint tdrgyakra valé hivatkozds nélkiil, viszont reldciok kvantifikdlisa szerepel benne.)
Ezutdn egy els6foki F fogalom szdmossdgit ugy értelmezhetjiikk, mint az ,F-fel egyezé
méretlinek lenni” mdsodfoku fogalmat, vagy mint az ut6bbi fogalom terjedelmét. Frege
»AZ aritmetika alapjai”-ban az utébbi megolddst vilasztja, 4m egy libjegyzetben
megjegyzi, hogy bizonydra az els6 megoldas is j6 lenne, bar bizonyos — véleménye szerint
rendezhetd — problémdkat vetne fol. Kissé tovibbhaladva az aritmetikai definiciékban,
mdris litjuk, miféle problémdk lépnének fol. Frege a 0-t gy definidlja, mint az
»onmagdval nem azonos’ fogalmanak szdmossdgdt (hiszen e fogalom ald semmi sem esik),
az l-et pedig mint az ,,azonos a 0-val” fogalom szdmossagit (mivel e fogalom ald egyetlen
tirgy esik: a 0). De ha a O nem térgy (fogalomterjedelem) lenne, hanem fogalom, akkor az
1 emlitett definicidja tarthatatlan lenne, mert az azonossig kizirélag tdrgyak s nem
fogalmak kozotti reldcié (a fregei s egyben a mai logikai felfogdsban is). Ez a nehézség
ugyan még megkeriilhetd, de a természetes szdmok Osszességének definidldsakor —
pontosabban: az n szimot kozvetleniil kovets szdm fogalmanak 4ltaldnos értelmezésekor
— a szamok fogalmakként valé felfogdsa lekiizdhetetlen nehézségekhez vezet.

De ha mdr a szimokat fogalomterjedelmekként értelmezziik, akkor célszerii az egész
folépitésben a fogalmakat és a reldciékat a terjedelmiikkel (értékmenetiikkel) helyette-
siteni. Ezzel elérhet6, hogy a szdmossigok elsdfoku fogalomterjedelmek legyenek. fgy az
értékmeneteket mint trgyakat csak az els6foku fiiggvényekre kell bevezetni. A magasabb
foku fiiggvények els6fokiakra redukdlhaték; néhdny Uj logikai funktor elegends a
redukciéhoz.

A fregei ontolégia ily médon kibéviil az els6fokd fiiggvények értékmeneteinek
(absztrakt) tdrgyakként valé elismerésével. Ezen az ontoldgiai dron azutdn Frege val6ban
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elegdnsan bizonyitja, hogy a szimok logikai objektumok, s az aritmetika torvényei logikai
igazsdgok. A konstrukcié nem timaszkodik arra, hogy a logikai tirgyakon kiviil egyéb (pl.
fizikai) tdrgyak is léteznek. (Logikai tirgyakon értve az igazsigértékeket és az elsSfoku
logikai funktorok jelolte fiiggvények értékmeneteit. Ha vannak egyéb — nem logikai —
elséfoku fiiggvények, akkor azok értékmeneteit is tdrgyaknak kell tekinteni; de Frege
elmélete nem koti ki — nem is tiltja el — ilyen fiiggvények ,,egzisztencigjit”.)

A fogalomterjedelmek (s dltaldban a fiiggvény-értékmenetek) tdrgyakként valé
elismerése s a kibovitett fogalomirdsba valé bevezetése lényegében azt jelenti, hogy a
logikai elmélet magdban foglalja Georg Cantor halmazelméletét (vagy legalibbis annak
lényeges részét). Egy fogalom terjedelme mint a fogalom ald esG tdrgyak halmaza
interpretdlhat6, s dltaldnosan a fiiggvények értékmenetei mint rendezett parok, hirmasok
stb. halmazai foghatdk fol. A logikai funktorok biztositjdk a halmazmiiveletek rekonstru-
aldsdt is.

Az 1890-es években folfedezték a cantori halmazelmélet belsé ellentmonddsait. Az
iméntiekbdl kovetkezik, hogy ezek az ellentmondéasok Frege kibovitett logikai elméleté-
ben is follépnek. Valéban, ,,Az aritmetika alaptorvényei” c. konyv 2. kotetének (1903)
utészavdban Frege Gszintén elismeri, hogy B. Russell ellentmonddst tdrt fol elméletében,
és ennek kovetkeztében ,,vizsgilat targydvd kell tenniink azt a lehetGséget, hogy 1éteznek
olyan fogalmak, melyeknek — legaldbbis a sz6 megszokott értelmében — nincsen
terjedelmiik.” ([5], VIL) Hasonlé dllispontra helyezkedik Cantor is a halmazelméleti
ellentmonddsok tekintetében: ,,Vannak tehdt olyan meghatdrozott sokasigok, amelyek
ugyanakkor nem egységesek, vagyis olyan sokasigok, melyek ,0sszes elemeinek egyiitt-
l1éte’ ténylegesen lehetetlen. Ezeket nevezem ,inkonzisztens rendszereknek’, a tobbieket
pedig ,halmazoknak’.” (Cantor levele R. Dedekindhez, 1899. Ldsd {2], 448.)

Az emlitett utészé végén Frege még azt a reményét fejezi ki, hogy az aritmetika logikai
leszdrmaztatdsa mégis megvaldsithaté, a paradoxonok valamilyen médon elhdrithatok.
Nem tudjuk, 6 maga tett-e kisérletet erre (eltekintve attél az ad hoc jellegii kitt-javaslat-
t6], amit az utészéban emlit), de nyilvin ismerte mdsok paradoxon-elhdritdsi modszereit.
Tény az, hogy élete vége felé visszavonta hajdani tézisét, amely szerint az aritmetika a
logika része vagy tovibbfejlesztése. Ebben bizonyidra szerepet jatszott az, hogy médsoknak
a tézis megmentésére irdnyulé eljirdsai szimdra elfogadhatatlanok voltak (s feltehetGen 6
sem taldlt elfogadhatd kiutat).

Ezzel kapcsolatban mindenekelGtt Russell idevdgd munkdssigat kell megemliteni.
Russell elutasitja a fogalomterjedelmeket (s dltaldban a halmazokat vagy osztdlyokat)
mint tdrgyakat, s csak mint kikiiszobolhetd kifejezési formét engedi meg az osztdlyokrol
sz6l6 dllitdsokat. Ennélfogva a Frege-féle magasabbfoku fiiggvények redukdlhatatlanok
Russell elméletében. O a fokszdm helyett a ,logikai tipus” kifejezést hasznélja; innen a
»tipuselmélet” elnevezés. Egy fliggvény argumentumainak mindig eggyel alacsonyabb
tipusba kell tartozniok, mint magdnak a fiiggvénynek. Az elsg tipus fiiggvényeihez igy fol
kell tételezni egy nulladik tipust, amelybe primitiv nemlogikai tirgyak (&sindividuumok)
tartoznak. (Russell szdmadra az igazsdgértékek sem tdrgyak.)
hanem fogalmak (a fregei értelemben), amelyek a 2. logikai tipusba tartoznak. Emlitet-
tik, hogy ,,Az aritmetika alapjai”-ban Frege is folvillantja ezt a lehetSséget, és vézoltuk
azokat az okokat, amelyek kikényszeritik a lemonddst réla. Hogyan juthatott Russell
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mégis eredményre ezen az uton? Ugy, hogy definici6iban lényegesen tdmaszkodik a
nulladik tipus nem logikai objektumaira. Mi tobb: a természetes szdmok végtelen
sorozatdnak rekonstrukciéja, annak bizonyitdsa, hogy a tetszGleges n szimot kovets szam
kiilonbozik n-tl és minden kisebb szdmtol, csak azon féltevés drdn sikeriilt, hogy a
nulladik tipusba végtelen sok (nem logikai) tdrgy tartozik (tin. végtelenségi axiéma). Ez a
foltevés azonban nem logikai igazsig (ezt Russell is elismeri). Igy a russelli tipuselmélet-
ben az aritmetikai tételek nagy része (pl. az, hogy 3 kisebb mint 5) nem logikai igazsig,
hanem csak a végtelenségi axioma logikai kovetkezménye. Russellnek elég ennyi,
Fregének azonban ez semmi. O nem igy értette azt a tézist, hogy az aritmetika a logika
része.

Lényegesen hasonlobb Frege megkozelitésmédjdhoz a 20. szdzadi halmazelmélet Ernst
Zermelo kezdeményezte irdnyvonala. Zermelo koveti Fregét a tipusok Osszeolvasztdsdban,
vagyis abban, hogy a halmazokat (a fregei fogalomterjedelmek analogonjait) nem sorolja
tipusokba. Az ellentmondésok elkeriilése érdekében azonban el kell térnie Fregétdl (és
Cantort6l) abban, hogy nem tekintheti minden fogalom terjedelmét tdrgynak, azaz
halmaznak. Ezért axiémdkban rogziti, hogy mely fogalmak terjedelmei tekinthetSk
(remélhetden ellentmonddsok nélkiil) halmazoknak. (A nagyon dtfogé fogalmak terjedel-
mét szokds a mai halmazelméletben valddi osztdlyoknak mondani; ezek ,,nem tdrgyiasit-
haték”, a Cantor-féle ,inkonzisztens sokasdgok” megfelelGi.) A természetes szdmok
aritmetikdja, valamint a cantori halmazelmélet java része e keretben is rekonstrudlhaté (s
egyszeriibben, mint Russell tipuselméletében).

Vildgos, hogy ez az elmélet sem elégithette ki Fregét az aritmetika logikai folépitése
tekintetében (bar az aritmetika halmazelméleti rekonstrukcidja — amit itt nem részletez-
hetiink — szemmel lithatéan a fregei konstrukcié vonalvezetését koveti). Ebben az
elméletben is szerepelnek nem logikai axiomdk, és egydltalin nem evidens, hogy éppen
ezek szolgdltatjdk azt a minimumot, amely az ellentmondadsok elkeriiléséhez sziikséges.

Igy Frege élete alkonydn ehhez a konkliziéhoz jutott: le kell mondani arrél a
foltevésrol, hogy a fiiggvények értékmenetei targyak, s vele egyiitt arrol is, hogy a szimok
tisztdn logikailag definidlhaté objektumok. Mig 1884-ben tgy vélte, hogy Kantnak igaza
volt, amikor a geometridt szintetikus a priori tudomdnynak mingsitette, de tévedett
abban, hogy az aritmetikdt is ide sorolta (mert az tisztin analitikus, logikai diszciplina),
addig élete utolso évében egy kéziratiban igy nyilatkozik:

,,Fol kellett adnom azt a nézetet, hogy az aritmetika a logika egy 4ga, s hogy ennek megfelelGen az
aritmetikdban mindent tisztdn logikailag kell bizonyitani.

Misodszor, fol kellett adnom azt a nézetet, hogy az aritmetikdnak a szemléletbdl sem kell alapokat

meritenie. Szemléleten a geometriai ismeretforrdst értem, azt az ismeretforrdst, melybél a geometria
axiémdi folynak.” ([10], 242.)

A logika nem tudja biztositani a szimok 16étezését — folytatja —, s az érzéki tapasztalat
sem garantdlja a szimsorozat végtelenségét; ,, . . . igy a geometriai ismeretforrdsra vagyunk
utalva. Ez azért jelentds, mert ezdltal az aritmetika és a geometria, vagyis az egész
matematika egyazon ismeretforrisbél, nevezetesen a geometriaibdl folyik, midltal ez a
sajdtsigos matematikai ismeretforrds rangjara emelkedik, természetesen mindig a logikai
ismeretforrds részvételével.” ([10], 243.)

E sorokban és Frege mds késSi jegyzeteiben is a matematika kanti felfogdsdhoz valé
teljes visszatérés korvonalai bontakoznak ki. Frege életébdl médr nem futotta \j
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felfogdsdnak részletes kidolgozdsira; a mai matematikai alapkutatdsokban pedig ennek az
elképzelésnek nincs folytatdsa. (Hogy miért, annak részletezése tullépné e cikk kereteit.)

A Frege szemantikdjdhoz csatlakozé mdsodik ontoldgiai téma a jelentések ontolGgiai
stitusinak problémdja. A mai nyelvfilozéfidban elterjedt felfogis a jelentésnek szabdly-
ként s nem entitisként valé értelmezése: egy kifejezés jelentése nem mds, mint a kifejezés
helyes haszndlati médjanak szabdlya. Jeleztilk, hogy a jeloletek azonossdga esetén
el6fordulé jelentésbeli kiilonbség megmagyardzhaté a jelentések ,reifikdldsa”, 6ndllo
entitdsokként valé foltételezése nélkiil is. Kétségtelen, hogy a jelentés bevezetésének
elsGdleges funkcidja Frege szemantikdjiban is a kifejezések haszndlati médjdnak tisztd-
zdsdra irdnyul. De — Frege magyardzata szerint — a sz kozvetett el6forduldsa esetén a
jelentés vilik jeloletté, a jelolet pedig tirgy vagy fiiggvény. Igy legaldbb a nevek
jelentésének reifikdldsa elkeriilhetetlennek latszik.

A Kkijelentd mondatok is nevek. A mondatrészek jelentése része (konponense) a
mondat jelentésének, szogezi le Frege (pl. [10] 85—87). A mondatok jelentéseit pedig
gondolatoknak nevezi. Am a ,gondolat’ sz6t is a szokdsostél eltér§ értelemben hasznilja.
(Sajdt magyardzata szerint kb. a tradiciondlis logika ,itélet’ terminusdnak felel meg.) A
fregei ,,gondolatok” nem az egyéni vagy az dltalinos emberi gondolkodds termékei, a
gondolkodds nem alkotja, hanem csupdn megragadja, felfogja Sket. A gondolatok
objektive 16tez§ entitdsok, nem tartoznak az egyén képzetviligidhoz, de az érzékszerveink-
kel hozziférhetd kiils6 (materidlis) vilighoz sem. Egy ,harmadik tartomédnyt™ alkotnak.
(Lasd err6l Frege ,,A gondolat” [Der Gedanke] c. tanulminydt a ,Magyar Filoz6fiai
Szemle” 1980/1. szdmdban.)

A ,harmadik tartomdnynak”, a gondolatok objektiv vildgdnak foltételezése kétségtele-
nil! platonisztikus konstrukcié. Ennek alapjdn sommadsan vgy itélhetnénk, hogy Frege az
objektiv idealizmus filoz6fiai vonaldnak képvisel&je. Betii szerint ez igaz, de félrevezetd
lehet, ha Frege tudomdnyos munkdssiginak megitélésekor ebbdl indulunk ki. Megkockdz-
tatom itt azt a véleményt, hogy Frege platonizmusa nem kiinduldsi alap, hanem
logikai-szemantikai elméletének ideoldgiai drnyéka. Ennek az drnyékvilignak létrejotté-
ben két fontos mozzanat szerepel. Az egyik — a fontosabb és az értékesebb — az igazsdg
objektivitdsinak ontolégiai megalapozisa, a mésik az egész fregei életmiin végighizédo
vonalvezetés, az uniformitds, az egységes kifejezésmod megvalésitdsa (az alapfogalmakkal
val6 takarékoskodds).

Az igazsig objektiv, fiiggetlen a megismer6tsl és a megismeréstdl. Ezért azokat az
»entitdsokat”, amelyekkel kapcsolatban az igazsig kérdése egyiltalin széba johet, a
tudatt6l fuggetlen, objektiv, de a megismerés szdmdra hozziférhetS szférdban kell
elhelyezni. Ebben a kérdésben a marxizmus ismeretelmélete egyetért Fregével. ,,A mai
materializmus, vagyis a marxizmus szempontjabdl torténelmileg feltételesek azok a
hatdrok, amelyeket ismereteink az objektiv, abszolit igazsig megkozelitésében elérnek, de
feltétlen az objektiv, abszollit igazsdg létezése ... A relativizmus mint az-4smeretelmélet
alapja nemcsak azt dllitja, hogy ismereteink viszonylagosak, hanem tagad minden
objektiv, az emberiségtsl fiiggetlenill 1étez6 mértéket vagy modellt is, amelyhez
viszonylagos megismerésiink kozeledik.” Ezzel az éles formuldzassal fordul szembe Lenin
az empiriokriticizmus szubjektiv-relativista ismeretelméletével. ([11] 122.) Hasonl6
élességgel vitdzik Frege a maga munkateriiletén az igazsdgot szubjektivizdlé pszicho-
logizmussal, valamint a konvencionalista formalizmussal.
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A logika szempontjabél — elsGsorban a kovetkezményreldcié egzakt meghatdrozdsa
tekintetében — a mondatok igazsdgértéke kétségteleniil centrilis jelentdségli. Nyilvanval6
azonban, hogy a mondat és igazsdgértéke kozotti kapesolat mds jellegii, mint a mondatrész
és jelolete kozotti kapcsolat. Az igazsdgérték nem karakterizdlja a mondat és a kiilvildg
kozotti kapcsolatot. Két igaz mondat alapvetden kiilonboz6 informdciét adhat a kiils6
vildgrol, mig két azonos jeloletli név egy tirgyat jeldl, s csak a megnevezés médjdban lehet
kiilonbség.

A mondat jelolete (igazsdgértéke) és a kozonséges név jelolete kozotti eme killonbség-
nek Frege is tudatiban van. Nem egy helyen hangsiilyozza, hogy a tudomdnyos
vizsgdlatban a mondat igazsigértéke és jelentése egyiittesen képezi a kutatds tdrgyit; és
ebben a fregei megkozelitésben ,,a mondat jelentése” nem pusztin haszndlati szabdly,
hanem magdban foglalja a mondatnak mint nyelvi entitdsnak a nyelven kiviili vildggal valé
mindazon kapcsolatit, amelyet nem fejez ki a mondat igazsigértéke.

Kifogdsolni lehet, hogy ezt a kapcsolatot Frege a jelentés kategéridja ald vonja, de nem
lehet kifogisolni, hogy foglalkozik vele. ,,A tény olyan gondolat, amely igaz” — irja
(,,Magyar Filozéfiai Szemle” 1980/1.). Konnyii ezt a feje tetejérdl a talpdra éllitani: az
igaz mondatok a tények lefidsai, és a tények ugyanazon materidlis vilig komponensei —
noha nem tirgyak —, amely megismerésiink szimdra hozziférhetd, s amelynek objektiv
létezését Frege soha nem habozott elismerni. Az igazsig objektivitdsdval kapcsolatos
valamennyi konkrét vitdjdban Frege ténylegesen olyan vonalat képvisel, amely nem
kiilonbozik lényegesen a materialista vonalvezetéstol.

Mi akadilyozza hat Fregét abban, hogy az igaz mondatok specidlis szemantikai értékét
(amit 6 nem kiilonit el a mondatok jelentésétdl) az anyagi vildg tényeinek, osszeftiggései-
nek, torvényeinek stb. deklardlja? Filozéfiai-vilignézeti neveltetése, az uralkodé korszel-
lem, a polgdri tarsadalom, amely 6t koriilvette? Bizonydra ez is. De ez a magyardzat kevés
annidl az embernél, aki annyi elGitéletet, dogmdt félre tudott tolni a sajit kutatdsi
teriiletén. Itt 1ép be a mdsodik mozzanat: a logikai-metodolégiai uniformitdsi elv
alkalmazisa az ontolégia teriiletén. Ha az igaz mondatok a tények kifejez6i, mit fejeznek
ki a hamis mondatok? Az uniformitdsi elv vezeti Fregét annak posztulilisiéhoz, hogy
minden mondat jelentése egységesen egy-egy gondolat, amely lehet igaz, hamis vagy
igazsagérték nélkiili (az utébbi abban az esetben, ha a mondatban jeldlet nélkiili alkatrész
szerepel). Ebben az értelemben mondhatd, hogy a fregei ontolégia a logikai-szemantikai
elvek drnyéka.

Mair utaltam rd, hogy az igazsdgértékek tdrgyakként valo deklarildsa is az uniformitdsi
elv jegyében fogant; egyes helyeken Frege is csaknem kimondja, hogy e ,,tirgyakrdl”
szélni csupin facon de parler, kifejezési forma (pl. [10], 154—155). Csakhogy ez a
kifejezési forma a 20. szdzadban rendkiviili horderejlinek bizonyult a logikai Osszefiiggé-
sek egzakt torvényeinek kutatisiban. Kevés logikus veszi névértéke szerint azt a
kijelentést, hogy az igazsigértékek targyak, de minden logikus \igy modellilja kutatdsai-
ban az igazsigértékeket, mint tirgyakat.

Globdlisan ugyanezt mondhatjuk el az egész fregei ontolGgidrél: nem filozéfiai
ontolégiaként, hanem halmazelméleti modellként nélkilozhetetlen része és alapvetd
kutatdsi eszkoze a modern logikdnak és tudomanymetodolégidnak. Igy pl. az intenziondlis
logikdban a nyelvi kifejezések jelentéseit halmazelméleti objektumokkal (jelesen bizonyos
fiiggvényekkel) modelldljik; az ilyen modellek segitségével a jelolet és a jelentés
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kapcsolatai, torvényei joval magasabb szinten kutathaték, mint kordbban barmikor. A
fregei ontolégidnak, e platonisztikus ,,vadhajtdsnak” igy tdrult fol a raciondlis magva. — A
halmazelméleti modellhez természetesen csatlakozhat egy ,,névérték szerinti” platonista
filozéfiai interpretici6, de jirulhat hozzd akir konvencionalista magyardzat is. A
marxizmus—leninizmus filozéfidja lehet6vé teszi a modell-médszernek és eredményeinek
kritikai elemzését, az értékes eredmények elsajititisit, a terméketlen spekuldcidk

elutasitdsdt és a filozofiai interpretdcidk biralatat.

*

Egy rovid tanulmdnyban csak hozzdvetdleges képet lehet nyijtani olyan korszakalkoté
tuddsrél és munkdssdgdrol, mint Gottlob Frege. Alapvet6 és maradand6 alkotdsa
kétségteleniil a ,fogalomirds”, azaz a modern szimbolikus logika. A matematika
filozofidjdval kapcsolatos kutatdsaibdl az utékor ténylegesen tobbet hasznositott, mint
amennyire Frege sajit munkdjit — eredeti programjdnak meghitsuldsa utdn — értékelte.
Szemantikai eszméi — amelyek egy részét ontoldgiai burok rejtette — 1ittord jellegliek
napjaink logikai, metodolégiai €s nyelvfilozofiai kutatdsai szempontjdbdl, és fejlédésiik
sordn 4ttorték azokat a korldtokat is, amelyeken alkotdjuk nem léphetett dt. S taldn
legink4bb ez az, ami miivét ma is frissé, aktudlissa teszi.
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