.

TANULMANYOK

A matematika filozéfiajarol!
RUZSA IMRE

A logicizmus

A logicizmus alaptézise ez: a matematika a logika része. Ezen, pontosab-
ban, azt értik a logicistdk, hogy a matematikai tételek logikai igazsigok, tautols-
gidk. Hogy a logicista tézis értelme vildgos legyen, ahhoz el8szér is meg kellene
adni a logikai igazsdg, a tautolégia pontos definiciéjat.

A logicista iskola tézise tulajdonképpen Leibniztél szdrmazik. Leibniz
kisérletet tett a logikai igazsdg definidldsdra is. Megkiilonboztetett fényigaz-
sdgokat és észigazsdgokat. A tényigazsigok érvényesek ugyan a meglevs vilag-
ban, de nem sziikségszer(i, hanem csupan véletlen jellegliek: helyettiik igaz
lehetne a tagadasuk is. Pl. tényigazsag, hogy Franciaorszég fGvirosa Périzs,
de nem iitkoznék gondolkodasunk torvényeibe az sem, ha ez nem lenne igaz.
A tényigazsigokkal szemben az észigazsigok (ezek lennének a logikai igazsagok
vagy tautolégidk) sziikségszeriien igazak; nemesak a meglevé, hanem minden
lehetséges vilagban érvényesek, s6t akkor is érvényesek lennének, ha semmiféle
vilag nem léteznék. Ez azon mulik, hogy az észigazsidgok mindig dltaldnos
jellegtiek. Pl. az alterndlé logikdban a

Ha A és B, akkor B

tautolégiaséma azt az észigazsigot fejezi ki, hogy minden A és B kijelentésre
igaz az, hogy ha A és B, akkor B, vagy az, hogy 2 + 3 = 5, azt az ész-
igazsdgot fejezi ki, hogy bdrmiféle két dolog és bdrmiféle mas harom dolog
egyiittesen 6t dolog. Az ilyen dltaldnos jellegli kijelentések tagaddsa mindig
létezést fejez ki. Az els6 példankra alkalmazva: ha tagadjuk azt, hogy

minden A4 és B kijelentésre igaz az, hogy
ha 4 és B, akkor B,

akkor azt allitjuk, hogy

van olyan A4 és B kijelentés, amelyre nem igaz az, hogy
ha 4 és B, akkor B.

Hasonléan, ha tagadjuk azt, hogy
barmiféle két dolog és barmiféle mas hdrom dolog egyiittesen o6t dolog,
akkor azt allitjuk, hogy

van két olyan dolog és hdrom olyan més dolog, amely egyiittesen nem 6t dolog.

 Részletek a szerz8 4 matematika és a filozéfia hatdrdn cimii sajté alatt levd kony-
vébobl. A kiényvet a Gondolat Kiadé elérelathatéan 1968 végén jelenteti meg. '

1 Magyar Filozéfiai Szemle 621



De ha semmi sem létezik, akkor ezek a létezést 4llité kijelentések persze ha-
misak. Ezek tehit nem észigazsdgok, mert az észigazsdgok fiiggetlenek a vilag
1étezésétsl.

Leibniz szerint az észigazsigok arrdl ismerhetSk fel, hogy tagadésuk
az ellentmondéstalansig elvével valé Osszelitkozéshez vezet: egy észigazsig
tagadésa onellentmondas. Helyesen jegyezte meg ezzel kapcsolatban Russell,
hogy ez a kritérium nem kielégits: ,,Ha be akarjuk bizonyitani, hogy egy tétel
tagadédsa onellentmondds, akkor az ellentmondastalansig elvén kiviil valé-
szinfileg mds bizonyitdsi elvekre is sziikségiink van’. De a bizonyitdsi elvek is
észigazsagok; tehat Ggy tfinik, hogy az észigazsig definicidja hibas kérben
mozog: észigazsigok az olyan tételek, amelyek logikdnk szerint igazak.

Russell, észrevéveezt a hibas kort, mas uton kozeledik a logikai igazsag
probléméjdhoz. ,,Mar nem elégedhetiink meg azzal, hogy a logikai igazsdgokat
tgy definidljuk, mint amelyek az ellentmondéstalansag elvéb6l kovetkeznek.
Még mindig hozza lehet és hozzé kell azonban tenniink, hogy ezek egészen més
fajtajiak, mint azok az igazsidgok, amelyekhez tapasztalati uton jutunk.
Valamennyiiik rendelkezik azzal a jellemz§ tulajdonsaggal, amelyet tautol-
gidnak’ nevezhetiink”’; ez az, ,,amit homdlyosan sejtettiink, és amit az ellent-
monddstalansidg elvébdl valé levezethet$ség: dllitasdval akartunk definidlni”.
— ,,Pillanatnyilag nem tudom a ’tautolégidt’ definidlni... habar érzésem
szerint a definidlandé jellegzetesség szdmomra tokéletesen ismert.””

Miés helyen Russell azt hangstlyozza, hogy a logikai igazsig lényeges
ismérve a priori jellege. Az a priori Russell felfogasaban nem egészen ugyanaz,
mint Kant filozéfiajaban. ,,Abszurdum volna feltenni — irja —, hogy vannak
veliink sziiletett elvek olyan értelemben, hogy a kisbabak sziiletésiikkor min-
den olyan ismerettel rendelkeznek, amivel a meglett emberek, és ami nem vezet-
hetd le a tapasztalatbél.”” El kell ismerni, hogy minden ismeretiinket a tapasz-
talat idézi el8, de ismereteink kozott vannak olyanok is, amelyek ,,a prior:
természetlieck abban az értelemben, hogy a tapasztalat, amelynek folytan
gondolunk redjuk, nem elegend§ bizonyitdsukhoz, csak éppen tgy iranyitja
figyelmiinket, hogy igazsdgukat minden tapasztalati bizonyiték nélkil be-
lathassuk”. Az ilyen a priori ismeretek kozé tartoznak a tautologlék is. (Rus-
sell megengedi, hogy bizonyos erkélesi elveink is a prioriak. Az a priori ismeretek
kozil a logikai igazsdgokat egyértelmfien kivalasztja az, hogy sémakkal, for-
mulédkkal egzaktul kifejezhetSk.)

Ha szabad egy vildghird tudés véleményének kozelében egy jelenték-
telen ember véleményét is megjegyezni: ,érzésem szerint’”’ egy univerzdlis
tautolégia-fogalmat soha sem fognak elfogadhatéan definidlni. A matematikai
logika minden fejezetének megvan a maga tautolégia-fogalma. A matematikai
logika azonban nem lezart, befejezett, hanem fejl6d6ben levé tudomaény.
Egyre-mésra keletkeznek 1j feJezetel Egy-egy 4j fe]ezet keletkezése rendszerint
azzal fiigg ossze, hogy blzonyos ,,loglkal igazsdgok™ a mar meglevd fejezetek-
ben nem ta,utologlak Az 1j fejezetben 1] tautolégia-fogalmat kell megalkotni
— és ez nem minden esetben tartalmazza magiban valamely mir meglevd
fejezet tautolégia-fogalmét. Arra is van példa, hogy a logikusok kozott vita
folyik arrél, hogy bizonyos loglkau tételek tautolégidknak tekinthetdk-e,
vagy sem. A felsorolt tények maris erdsen valdszintitlenné teszik, hogy 16tez-
nék egy a priori tautolégia-fogalom.

A logicizmus felfogisa szerint a logikai igazsdgok felismerésében a ta-
pasztalatnak csak 6sztonz8, mintegy pedagégiai szerepe van; annak belétdsa,
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hogy ezek igazsagok, a priori, a tapasztalattol fiiggetlen, tehat tiszta szellemi
folyamat. A materialista felfogas szerint a legegyszeriibb logikai igazsdgokban
az emberiség sok évezredes, nemzedékr§l nemzedékre szillé tapasztalatai
jutnak kifejezésre. Kinek van igaza?

Az els§ vizsgalédédsok eredményei a logicizmus igazsdganak kedveznek.
Ha megvizsgilunk egy egyszer(i tautoligiasémit vagy egy egyszerli kovet-
keztetési sémat, azonnal atlatjuk igazsdgat. Valéban, csak azzal kell tisztdban
lenniink, hogy milyen értelemben hasznéaljuk a ,nem”, ,és”, ,ha... akkor”,
»igaz’ és ,,hamis’ szavakat — mdris elfogadjuk, a tapasztalatra valé hivat-
kozés nélkiil, hogy a tautolégiaséma, ill. a kovetkeztetési séma igazsdgot fejez
ki. Hasonl6 a helyzet az olyan egyszer(i aritmetikai tételekkel kapcsolatban
is, mint ,,2 + 3 = 5”’; aki egyszer megértette a benniik szerepld jelek jelen-
tését, az nem kételkedik igazsdgukban sem.

A matematikai logikai vizsgilatok szabatosan kimutattdk, hogy logi-
kénknak az a ,,torzsanyaga’’, amely pl. a matematikdban hasznalatos bizonyi-
tasokhoz és fogalomalkotdsokhoz elegend§, a benne szerepl6 miiveletek defi-
nicidin kiviil kevés szdmu logikai alapelven nyugszik. Ezen alapelvek kozé
tartozik pl. az ellentmondéstalansig elve és a kizart harmadik elve. Aki el-
fogadja ezt a néhiny alapelvet, és megérti a miiveletek jelentését, az automa-
tikusan elfogadja az egész logikat is.

A felvetett kérdést tehat annak vizsgdlatdra lehet sziikiteni, hogy az em-
litett logikai alapelvek a prioriak avagy tapasztalati eredetiiek-e.

Mar foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy kijelent§ mondataink csak
meghatédrozott koriilmények kozott tekinthetdk kijelentéseknek, azaz hogy az
ellentmondastalansig és a kizdrt harmadik elve anyagi-tapasztalati osszefiig-
gések leirdsakor csak korldtozott mértékben alkalmazhaté. Azt, hogy egyal-
taldn vannak olyan koriilmények, amelyek kozott logikdnk nagy pontossaggal,
igen j6 kozelitéssel alkalmazhatd, kizérélag a tapasztalat alapjan tudjuk. A taga-
dés logikai fogalmat gy alkottuk meg, hogy a priori mondhatjuk: igaz ki-
jelentés tagadésa hamis kijelentés. Hasonlbéan az 6rdog fogalmét a mitolégia
tgy alkotta meg, hogy @ priori mondhatjuk, az Ordog szenteltvizzel elliz-
het6. De csak a tapasztalat donthet abban a kérdésben, hogy vannak-e
igaz kijelentések, és hogy vannak-e o6rdogok. A tapasztalat azt mutatja,
hogy logikdnk meghatdrozott korilmények kozott alkalmazhatd, de semmiféle
tapasztalat nem szél a mitolégia ,,alkalmazhatésédga™, teszem azt, az 6rdo-
gok létezése mellett.

Azt is mondottuk: szabatos absztrakt fogalmakra (pl. a matematikai
fogalmakra) logikdnk fenntartas nélkiil alkalmazhaté. Taldn ezen a teriileten
érvényesiil a logika a priori jellege? Igen, érvényesiil mindaddig, amig nem
alkalmazzuk a fogalmakat. 4 prior: igazsag pl. az, hogy a geometria axiém4i-
bél logikailag kovetkezik Piithagordsz tétele. De csak a tapasztalatbdl tudjuk,
hogy vannak olyan anyagi Osszefiiggések, amelyek leirasira az euklideszi geo-
metria axiémarendszere igen jé kozelitéssel alkalmas, tovidbba hogy ezen
osszefiiggések korében az axiémak logikai kovetkezményeiként nyert tételek
ugyancsak jé kozelitéssel érvényesek.

Az a tény, hogy egyes a priori Gton alkotott matematikai rendszerek
alkalmasnak bizonyulnak kiilonféle materidlis osszefiiggések lefrdsira, ugyan-
csak arrél tanuskodik, hogy logikdnk, amelyet az a prior: rendszer felépitése-
kor hasznilunk, mélyen az anyagi valésagban, a tapasztalatban gyokerezik.

Tgy foglalndm o6ssze: Igaz, hogy a logika kiilonféle fejezeteit wtdlag
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felépithetjiilk néhdny alapelvre a prior: Gton. (Hasonlé igaz a matematika
fejezeteire is.) De a logika (és a matematika) egészének tényleges kialakuldsa
és fejlédése torténelmileg az emberiség gyakorlati tevékenységében gyokerezik,
és a logikai alapelvek ,,igazsdga” — pontosabban: az, hogy meghatarozott
koriilmények kozott alkalmazhaték — kizardlag tapasztalati alapon nyugszik.

Megjegyezziik, hogy a logikdnak az a része, amelyet a matematikai
bizonyitasokban felhaszndlunk, az Gn. alterndls logika. A logika egyéb fejeze-
teinek felépitéséhez az alternalé logika alapelveit szlikitik vagy bdvitik,
esetleg részben mas alapelvekkel helyettesitik. De mindig csak a tapasztalat
nytjt biztositékot arra, hogy vannak olyan koriilmények, amelyek kozott
a felvett alapelvek teljesiilnek. Igy a ,logikai igazsdg” fogalma attdl fiigg,
hogy milyen logikai rendszerrdl, a logika melyik fejezetérdl van szé. Ezért
valészintitlen, hogy léteznék a logikai igazsdgnak, a tautolégianak egy abszolut
végérvényes, mindenre kiterjeds fogalma.

Ezekutan visszatérhetiink a logicizmus alaptézisére. Latjuk, hogy ha
az abszolut tautoldgia fogalmit mint (legaldbbis eddig) megalapozatlant el-
vetjiik, akkor eleve csak annyit lehet feltételezni, hogy a matematikai tételek
az alternalé logika tautolégidi. Egyeldre tekintsiink el attél, hogy ez a tézis
igaz-e, és csupdn azt vegyiik szemiigyre, hogy filozdfiailag mi a mondanivaléja.

Ha a logikai igazsigok a prioriak — ahogyan Russell vallja —, akkor
a tézis a matematikai tételek a priori voltat hirdeti. Ismeretes, hogy a matema-
tika egyes fejezeteinek axiomatikus felépitésében a tételeket logikailag bizo-
nyitjuk (azaz a priori szdrmaztatjuk) az axiémakbol. De honnan vessziik az
axiomékat? A russelli tézis lényege: a matematika axiémai is a prioriak,
leszarmaztathaték az a prior: logikabdl.

A materialista alldspont ezzel szemben nem a logicista tézis egyszert
tagaddsa, vagyis puszta visszautasitdsa annak, hogy a matematika a logika
része. Hiszen ezzel csupdn azt tagadnink, hogy a matematika a priori, de el-
ismernénk a logika @ priori voltat (vagy legalabbis nyitva hagynank az erre
vonatkozé kérdést). A materialista dlldspont a logika a priors voltanak haté-
rozott tagadasa. Az idevagé érveket mar lattuk.

A logicista iskola hivei nem valljak egyontetiien a megalapiték (Frege
és Russell) filozéfiai nézeteit. Ami az iskola hiveinek alldspontjaban kozos,
annak lényege a kovetkezs$: a formdlis logika és a matematika lényegében
azonos jelleg{i tudomanyok.

Ha elismerjitk az alternal6 logika tapasztalati eredetét, akkor a logiciz-
mus alaptézisével filozdfiailag nincs mirdl vitatkozni. Ha a tézis igaz, az azt
jelenti, hogy a tapasztalati szdrmazdsi matematikat utdlag rekonstrudlni
lehet az ugyancsak tapasztalati alapokon nyugvé alterndlé logikdban. A logi-
cista iskola célul tlizte ki e rekonstrukecié lehetSségének bizonyitdsdt olyan
szabatossdggal, amilyen a matematika bizonyitasait jellemzi. -

A feladat ,klasszikus” megoldasa Russell és Whitehead hatalmas hé-
romkotetes miive, a Principia Mathematica (1911 —1913). A megoldés azon
az oOtleten nyugszik, hogy a halmazelméletben a matematika minden fejezete
modellezhets. [gy elegendének latszik a halmazelméletrsl kimutatni, hogy
a logika része. Ennek megfeleléen Russellék miive egy Russell-tipusd axio-
matizalt halmazelméletet mutat be, amelyet 8k oszfdlyelméletnek neveznek.
A halmaz fogalmit is az osztily fogalmaval helyettesitik. Az osztalyt logi-
kai fogalomnak, a ré4 vonatkozé axiémakat logikai igazsdgoknak tekin-
tik. Ebben a keretben azutin — lényegében ugyanazon az tton, ahogyan
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a halmazelméletben modelleket szerkesztiink a matematika egyes fejezeteihez
— sikeriilt az addig ismert — az Gn. klasszikus — matematika talnyomé
részét reprodukélni. De pl. a Cantor-féle naiv halmazelméletbdl kevesebbet
reprodukalt ez az elmélet, mint a mai Zermelo-tipusu axiomatizalt halmaz-
elméletek. . -

A Principia Mathematicdban szerepel hirom olyan axiéma, amelyrsl
Russell kénytelen elismerni, hogy egyikiik sem logikai igazsag. Az egyik a vég-
telen halmaz axiéméja, a masik a kivalasztési axiéma, a harmadik pedig az
un. reducibilitdsi axiéma. A legutébbinak lényegében az a szerepe, hogy rész-
legesen feloldja azt a korldtozast, amely szerint egy osztaly elemei csak az
osztalyt tartalmazé tipust kozvetleniil megel6z8 tipusba tartozhatnak. Igy
még a matematika tdrgyalt részét sem sikeriilt a logikdbél levezetni.

Russell ezzel kapesolatban eleinte azt a reményét fejezte ki, hogy a késb-
bi kutatdsokban taldn sikeriil majd ezeknek a nem-logikai jellegli axiémdk-
nak a kikiiszébolése. Mint latni fogjuk; a tovabbi kutatdsok ricifoltak ezekre
areményekre. Valoszint(ileg ennek hatésara Russell igy médositotta véleményét,
hogy a matematikai tételek feltételes allitdsok: ,,A tiszta matematikat csupa
olyan kijelentés alkotja, amely szerint ha ez és ez az allitds valamirdl igaz,
akkor ugyanarrél a dologrél ez és ez a mésik 4llitas is igaz.” Az els§ Allités
lehet pl. egy (logikai igazsagra visszavezethetetlen) axiéma, a masodik az axié-
ma egy kovetkezménye. Egyébként ez a megillapitds igaz, csak persze nem
meriti ki a matematika tartalmit: nem szél sem az utrél, amely az ilyen ki-
jelentések megalkotasahoz vezet, sem arrdl, hogy mindez mire jé.

A logicista iskola értékes és maradandé matematikai eredményét, tgy
hiszem, két pontban lehet Gsszefoglalni. '

a) A logicista iskola vezet§ egyéniségei kimagaslé szerepet jatszottak
a matematikai logika megalapozdsaban és fejlesztésében. Figyelembe véve
a matematikai logika mai tudomanyos (nemcsak matematikai) és mfiszaki
jelentdségét, ez mar onmagéaban is torténelmi jelent8ségi eredmény.

b) A logicizmusnak nagy szerepe volt annak feltarasdban, hogy az axio-
matikus médszer csak a matematikailogika keretében alkalmazhaté szabatosan.
Ennek tudhaté be, hogy napjainkban a matematika alapjaival foglalkozé mun-
kak, barmilyen bedllitottsagiak is egyébként, a matematikai logika (vagy
legaldbb egy toredéke) kifejtésével kezd8dnek (akkor is, ha a szerzék nem
ismerik el ,logikdnak™ azt, amit csindlnak, hanem pl. ,,evidens szabdlyok’
felsoroldsanak tekintik). )

Mér utaltunk bizonyos kés6bbi eredményekre, amelyek szerint a logi-
cista program megvaldsitdsa reménytelen. Bebizonyosodott, hogy egyetlen
axiémarendszer keretei kozé semmiképp sem zarhaté be az egész matematika
— s igy biztosan nem vezethet§ le az alternalé logika (axiomatikusan ugyan-
csak felépithet$) rendszerébdl sem. A logicista program ezzel targytalanna
valt. :
De lehet szé6 még egy ,,megfejelt’”, médositott logicizmusrél: a mate-
matika azért része a logikdnak, mert barmely matematikai axiémarendszer
egy logikai rendszer, amelyben semmi mast nem vizsgalunk, mint azt, hogy
bizonyos kijelentéseknek (az axiéméknak) milyen més kijelentések (a rendszer
tételei) a kovetkezményei. Egy matematikai bizonyitas tiszta logikai tevékeny-
ség. (Kb. ennyi Russell médositott felfogdsa is.)

Ebben a megéllapitasban kétségteleniil benne van az igazsignak egy
lényeges része. De egészében ugy tlinik, hogy a logicizmus az igazsig egy



oldaldt éppugy eltulozza, mint a platéni-cantori felfogds, amely abbdl, hogy
a matematika minden 4ga modellezhet$ a halmazelméletben, arra kivetkeztet,
hogy a matematika azonos a halmazelmélettel.

Az igazsig pedig az, hogy az axiémik megadésa és az axiémikbol té-
telek bizonyitdsa a matematikai tevékenységnek lényeges, de nem egyetlen
alkoté eleme. S&t, ennek a tevékenységnek van egy kifejezetten mdsodlagos
jellege. Az elsddleges matematikai tevékenység (amennyire tudom, ebben az al-
koté matematikusok egyetértenek): jelenségek valamilyen korének ,naiv”’
vizsgalata. Ez a jelenségkor lehet az anyagi valésdg egy kozvetlen teriilete
(természeti, miiszaki-technikai vagy akar térsadalmi vonatkozisd), lehet
egy mas tudomdnyig része, és lehet a matematika egy meglevl fejezete.
A tanulményozis oka lehet valamilyen kozvetlen gyakorlati sziikséglet, lehet
valamilyen elméleti jellegli probléma, és lehet a matematikus ,,onzetlen”
bels§ vonzédasa is a téma irdnt. Ezt az alkoté tevékenységet kovetheti a rend-
szerezés: mintegy kikisérletezése annak, hogy milyen egyszer(i 6sszefiiggéseket
célszerli axiémaknak tekinteni. (Persze ez az elsSdleges tevékenység minden-
fajta tudomdnyos tevékenység velejaréja, pl. azé is, amely a matematikai
logika megalkotésdhoz vezetett.) .

A végletek konnyen 4t is csapnak egymasba. Ha azt bizonygatjik nekem,
hogy a matematika a logika része, akkor az érvek silya alatt kezdek rdjonni,
hogy a matematikit tényleg nem lehet megkiilonboztetni a logikdtél, és ra-
dobbenek, hogy éppen forditva: a logika — ti. a matematikai logika — semmi
més, mint a matematika egy fejezete. - .

Valéban, mi a kiilonbség a matematikai logika és, mondjuk, a valészinf-
ségezdmitds kozott? A matematikai logika a kovetkeztetések vizsgdlatdra
alkalmas matematikai elmélet, a valészinlségszamitas pedig a véletlen tomeg-
jelenségek vizsgilatira alkalmas matematikai elmélet.

Hét igy is lehetne ldtni a logika és a matematika viszonyat (sokan valéban
igy is l14tjdk). De prébdljunk targyilagosak maradni. A valésdg az, hogy a ma-
tematika minden fejezete hasznal logikai médszereket (ti. bizonyitasaiban),
és ugyanakkor a matematikai logikaban a legkiilonfélébb matematikai méd-
szerek felhaszndldsra keriilnek. Ami ebbdl viladgosan latszik, az a kovetkezs:
a matematika és a formdlis logika kozotti kapcesolat nem ald- és folérendelt-
ségi jelleg(i, hanem a sokrétii kolesonhatés és a sok tekintetben valé 6sszefoné-
dés, a kettejiik kozotti hatdrvonal-elmosédas jellemzi kapesolatukat.

Nem kellene ez ellen, vildgnézeti megfontolasok alapjén, tiltakozni? A lo-
gika a gondolkodéds tudoménya, a matematika pedig az anyagi jelenségek
korébsl absztrahalt fogalmakkal dolgozik. Nincs-e valami olyan filozéfiai
torekvés ebben a hatarvonal-elhalvinyitdsban, hogy elmossik az anyag és
a tudat kozti kiilonbséget, vagy hogy egyenesen a tudatot emeljék ki elséd-
legesnek az anyaggal szemben? — Semmiféle ilyen vildgnézeti kovetkezmény-
t6l nem kell tartanunk, ha szildrdan kitartunk a logika tapasztalatai eredeté-
nek eszméje mellett. Hiszen az, hogy bizonyos gondolkoddasi folyamatok — ti.
a kovetkeztetések — vizsgilatdra ugyanannak a matematikdnak mdédszerei
alkalmasak, mint amelyikkel ki lehet szdmitani pl. egy holdrakéta palyajat,
teljesen vildgossd valik, ha tudjuk, hogy végsd soron a gondolkodds is anyagi
folyamat. ’

A matematikanak is, a formdlis logikanak is végs8 forrdsa az emberi
gyakorlat és ennek kozvetitésével az anyagi vildg. Csakis ennek alapjan magya-
rézhaté a modern matematika és a modern formélis logika — a matematikai
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logika — sokrét{i kolesonhatdsa, és még inkdbb csak ezen az alapon magya-
razhaté kielégitéen mindkettének alkalmazhatésiga anyagi folyamatokra.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy.a mddositott logicizmus eszméje
is téves: a matematika nem része a logikdnak. Ezt egyszeriien a matematika
és a matematikai logika eredményei céfoljdk: egyik tudoményt sem lehet
a masikban egyértelmtien elhelyezni. A logicizmus komoly tanulsiga viszont
az, hogy a matematika ismeretelméleti helyének materialista meghataro-
zésdban nagy figyelmet kell szentelni a matematika és a formalis logika kozotti
kapesolat helyes feltdrdsdnak. E kapesolat letagaddsa vagy elhallgatésa csak
az idealista magyarézatoknak kedvez.

Az intuicionizmus

A logicizmus a matematikai tevékenység egy lényeges vonasat, a formalis
logikdnak a matematikai fogalomalkotdsban és bizonyitdsban betoltott
szerepét ttlozza el. A matematika intuicionista filoz6fidjarél viszont elsé ko-
zelitésben azt mondhatjuk, hogy az intuiciénak és a konstrukciénak a mate-
matikdban (a fogalmak, osszefiiggések, bizonyitdsok felfedezésében és megal-
kotdsdban) betsltott szerepét tulozza el egyoldalian. Ez az eltulzds Brouwer-
nek, az intuicionizmus vezéregyéniségének filozéfidjdban sajitsdgos misz-
. ticizmussal és szubjektiv idealizmussal 6tvozédik.

Brouwer el8szor is kifejti, hogy (szerinte) mi nem a matematika. Szerinte
a matematika fiiggetlen az érzéki tapasztalattél (ezzel elhatérolja magit az
empirizmustél és a materializmustél), és fiiggetlen a nyelvi kifejezési forméatél
és a logikatol is (ezzel elhatérolja magit a logicizmustdl). De az sem igaz,
hogy a matematika targya eleve adott valami érzékfolotti vildgban (ezzel el-
hatarolja magét a platéni-cantori filozéfiatol is). A matematikai objektumokat
maga a tudat hozza létre, konstrudlja bizonyos, kizdrélag a tudatban meglevs
alapelemekbdl. Igy a matematizalas a priori és nyelv nélkiili tudattevékenység.

Mik lennének azok az alapelemek, amelyekbdl atudat a matematikai ob-
jektumokat megkonstruilja? Ezek az alapelemek az id§ mildsdnak érzékelé-
sébsl keletkeznek. Az id§ ugy milik, hogy egy ,.életmozzanat’ széthasad
miltra és jelenre, a milt utat enged a jelennek, de megdrzddik az emlékezet-
ben. gy az id6 malissval minden ,,életmozzanat” egy , kettSsséget’ hoz létre.
Ezek a kett8sségek, megfosztva minden mindségtsl, mint iires formék alkotjak
a matematika alapintuici6jat.2 Brouwer sajat szavai szerint: ,,...az intuicio-
nista matematika egy lényegében nyelvnélkiili értelmi tevékenység, melynek
eredete az idd egqy elmozduldsdnak (,,0 move of time”) érzékelése, ti. annak,
hogy egy életmozzanat (,,a life moment”™) két kiilonboz8 dologra esik szét,
melyek koziil az egyik utat enged a mésiknak, de megsrzédik az emlékezet-
ben. Ha az igy meg8rzott kettSsséget (,,two-ity”’) megfosztjuk minden ming-
ségtbl, marad az dsszes kettbsségek kizbs szubsziratumdnak ires formdja. Ez a
kozos szubsztritum, ez az iires forma a matematika alapintuicidja.”

Hogy ebbdl az alapintuiciébél hogyan épiil {51 a matematika, annak
részletezésébe nem bocsatkozhatunk. A lényeg az, hogy az emlitett alap-
elemekbdl a tudat onevidens konstrukcidkat végez, amelyek nem szorulnak

2 Az ,,érzékelés” itt tudatfolyamatot jelent, és nem olyan informéciét, amelyet
érzékszerveink kozvetitenck agyunkba. :
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sem tapasztalati, sem logikai igazolasra. A konstrukcidk eredményei mate-
matikai objektumok (pl. természetes szdmok, tortek, véges halmazok stb.),
amelyek léteznek, hiszen a tudat megalkotta Sket.

De amit a tudat az alapintuiciébdl meg tud konstrudlni, az a matemati-
kénak csupin elenyész8 toredéke (a ,,véges” matematikaja). Hogy tovabb
lehessen menni, az intuicionizmus a végtelen sorozat képzését is elfogadja
onevidens tudattevékenységnek. Elismeri a'természetes szdmok halmazit
mint aktudlisan végtelen halmazt, de nem ismer el nem megszdmlilhatéan
végtelen halmazokat mint befejezett, kész matematikai objektumokat, mert
a tudat nem képes ezeket megkonstrudlni. Igy az intuicionista felfogisban
pl. ,,a valés szdmok halmaza™ mint matematikai objektum nem létezik;
ehelyett van egy kozeg, amelyben valdés szamok korlatlanul keletkezhetnek.
Az intuicionista matematika nem is hasznalja a ,,halmaz’ kifejezést a sziintelen
keletkezés eme kozegére, hogy elhatirolja magdt a hagyomdnyos, klasszikus
matematikatol.

Az intuicionizmus szerint a matematikdnak ennyivel be kell érnie.
A végtelen halmazok elmélete nem matematika, akar ellentmondésos,
akar nem. Matematika csak az, amit a tudat effektive meg tud konstrudlni.
Ha ehhez szigorian ragaszkodunk akkor biztosannem jutunk ellentmonddshoz:
amit a tudat megkonstrualt, az létezik, azt semmiféle loglkal okoskodéds nem
teheti nemlétezévé. Az intuicionista matematikdban sz6 sem lehet ellentmon-
dasokrol, hiszen ebben a matematikdban tételek és bizonyitdsok valéjaban
nincsenek, csak konstrukciék. Egy ilyen konstrukeciérdl persze beszidmolha-
tunk; pl. elmondhatjuk, hogy egy tetszileges adott természetes szdmot ho-
gyan bontunk torzstényezlkre, és ha ezt a konstrukeiés folyamatot a formalis
logika nyelvén fogalmazzuk meg, akkor beszdmolénkat Ggy tekinthetjiik,
mint annak bizonyitasat, hogy barmely 1-nél nagyobb természetes szdm torzs-
tényezSkre bonthaté. De — siet hozzafiizni az intuicionista filozéfia — ez a lo-
gikai beszdmolé sohasem kimerit6 (adekvat) leirdsa a tudatban végbemend
konstrukeiés folyamatnak, mert a matematikai konstrukcié nyelvnélkiili
tevékenység, a formalis logika pedig lényegében egy nyelv.

A matematikai konstrukciénak mindig van nyelvi-logikai leirdsa, habar
ez a leirds nem kimerit. Jogos-e ennek a megallapitdsnak a megfordltasa?
Az intuicionizmus vélasza erre az, hogy a megforditas dltaldnosan nem jogos.
Ha egy matematikai tételt logikailag levezetiink, akkor nem minden esetben
tudunk elvégezni egy olyan nyelvnélkiili, intuitiv matematikai konstrukciét,
amelynek az adott levezetés (kozelitGen hii) leirdsa. A konstrukeié elvégezhe-
tetlen, ha a levezetésben szerepel a kizdrt harmadik logikai elvének bizonyos
specialis alkalmazasa. Ezt néha gy szoktak megfogalmazni, hogy az intuicio-
nizmus nem fogadja el korlatlanul a kizart harmadik logikai elvét.?

Hogy a kizart harmadik elvének milyen alkalmazasa nem rekonstrudl-
haté intuitiv konstrukciéval, azt egy példaval kiséreljiik meg illusztrilni.

Képzeljiink el egy szallodit, amelynek szobdirdl klmond]uk a kovetkezl
allitast: ,,Van olyan szoba, amelylknek nines kiilon bejarata’™. Roviditsiik ezt
a kijelentést 4-val. ,,4” tagaddsa, ,NEM 4", ezt mondja: ,,Nem igaz, hogy van
olyan szoba, amelyiknek nincs kiilén bejarata’; és ez természetesen ugyanazt

3 Brouwer nézeteire vonatkozdan ez a megfogalmazds pontatlan, hiszen szerinte a
matematikai tevékenységben a logikdnak nincs szerepe. Néhdény lappal késébb majd
kideriil, hogy ez a megfogalmazds milyen vonatkozésban helytdlls.
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mondja, mint a kovetkez§: ,,Minden szoba kiilon bejarata. A kizdrt harmadik
elve szerint, ha pl. ,,4”” hamisnak bizonyul, akkor ,,NEM A4 biztosan igaz,
hiszen harmadik eset nincs.

Intuicionista felfogdsban ,,4” is, ,NEM 4" is csak dgy értelmes, ha
valamilyen feladat megoldéasat fejezi ki. Alkalmasak pl. a kovetkezd feladatok:

F1. Effektive talalni kell egy olyan szobdt, amelynek nines kiilon be-
jérata.

F2. Be kell mutatni, hogy minden szobdnak van folyoséra nyilé ajtaja.

Intuicionista, felfogdsban az F1. feladat megolddsardl szdlé beszdmold
az ,,A” kijelentés bizonyitdsa, az FZ. feladat megoldédsardl sz6l6 beszdmold
pedig a ,,NEM A4 kijelentés bizonyitasa.

Most képzeljiik el, hogy a szalloda portasa pl. az aldbbi ,, konstrukeiérol™
szamol be:

,»Benyitottam minden folyoséra nyilé a]ton de egyik szobdban sem lat-
tam mennyezetes agyat. Pedig biztos, hogy néhany szobidban mennyezetes
4gy van.”

Ebbdl a beszdmolébdl vildgos, hogy mennyezetes dgyak csak olyan szo-
béakban lehetnek, amelyek nem a folyosérdl nyilnak, tehdt vannak nem kiilon-
bejaratt szobdk is. fgy biztos, hogy az F2. feladat megoldhatatlan.

De akkor a ,NEM 4” kljelentes hamis, igy a kizart harmadik torvénye
szerint ,,4” igaz.

Am ez az utolsé logikai 1épés mar nem konstrukeiérél sz6lé beszamols.

z ,,A” kijelentés bizonyitdsa csak az F1. feladat (vagy valamilyen més,
vele egyenértékii feladat) megoldasardl szélé beszamolé lehetne. De mi csak
egy olyan beszdmolét kaptunk, amelybdl arra lehet kovetkeztetni, hogy az F2.
feladat megoldhatatlan. (Ezt a kovetkeztetést az intuicionista felfogas is el-
fogadja.) Es ez egyaltalin nem azonos az FI. feladat megoldésival, hiszen
a portds beszdmoldjaban szé sincs arrdl, hogy taldlt akdrcsak egy nem kiilon-
bejarata szobit is.

Mégis, ugy érezziik, hogy ha az F1. feladat effektiv megolddsara nem is
keriilt sor, de bebizonyosodott, hogy ez a feladat megoldhat6. Meg is tudjuk
mondani, hogyan. Be kell nyitni sorba minden folyoséra nyil6 szobdba, és
meg kell nézni, nyilik-e a szobabdél mésik ajté. Ha igen, be kell nyitni ezen az
ajton, és meg kell nézni, hogy annak a szobanak, amelybe jutottunk, van-e
folyoséra nyilé ajtaja. Ezt addig kell folytatni, amig az els§ olyan szobat
meg nem taldljuk, amelynek nincs folyoséra nyil6é ajtaja. Ilyen szobat el6bb
vagy utébb kell taldlnunk, hiszen a portds beszamol6ja alapjén ilyen szoba
biztosan van. Mihelyt megtalaltuk ezt a szobat, megoldottuk az F1. feladatot.

Edmond Dantes, a késébbi grof Monte Christo, bizvast magéénak érez-
hette a mesés kincset, miel§tt még ténylegesen hozzdjutott, hiszen pontos
és megvaldsithaté Gtmutatésa volt a kincs megtaldlasara. Valéban, aminek
megszerzésére megvaldsithaté receptiink van, azt maris Ggy tekinthetjiik,
mint amit megszereztiink. Ebben az intuicionizmus is egyetért, és elfogadja
az el8z8 bekezdés érvelését az F1. feladat megolddsénak, azaz a nem kiilén-
bejaratt szoba effektiv megtalalasdnak — mindaddig, amig a szdlloddban véges
sok szoba van. Mert ha a szélloddban torténetesen végtelen sok szoba van,
akkor az el8bbi bekezdés utolsé el6tti mondata, ti. az, hogy ,,Ilyen szobat el6bb
vagy utébb kell taldlnunk”, hitelét veszti; hiszen végtelen sok szobit nem
tudunk végignézni. Ebben az esetben F2. megoldhatatlansidga nem jelenti #'1.
tényleges megolddsit. Olyan a helyzet, mintha Dantes csak annyit tudott
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volna, hogy a kines valahol az Atlanti-6cedn fenekén van; ennek a tuddsnak
alapjdn valdszintileg sohasem taldlta volna meg a kincset. S6t, még rosszabb
a helyzet, mert az écedn ugyan nagy, de véges, elméletileg végigkutathato;
viszont ki tud végtelen sok szobat végigjarni?

De végtelen sok szobds szdlloda nincs is ! Ez igaz, de van végtelen sok
természetes szdm, és a matematika végiil is nem szallodai szobdkkal, hanem
pl. szdmokkal foglalkozik. Vildgos, hogy csak a szemléletesebb megfogalmazés
kedvéért beszéltiink matematikai objektumok helyett szobdkrél. A tanulsigot
igy is meg tudjuk fogalmazni: Ha egy végtelen halmaz elemeirsl tudjuk, hogy
kell lennie kozottik (legalabb egy) ilyen és ilyen tulajdonsigti elemnek, e
tuddsunkbdl még nem kovetkezik, hogy konkrétan be is tudunk mutatni egy
ilyen tulajdonsigta elemet. Masképp: a nemlétezés cifolata még nem jelenti
a létezd effektiv megtaldlasat (végtelen halmazban). Hidba tudod: lehetetlen,
hogy ne legyen kincs — ettdl még a kincs nem lesz a kezedben.

Ez jézan okoskodés. Aki mar kereste a szemiivegét — hatarozottan em-
lékezve ra, hogy nemrégiben még hasznalta, és azéta nem lépett ki a szobdbdl —,
nagyon jol tudja, mi a kiilonbség ennek tudésa: ,,Lehetetlen, hogy a szemiiveg
nincs a szobdban”, és a szemiiveg effektiv megtaldlisa kozott — pedig hat
a szobdban csak véges sok polcot és zugot kell végigkutatni. No de ha a nem-
1étezés meg van cafolva, akkor ezzel a létezés mégiscsak be van bizonyitva,
még végtelen halmaz esetén is? Az intuicionizmus szerint ennek egyszerlien
nincs értelme. Szerinte a matematizdlds nem bizonyitds, hanem konstrukcid.
Valami létezésének bizonyitasa: nem matematika, hanem metafizika. A mate-
matika megkonstrudl, el6allit valamit, vagy legaldbbis elvileg elvégezhetd
mdédszert ad a konstrukciéhoz. Csakis egy ilyen konstrukeiérél szol6 beszamolét
lehet tekinteni a létezés ,,bizonyitdsanak™.

Ezért ha egy tételink azt allitja, hogy egy végtelen halmaz elemei
kozott létezik ilyen és ilyen dolog, és el tudunk végezni egy olyan konstrukeiét,
amely a dolog nemlétezését megcafolja, ezzel megcafoltuk ugyan a tétel taga-
dasat, de magat a tételt nem bizonyitottuk be, mert bizonyitdsiul csak egy
olyan beszdmol6 fogadhaté el, amely a széban forgé dolog konstruildsardl
sz6l. Ennyiben nem fogadja el az intuicionizmus korlatlanul a kizért harmadik
elvét. :

Ez volna hét nagy vonalakban Brouwer filozéfidja. A kiindulépont:
az id§ tiszta intuiciéja, vildgosan kanti eredetli. Kant szerint a matematika
alapja az id§ és tér a priore intuiciéja. Brouwer az egyik kozeget, a teret,
megtakaritotta. Ezt nyugodtan megtehette, mert mint matematikus tudta,
hogy a geometridk — akar az euklideszi, akdr a nem euklidesziek — modellez-
heték a valds szdmok elméletében. A térr6l mint a matematika kozegérsl vald
lemondast bizonyara az is indokolta, hogy egy a priori térnek csak egy o
priors geometridja lehetne, s Brouwer mint matematikus nem akarta elvetni
a geometridk sokféleségét.

Mint a logicizmushoz, a brouweri filozéfidhoz is jarul egy program:
a matematika folépitése az intuicionista alapelvek szerint. De mig a logicista
programban csupén a mér meglevd, klasszikus matematika rekonstrukei6jarél
van sz6, addig az intuicionista program egy j, a klasszikussal élesen szemben-
4ll6 matematikat kovetel. Igy az intuicionizmus nemecsak filozéfilés a mate-
matikdrél, hanem matematikas irdnyzat is. Brouwer f6llépése 6ta kétféle mate-
matikarél beszélhetiink: klasszikusrél és intuicionistardl.

Az intuicionizmus filozéfidjat és az intuicionista matematikat élesen
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meg kell kiilonboztetniink egymdastél. Az intuicionista matematikdnak meg-
lehetSsen népes tabora van, els6sorban a matematika alapkérdéseivel fog-
lalkozé matematikusok korében. Ennek magyardzata bizonyira az, hogy
az intuicionista matematizalds a jelenleg legbiztosabbnak l4tszé6 modszer
mindenféle ellentmondéas elkeriilésére. Miutdn ebben a matematikdban csak
konstruélt (vagy legaldbb elvben konstruilhaté) objektumokrél van szé, az el-
lentmondédsok — mint 6k mondjak — kizartak. Amit egyszer megkonstrual-
tunk — mondjék — az létezik, és a létez6t semmiféle logikai érvelés nem teheti
nemlétez8vé. Viszont alig van hive az intuicionista matematikdnak azoknak
a matematikusoknak korében, akik nem foglalkoznak a matematika alapkér-
déseivel (az algebra, a geometria, az analizis stb. specialistdi). Ok az intuicio-
nizmus szigord korlatait szlikebb szakteriiletiik miivelésében folosleges bék-
lyéknak vélik.

Az intuicionizmus filozdfidjdt — legaldbbis a Brouwer-félét — az intui-
cionista matematikusok tilnyomoé tobbsége is elveti. Ami ennek kédos-miszti-
kus alapjait illeti, azon nem is lehet csodalkozni. A brouweri filozé6fidt helyet-
tesité meggondoldsok nagyon véltozatosak: a pozitivizmustél a dialektikus
materializmusig szinte minden drnyalatot megtaldlunk. Egyes szovjet intui-
cionista matematikusok — &k konstruktivistaknak nevezik magukat — pl.
azt 4allitjak, hogy a dialektikus materializmussal egyediil a konstruktivista
matematika egyeztethetd ossze.

Amiben az intuicionista matematikusok megegyeznek (barhogyan
nevezzék is magukat — ti. az id6k sorédn szdmos alirdnyzata keletkezett az is-
koldnak), a kovetkezd: Szigoru ragaszkodds ahhoz, hogy a matematikai te-
vékenység minden lépése evidens konstrukcid legyen (vagy legalabb moédszert
nytjtson egy evidensen elvégezhet§ konstrukecidhoz); a nem megszidmlalhatéd
végtelen mint nem konstruilhaté elvetése; a kizart harmadik elvének véges
halmazokra val6 korldtozédsa. A mai intuicionizmus nagyrészt szakitott a merev
logika-ellenességgel, és ennek megfeleléen kidolgoztak egy tn. intuicionista
logik4t. (Ok maguk ezt feladatlogikdnak értelmezik, amelyben nem kijelenté-
sekkel, hanem feladatokkal végeznek miiveleteket. KEgy kovetkeztetés itt
nem azt jelenti, hogy a ha premisszdk igazak, akkor a konklizié is igaz, hanem
ezt: ha a premisszak megoldhaté feladatok, akkor a konkldzié is megoldhaté.)
Haszn4aljak az intuicionistdk az axiomatikus médszert is, bar mind a logika,
mind az axiomatikus médszer haszndlata miatt mentegetSznek, mondvén,
hogy mindkettének csak pedagégiai jelent8sége van.

Milyen eredményt tud felmutatni az intuicionista matematika? A korla-
tozott eszkozok korlatozott eredményeket hoznak: ami az intuicionistdk kezé-
ben a matematikdb6l megmaradt, az bizony a klasszikus matematikédnak
csak toredéke. De az intuicionizmus ezért nem rostelkedik, hiszen ami eszkozei
szdméra hozzaférhetetlen, az felfogdsa szerint nem is matematika. Am az 1t,
amelyen az intuicionizmus eljut eredményeihez, az esetek tobbségében sokkal
bonyolultabb és firasztébb, mint a klasszikus ut. Még megjegyezziik, hogy
vannak az intuicionista matematikdnak a klasszikussal Osszeegyeztethetetlen
eredményei is.

Brouwer filozéfiai alapjdrél most mér nem szélva, az intuicionizmus
allaspontjédban sok figyelemre mélté, s6t els§ halldsra kifejezetten szimpatikus-
nak ting elem van. A valds szdmokat mint végtelen tizedes torteket (és dltald-
ban a sorozatokat) sziinteleniil keletkez8ben levSknek tekinteni — dialektikus
gondolat. Hogy az effektive megkonstrualt tobbet ér, mint az, aminek csak
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a létezése bizonyitott, szintén nagyon jézan, szinte ,,materialista’ gondolatnak
tlinik. (Azért ne feledkezziink meg arrél, hogy az intuicionista matematikdban
sem anyagi dolgokat konstrualnak, hanem fogalmakat.) De t6bb izben rdmu-
tattunk arra, hogy kiilonféle , kitaladlt” vagy ,,idedlis” fogalmak matematikai
folhaszndlasa milyen redlis, az alkalmazasok szempontjabdl is nagy jelentdségti
eredményekhez vezet. A klasszikus matematika ,evildgi” voltat, életerejét
cafolhatalanul bizonyitja, hogy alkalmazdsai révén valésigos termel8ersvé
valt, s gyakorlati jelent&sége éppen napjainkban minden eddigit felilmuld
sebességgel novekszik. Dobjuk el ezt a hasznos szerszamot csak azért, mert
nem konstruilhaté fogalmakkal is dolgozik, és mert hasznélata
nem olyan ,,veszélytelen”, mint az intuicionista matematikaé? Ez alradikaliz-
mus lenne mindaddig, amig jobb nincs helyette, vagy amig bizonyitast nem
nyer, hogy mddszerei elkeriilhetetleniil ellentmondasra vezetnek. De e fol-
tételek egyike sincs ma még megvaldsulva. Az intuicionista matematika (leg-
aldbbis ma még) nem tudja minden tekintetben helyettesiteni a klasszikus
matematikat.

Az intuicionista matematika létezését, miivelését persze sem filozéfiai,
sem matematikai alaprdl nem lehet kifogisolni. Ha egy kutatéorvos annak
tanulményozasira szenteli életét, hogy hogyan lehet vakon élni, arra azt mond-
juk: nemes és tudomanyos életcélja van. Ha kisérletei érdekében sajit szemeit
is kisziratja, akkor a tudomény héseként tiszteljiik. De ha kés6bb azt hirdeti,
hogy csak a vakok élnek igazan, a laték nem (mert az igazi ismeretszerzés
a tapintds, és a laték a tapintds helyett gyakran megelégszenek a puszta latas-
sal, pedig amit csak latni lehet, de tapintani nem, az nem is létezik igazan), -
akkor mar az a benyomdsunk, hogy megbolondult. Ha pedig agressziven azt
koveteli, hogy az igazsig megismerése érdekében mindnydjan tolassuk ki
szemiinkvildgit, akkor kénytelenek vagyunk vele szemben radikalisabb intéz-
kedéseket alkalmazni. Sajnos, az intuicionista matematikusok nagy része ehhez
az agressziv dlldsponthoz 4ll legkézelebb, amennyiben bizonyos ,,matematikai
érzékszerveikrsl” valé indokolatlan lemonddsra siirgeti a matematikusokat.
Az intuicionizmusnak ezt az allaspontjat, amely szerint csak a sajat matemati-
kaja matematika, vissza kell utasitani. :

Hogy egy hasonlattal éljiink: mondhatjuk-e, hogy az intuicionistak ko-
csija, ha talan kissé lasstjarata is, de legalabb biztosan balesetmentes? Al-
talanos az egyetértés abban a tekintetben, hogy igen — csak ott térnek el a
vélemények, hogy mekkora a megengedett (biztonségos) sebesség fels§ korlatja.
Ez a viragnyelven (vagy inkdbb autds nyelven) megfogalmazott kijelentés ma-
gyarul azt jelenti, hogy nincs egyetértés azintuicionistik kérében abban a kér-
désben, hogy meddig tekinthets egy konstrukeié evidensnek, magitoél értets-
ddének. A , konstrukecié”, ,,evidencia’, ,,abszurditds” klfe]ezeseket ,,intuitive
adottaknak” tételezik fol, amelyek nem szorulnak preciz értelmezésre. Igy
ezekkel kapcsolatban elég tdg tere nyilik az 6nkényes értelmezésnek. Egy-egy
konkrét intuicionista elméletben persze mér szabatos értelmet nyernek a fonti
szavak, ti. a rendszer axiomatikus f6lépitésével. De az intuicionista hozza-
allas szerint az axiomatizalds nem lényeges, csupan pedagégiai jelent&ségii.

Hogy hogyan, milyen szabalyok megtartasdval kell konstruélni, ezt
az intuicionistdk intuitive vildgosnak tekintik, de felfogdsukban burkoltan
axiémak és logikai torvények rejtéznek. A szabalyozatlan konstrudlds, azt
hiszem, semmivel sem veszélytelenebb, mint pl. a naiv halmazelmélet. Ha
konstrukciéval ellentmondéshoz nem is lehet jutni (mert egyéltalin nem fogal-
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mazunk meg tételeket), azért paradox eredmények nincsenek kizarva. Gon-
doljunk csak a Richard-féle ellentmondésra. Ennek lényegét el lehet tgy mon-
dani, mint utasitist egy konstrukciéra: meg kell keresni azt a legkisebb ter-
mészetes szdmot, amely nem definidlhaté magyar nyelven 100 jellel. Mivel
magyar nyelven 100 jellel definidlhaté természetes szam csak véges sok
van, ezeket pl. néveked§ sorrendbe helyezhetjiik, és igy megtaldlhatjuk kozot-
tiik a legnagyobbat. Most a 0-t6l a taldlt legnagyobb szdmig végignézziik ezt
a sorozatot: van-e benne hézag? Ha van, akkor az els§ hidnyzd szdm lesz
a magyar nyelven 100 bet{ivel nem definidlhaté természetes szamok legkiseb-
bike, ha pedig nincs, akkor a sorozat utolsé tagjat kovets szdm lesz az. Igy
szépen megkonstrudltuk a magyar nyelven 100 jellel nem definidlhaté termé-
szetes szdmok legkisebbikét. Mivel semmiféle tételt nem mondtunk ki, nem
jutottunk ellentmondésra. De strucepolitika volna ezt az eredményt megelé-
gedéssel tudomdsul venni, hiszen az a bizonyos szdm mégiscsak definidlhaté
100 jellel.. -

Mi mér tudjuk — hiszen kielemeztiikk —, hogy ez a konstrukcids uta-
sitds rossz, ellentmondésos. De mi a biztositék arra, hogy més, ,evidens”
konstrukeciés utasitisok nem vezethetnek hasonlé paradox eredményre ?
Biztositék lehet a konstrukciés utasitdsok axiomatizdlsa és az egész rendszer
ellentmondéstalansdgdnak bizonyitdsa. De ez mar az intuicionizmus alap-
janak felad4sdt jelenti. ) '

Nem akarom azt mondani, hogy a konstrudlhatésidg nem fokozza a biz-
tonsdgérzetet a matematikaban, de azt hiszem, rd kell mutatni, hogy bizony-
talan, definidlatlan folfogdsaban még a konstrudlhatésig sem problémamentes.
A biztonsdgérzet fokozasdhoz a matematika mas mddszereivel (axiomatizalds-
sal és més, ezutdn emlitendd moédszerekkel) valé kombinaldsa sziikséges.
De — mint mar mondottuk — ez id§ szerint-nem mondhatunk le a matematika
egyéb, kevésbé biztonsdgos mbdszereir8l sem.

Osszefoglalva: Az intuicionista matematikianak nincs egységes filozéfiai
alapja. A konstruktivitds alapelve, amely bizonyos laza egységbe flizi az irdny-
zatot, kiilonféle filozéfiai alapokrdl indokolhaté. De sem a filozéfiai, sem a ma-
tematikai érvelések nem adnak kell§ alapot a klasszikus matematika foladé-
sara, az intuicionista matematika kizarélagossdginak, egyeduralmanak elis-
merésére.

Hilbert programja

A matematika ,,megmentésére’ vallalkozé nagyok koziil Hilbert volt az,
aki a legkevesebb filozéfiai elSitélettel latott munkdahoz. Nem tlizte ki céljaul
hogy a matematika egészér6l mutasson ki valami filozéfiai allitdst (mint a logi-
cistdk), azt sem, hogy megsziintesse az eddigi matematikdt (mint az intuicio-
nistdk). O valéban nem kivént mést, mint a klasszikus matematika megtiszti-
tasdt és biztositdsdt az antinémisdk ellen. .

Gondolata a kovetkez: A matematika, elemi formdjdban, nem mAs,
mint konkrét fizikai objektumok leirdsa és a koztiik levd kapesolatok elemzése.
A pozitiv egész szamok aritmetikéjét pl. gy képzelhetjiik el, hogy a szdmokat
egyforma targyakkal, babszemekkel, kavicsokkal, vagy fiigg6leges vonalak-
kal — ,,|” — fejezziik ki; pl. az 1, 2, 3, ... szdmokat sorban egy, két, hdrom,
... figgdleges vonallal dbrazoljuk: |, ||, ||l, ... A ,,2 4+ 3" 6sszeadds nem mds,
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mint a ,,||” és a ,,|||”” jel egymés mellé helyezése: ,,|[|||”. E példdhoz hasonléan
minden aritmetikai miiveletet gy lehet felfogni, mint vonalakkal (vagy bab-
szemekkel, kavicsokkal) végzett fizikai eljdrdsokat. A matematika legegysze-
riibb fejezetei tehat nem masok, mint fizikas dolgokkal végzett, precizen szabdlyo-
208t fizikai eljdrdsok elméletei. A matematikdnak ezen a teriiletén nem léphetnek
fol ellentmondésok, mert konkrét dolgok pontosan leirt kapesolatai mindig
kolesonosen osszeférnek egymaéssal. Ha kétszer két vondst egymés mellé te-
sziink, ezt kapjuk: ,,||[|’; és kizdrt dolog, hogy ne ezt kapjuk.

Ez az eszmefuttatds hasonléan indul, mint Brouweré, azzal a nem 1é-
nyegtelen filozéfiai eltéréssel, hogy a konstrukei6 kozege a tudat helyett a fizi-
kai vildg, s a konstrukei6 helyességéért nem a bels§, intuitiv evidencia, hanem
egy érzéki evidencia &ll jot.

De Hilbert szdmdra nem csak ennyi a matematika. O nem 6hajt le-
mondani Cantor transzfinit matematikajarél. ,,Senki sem {izhet ki minket ab-
bél a Paradicsombél, amelyet Cantor teremtett” — mondotta, arra utalva,
hogy az antinémidk felbukkandsdban egyesek a Kerub langpallosdnak fol-
villandsat vélték latni, amint megtorolja a Tudds F4ja gyiimolesének tiltott
késtolgatasat.

A fizikailag nem 4brézolhat6 transzfinit fogalmakkal kib8vitett matema-
tikai elmélet ellentmondéstalansdga mér nem magatdl értetdds: bizonyitdsra
szorul. Hogyan lehetne egy ilyen ellentmondastalansdgi bizonyitdst megvals-
sitani? Ez a kozponti problémaja a Hilbert megteremtette 1] elméletnek, az
un. bizonyttds-elméletnek.

Ehhez elGszor is a széban forgd elmélet lefrdsit maximdlisan precizzé
kell tenni. Erre szolgdl az axiomatikus modszer. Az axiomatizalt elméletet pedig
»le kell forditani” kavicsokkal, babszemekkel vagy vonalakkal végzend§
eljardsok rendszerébe.

Hogy a vilag kavics- és babsziikségletét ne veszélyeztessék, a matematiku-
sok a vonalak, vagyis hat pontosabban a papirra irt jelek mellett déntot-
tek. A jelek és a velik valé eljardsok rendszerét pedig elnevezték formélis
rendszernek. Egy axiémarendszer leforditdsa formadlis rendszerre az tn. for-
malizdlds.

Ez a formalizilds nagy vondsokban igy megy: El8szor is osszedllitjik
a formalizdlds szétdrat, amelyben rogzitik, hogy az axiémarendszer melyik
fogalmat milyen jellel jelolik. (Ennek elSfeltétele, hogy a rendszerben csak
véges sok alapfogalom szerepeljen.) Azutin meg kell adni a logikai fogalmak
jeleit is (lattuk, hogy véges sok logikai fogalommal ki lehet jonni). Rogziteni
kell a ,,nyelvtani szabalyokat’ is, vagyis azt, hogy hogyan kell a jeleket egymés
mellé helyezni, hogy az egymés mellé irt jelek, a véges jelsorozatok egy-egy
kijelentés (axi6éma) kifejezésére szolgaljanak. Azokat a jelsorozatokat, amelyek
az axiémarendszerben megfogalmazhaté igaz vagy hamis allitdsok, tovabba
nyilt mondatok leforditésai, formuldknak nevezik. Egy példdval illusztrilva:
Jeloljiik az ,,x eleme y-nak” nyilt mondatot igy: ,,x € ¥”’; a ,,nem igaz, hogy’
kifejezést igy: ,,7”’; a ,,minden z-re: , kifejezést igy: ,,(x)”’; az iires halmazt
pedig a megszokott ,,0°° jellel. Akkor az al4dbbi jelsorozat:

() 1x€0

ezt jelenti: ,,Minden x-re: Nem igaz, hogy x eleme az iires halmaznak”, vagyis
»Egyetlen x sem eleme az iires halmaznak™, azaz

az dires halmaznak nincs eleme.
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Ha a szétéar és a nyelvtan készen van, akkor az axiémarendszer fogalmai-
val és logikai fogalmakkal megfogalmazhaté barmely kijelentést mar le
tudunk forditani egy formuldba. Ha nyelvtanunk elég jé, akkor egy jeleink-
kel folirt jelsorozatrél f6l is tudjuk ismerni, hogy kifejez-e valamit (értelmes-e),
s ha igen, akkor mit.

Meg kell oldanunk a kdvetheztetések leforditdsdnak problémajat is.
A premisszakbdl is, a konklaziébdl is formulak lesznek. Megfigyelve, hogy
egy-egy kovetkeztetésben bizonyos jelekbdl allé6 formuldakbél, mint pre-
misszakbol, milyen jelekkel kifejezett konkliziéra kovetkeztetiink, osszesllit-
hatunk olyan gépies, mondjuk a sakkjaték szabalyaihoz hasonlé szabdlyokat,
amelyek segitségével a formuldk korében rekonstrudlni lehet a kovetkeztetése-
ket, anélkill, hogy a jelek jelentésével torédnénk. Ha ezt megoldottuk, akkor mér
keziinkben van a bizonyitdsok leforditisanak kulcsa is, hiszen egy bizonyités
nem més, mint egymdsba kapcsolédé kovetkeztetések lancolata. Egy bizo-
nyitds forditdsaként az adédik, hogy az adott kiindulé formuldkbdl
(ezek az axiémék forditésai) gépies eljarasok sorozatival el§ kell allitani egy
bizonyos formulét (ez a bizonyitandé tétel forditésa). A bizonyitas forditasa-
nak megfelel§ gépies eljardst (formalis) levezetésnek nevezik.

Miutén a forditéssal elkésziiltiink, el kell felejteniink, hogy a jelek eredeti-
leg mit jelentettek, és csak a gépies, értelem nélkiili jatékszabalyok szerint
szabad jatszani: jelsorozatokat képezni, ezeket dtalakitani stb. De mit jatsz-
szunk, és mire val6 az egész jaték ?

Elgszor is lassuk meg, hogy a leforditdssal, a formalizdlassal eltint az
eredeti rendszer a maga transzfinit fogalmaival, és helyette elSttiink all egy
fizikai rendszer a maga érzékelhet8 objektumaival. Ennek elmélete mar ugyan-
olyan tiszta és vildgos, mint a pozitiv egész szdmokat dbrazolé vonalak elmé-
lete.

Célunk az eredeti rendszer ellentmondéstalansigénak bizonyitdsa. Tud-
juk, hogy ellentmondésos rendszerben barmi bizonyithaté. Rendszeriink biz-
tosan ellentmondéstalan, ha meg tudunk benne fogalmazni akér csak egy
olyan 4llitast is, amely nem bizonyithaté benne (hiszen ha ellentmondésos
lenne, akkor barmi, teh4t az is bizonyithaté volna benne). Ha ilyen allitas
van, akkor ennek leforditdsa a formélis rendszerben egy formula. Ez, mivel
bizonyithatatlan allitds forditdsa, nem lehet egy formalis levezetés végfor-
muldja.

fgy az eredeti rendszer ellentmondéstalansiga tiikrozédik a neki meg-
felel8 form4lis rendszerben: ha az eredeti rendszer ellentmonddstalan, akkor
formélis rendszerében van olyan formula, amely nem lehet egyetlen levezetés-
nek sem végeredménye. Ha a formalis rendszer ilyen tulajdonsigi — azaz ha
van levezethetetlen formuldja —, akkor konzisztensnek (,,0sszedllé’”-nak)
mondjék. Mivel a form4lis rendszer fizikai objektumok rendszere, remélhetd,
hogy konnyebb réla eldonteni: van-e levezethetetlen formuldja — azaz kon-
zisztens-e —, mintsem az eredeti rendszer ellentmonddstalansigét valami koz-
vetlen médszerrel megvizsgalni.

Persze, ilyen vizsgilatok céljaira megfelel§ médszereket kell kidolgozni.
Ilyen médszerek kidolgozdsat Hilbert kezdte meg, munkajit tanitvanyai foly-
tattdk és kiszélesitették. Ezzel a matematikdnak egy 1j 4ga keletkezett: a
matematika formalizdlt rendszereivel foglalkozé tudomény, magdra a mate-
matikai elméletekre alkalmazott matematika. A matematikdnak ezt az 1j,
Hilbert teremtette dgat metamatematikdnak* nevezték el.
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A lanc tehat a kovetkez§: ElGszor adott valamilyen ,fartalmas™ mate-
matikai elmélet, pl. a valés szamok elmélete, azutdn van az elméletnek meg-
felels, 6t kifejezd formdlis rendszer, s végiil van a formdlis rendszerré! sz6lé
metaelmélet.

A metaelmélet a formdlis rendszerre vonatkozé osszefiiggéseket vizsgal,
ezekrdl sz6l6 tételeket bizonyit be. A bizonyitdsokhoz logikai és matematikai
moédszereket hasznal. Itt azonban folléphet a , hibas kor™ veszélye. A formali-
zélas az idedlis elemek kikiisz6bolése, a nem eléggé megbizhaté moédszerek
elkeriilése érdekében tortént. Vilagos, hogy a metaelmélet csak akkor jelent
el6rehaladdst, ha messze elkeriili az idealis fogalmakat és azokat a bizonytalan
eszkozoket-moédszereket, amelyek megbizhatésagat épp 6 6hajtja kimutatni —
a formélis rendszer konzisztencidjanak bizonyitdsaval. Ezért Hilbert azt a
kovetelményt Allitotta fo6l, hogy a metaelméletben csak tUn. finit (véges)
médszereket szabad hasznilni. Hogy mik lennének azok a bizonyos finit méd-
szerek, azt éppugy nem definidltak egyértelmiien, mint az intuicionistdk a
konstrualhatésag fogalmat. Valéjaban a finitség kévetelménye nagyjabdl azt
jelenti, hogy olyan eljarasokra kell szoritkozni, amelyeket az intuicionistdk is
elfogadhatéaknak tartanak. Szokds 1ugy is fogalmazni, hogy csak ,,véges
ésszel” felfoghatéd meggondolisokat szabad alkalmazni, csak egyszerd emberi
képességekkel elvégezhet§ konstrukcidkra szabad hivatkozni (pl. arra a képes-
ségiinkre, hogy fel tudjuk ismerni: egy véges jelsorozatban eldfordul-e egy
bizonyos jel, s ha igen, hdnyadik helyen.)

fgy hét azt lehetne mondani, hogy Hilbert az intuicionizmus eszkozeivel
kivanta az intuicionizmust leteriteni: intuicionista eszkozokkel akarta bebi-
zonyitani, hogy az intuicionizmus aggéilyai foloslegesek. De Brouwert a
hilberti program pillanatra sem ingatta meg. O igy érvelt: Hidba bizonyitja be
Hilbert, hogy pl. a halmazelmélet ellentmondéstalan, ez nem véltoztat azon,
hogy értelmetlen. Ertelmes matematikai elmélet csak konstrudlhaté dolgokkal
foglalkozhat, mérpedig a transzfinit elemek nem konstrudlhaték. Azok a
matematikusok viszont, akik nem fogadtik el a konstrudlhatdsag intuicionista
dogmdjat, nagy varakozassal tekintettek a hilberti program megvaldsuldsa
elé.

Az els6 eredmények hamarosan jelentkeztek, sikeriilt egyes toredék-
axiomarendszerek ellentmondastalansdgat bizonyitani. A soron kovetkezd
feladat most mér egy Osszefiiggd matematikai elmélet ellentmonddstalansiga-
nak bizonyitdsa volt. Természetes célkit{izésnek kindlkozott el8szor a természe-
tes szdmok aritmetikdjinak egy axiémarendszerérdl kimutatni, hogy ellent-
mond4stalan.

»En nem vagyok levezethets” ...

Ekkor azonban varatlan esemény tortént. 1931-ben Godel olyan bizo-
nyitaselméleti eredményeket hozott nyilvanossdgra, amelyek majdnem olyan
hat4siak voltak, mint a halmazelméleti antinémidk. Es koztiik szerepelt egy
olyan eredmény is, amely az egész hilberti program megvaldsithatésagat kér-
désessé tette. Lassuk ezeket az eredményeket.

4 Az olvasé bizonydra nem gondolja, hogy a metamatematika valamiféle rokonsdg-
ban van a metafizikdval, mint ahogyan arra sem gondol, hogy a parabola rokon a para-
noidval.
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Godel abbdl az észrevételbdl indult ki, hogy minden formélis rendszer
véges sok jelet haszndl. Ennek megfelelGen egy formalis rendszer osszes lehet-
séges jelsorozatai megszdmlalhaté halmazt alkotnak. Ez azt jelenti, hogy a
rendszer formuldit egy kis tigyeskedéssel meg lehetne szdmozni. Godel kidolgo-
zott egy olyan eljardst, amellyel egy formdlis rendszer minden formul4jahoz és
minden levezetéséhez egyértelmiien lehet rendelni egy természetes szdmot
— ezt a formula, ill. a levezetés Godel-szdmdnak nevezték el —, méghozz4 vgy,
hogy a hozzarendelt szdmbdl a formula, ill. a levezetés egyértelmtien folis-
merhet§, rekonstrualhaté. Ehhez nem is kell minden természetes szamot fel-
hasznalni. Egyszeri ,,finit”’ szdmtani mdédszerrel barmely természetes szamrél
eldonthets, hogy Godel-szdm-e, az is, hogy ha igen, akkor formuldnak vagy
levezetésnek Godel-szama-e. Egy levezetés Godel-szamdrdl tiszta szdmtani
eszkozokkel (tehat anélkiil, hogy magat a levezetést leirndnk) még az is eldont-
hetd, hogy a levezetés végformuldjanak mi a Godel-szdma: a levezetés Godel-
szdmabdl a végformula Godel-szdma egyszerfien kiszdmithaté. A tovabbiak
megértése kedvéért vezessiik be a kovetkezd roviditéseket. Azt, hogy egy a
természetes szdm egy formula Godel-szama, roviditsiik igy: ,,a egy kis Godel-
szdm”, azt pedig, hogy egy b természetes szdm egy levezetés Godel-szdma, igy:
b egy nagy Godel-szam™. Végiil azt, hogy egy b Godel-szdmu levezetés vég-
formuldjinak Godel-szdma a, igy roviditsiik: ,,b-nek a vége a”’. Mivel azt, hogy
egy szdm Godel-szam-e, s ha igen, akkor formula vagy levezetés Godel-szdma-e,
az adott szdmbol ki lehet szdmitani, és mivel egy levezetés Godel-szdmabél vég-
formulajanak Godel-szamat is ki lehet szdmitani, azért — adott a és b természe-
tes szdmokra — az aldbbi kijelentések tulajdonképpen tiszta szdmtani, arit-
metikai kijelentések:

(1) 0 egy kis Godel-szdm™, ,,b egy nagy Godel-szam”, ,,b-nek a vége a”.

Ezzel a kulccsal azonban egy formula levezethetdsége atfogalmazhatd
aritmetikai kérdéssé. Mert ha a kérdéses formula Godel-szdma a, akkor levezet-
het8sége azon mdlik, hogy a

(2) ,»Van olyan b, hogy b egy nagy Godel-szdm, és b-nek a vége a”

aritmetikai kijelentés igaz-e. Mert ha ez igaz, azaz ha létezik egy olyan nagy
Godel-szam, amelynek a vége a, akkor ez a szam egy levezetés Godel-szdma,
amelynek végformuldja a kérdéses (a Godel-szdmu) formula, és e végformulé-
nak ennélfogva van levezetése. Ha viszont ez a kijelentés hamis, akkor ilyen b
nincs, a formuldnak nines levezetése, tehat levezethetetlen. fgy a bizonyitas-
elmélet probléméjat leforditottuk természetes szdmokra vonatkozé problé-
mara — ahogyan mondjak: aritmetizdliuk a metamatemaiikdt.

Ezzel viszont a kovetkezl érdekes helyzet 4ll el§. Ha olyan elméletet
formalizdlunk, amelyben szerepelnek vagy legaldbb modellezhetdk a termé-
szetes szdmok és a rajuk vonatkozé miiveletek, akkor az (1) és (2) alatti kije-
lentések — amelyek metamatematikai kijelentések aritmetikai leforditdsai —
az eredeti elmélet fogalmaival kifejezhet8k, és igy a vizsgalt formalis rendszer-
ben formalizélhaték. Az 8ket kifejez8 formuldk kétértelmiiek: van egy arit-
metikai jelentésiik és van egy metamatematikai jelentésiik. (Olyanok, mint pl.
ez a jelsorozat: ,,Tor”. Magyarul is van értelme, németiil is, de a két értelem
kiilonb6zs; németiil , kaput”™ -t jelent.) Egy ,,valamirevalé” formélis rendszer-
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ben, ahol a ,,valamirevalé’ pontos értelmére nem térhetek ki, az (1) és (2)
alatti és més hasonlé kijelentések formalizilhaték; egy értelmes, valamirevalé
matematikai elmélet formélis rendszere t6bbnyire ilyen tulajdonsagu.

Mérmost Godel kimutatta, hogy minden ilyen ,,valamireval6” rendszer
kétértelmti formuldi kozott van olyan, amelynek egyik értelme egy ilyesféle
jambor aritmetikai 4llités:

(3) ,»Nines olyan nagy Gidel-szdm, amelyikaek . . . volna a vége” —

és a kipontozott helyen magdnak a formuldnak a Gédel-szdma szerepel. De akkor
ez a formula mésik értelmével azt mondja, hogy az & Godel-szamét visel§

formula — vagyis 6§ maga —nem vezethet§ le, vagyis metamatematikai
értelme a kovetkez§:

En nem vagyok levezethetd.

Kérdés: levezethet§-e ez a formula? Ha igen, akkor hamisat 4llit, hiszen azt
allitja, hogy 6 maga nem vezethetS le. De nemcsak metamatematikai értelmé-
vel allit hamisat, hanem aritmetikar értelmével is. Gondoljuk meg jél: ha for-
muldnk levezethets, akkor van (legaldbb egy) levezetése, egy ilyen levezetésnek
van Godel-szdma; ez — mint levezetés Godel-szdma — Gn. nagy Gédel-szdm,
ennek un. vége pedig nem més, mint formulank Gédel-szdma. Tehét van olyan
nagy Godel-szdm, amelyiknek vége a mi formuldnk Godel-szdma. Pedig for-
muldnk aritmetikai értelme éppen azt allitja, hogy nincs ilyen (figyelembe
véve, hogy (3)-ban a kipontozott helyen éppen formuldnk Gédel-szama szere-
pel). Valéban, formuldnk — ha levezethetd — hamis aritmetikai allitdst fejez
ki. Mit jelent ez? Azt jelenti, hogy axiémarendszeriink rossz, hiszen hamis
allitast i1s lehet benne bizonyitani. Kovetkezésképp ha axiémarendszeriink
nem rossz ilyen értelemben — azaz ha nem lehet benne hamis allitdst bizonyi-
tani —, akkor ez a furcsa formula nem lehet levezethetd.

De ha formulink nem vezethetS le, akkor — mindkét é1telmével —
igazat mond. Hiszen metamatematikai értelemben azt mondja, hogy 6 maga
nem vezethets le. Es aritmetikai értelme is igazsdg, hiszen ha nem vezethetd le,
akkor nincs is levezetése, ha nincs levezetése, akkor nincs levezetésének Godel--
szdma se, tehat tényleg nincs olyan nagy Goédel-szam, amelynek formuldnk
Godel-szdma volna a vége. Kovetkezmény: ha rendszeriinkben hamis allitds
nem bizonyithat6, akkor van olyan (rendszeriinkben megfogalmazhaté) igaz-
sdg, amely rendszeriinkben bizonyithatatlan.

Osszefoglalva igy fogalmazhatjuk meg Goédel ezen eredményét: Minden
olyan ,valamirevald” formdlis rendszerben, amelyben hamis dllitdst kifejezd
formuldt nem lehet levezetnti, létezik olyan formule, amelyet — bdr igazsdgot
fejez ki — nem lehet levezetni.

De ez, mas széval, azt jelenti, hogy axiémarendszeriink, amelyet forma-
lizdltunk, nem firja le kimerit6en tdrgydt: vannak bizonyithatatlan igaz-
sagai is.

Godel eredményétsl tartalmaban nem sokban kiilonbozik az aldbbi,
Rossert8l szarmazé tétel (1936): '

Konzisztens és ,valamirevals” formdlis rendszerben mindig van olyan for-
mula, hogy sem & maga, sem a negdcidja nem vezethets le a rendszerben.

Visszaforditva ezt az eredményt a formdlis rendszerr§l az axiomatizalt
elméletre, ezt kapjuk: Egy ,,valamirevalé’’ axiémarendszerben, ha ellentmon-
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déstalan, mindig meg lehet fogalmazni egy eldonthetetlen &llitast, vagyis
olyan sllitdst, amelyet az axiémakbdl sem bizonyitani, sem cdfolni (azaz a
tagaddsit bizonyitani) nem lehet. Masképp: ,,valamireval6” és ellentmondés-
talan axiémarendszert6l mindig lehet olyat ,,kérdezni”’, amit a rendszer ugyan
»,6rt”, de nem tud ré ,,valaszolni”. Tehit lényegében ez az eredmény is azt
mondja, amit Godel tétele: vannak olyan axiémarendszerek, amelyek nem
irjak le kimerit8en térgyukat; minden ,,valamirevalé” ellentmondéstalan
rendszer ilyen.

Egy formédlis rendszert komplettnek mondanak, ha benne bérmely formula és
negécidja koziil legaldbb az egyik levezethet6. (Ez a meghatdrozds persze csak olyan for-
malis rendszerekre értelmes, amelyekben a negédciénak megfelel6 jel egydltalan szerepel.
Vannak olyan formélis rendszerek is, amelyekben logikai jelek egydltalén nem szerepel-
nek.) Vannak bizonyitottan komplett és egyben konzisztens formdlis rendszerek is,
persze ezek nem ,,valamireval6k”, osszhangban Gédel eredményével. De ez nem jelenti
azt, hogy az ilyen rendszerek ,,semmire se val6k”, haszontalanok; ezek kozott is akadnak

hasznosak. — Godel eredményét igy is megfogalmazhatjuk: ha egy formédlis rendszer
,»valamireval6” és konzisztens, akkor biztosan inkomplett.

Es most ldssuk ennek az eredménynek ismeretelméleti jelentGségét.
A nyugati filozéfiai irodalomban Godel eredményét rendszerint ugy értékelik,
mint az agnoszticizmusnak, a soha-meg-nem-ismerhet8ség filozéfidjanak
matematikai igazoldsdt: (Godel bebizonyitotta — mondjak —, hogy a mate-
matikdnak vannak eldonthetetlen kérdései.

Ez a beallitds bizony hamisitds, vagy legaldbbis (jéindulatot foltételezve)
stlyos félreértés. Godel nem azt bizonyitotta be, hogy vannak eldonthetetlen
matematikai kérdések, hanem azt, hogy bizonyos tipusd axiémarendszerekben
vannak olyan kérdések, amelyek azon az axidmarendszeren belitl eldonthetetle-
nek. Nem az emberi tudas, nem is a matematika korldtair6l szél a tétel, hanem
az axiomatikus mddszer korldtairdl.

De Godel eredménye helyes értékelés mellett is oridsi jelentSségi.
Korabban a matematikusok korében eléggé elterjedt volt az a nézet, hogy egy
alkalmasan vélasztott axiémarendszerben nem lehetnek eldoénthetetlen prob-
lémak. Az igaz, hogy voltak és vannak a matematikédnak évszdzadok 6ta
eldontetlen kérdései, de ugy remélték, hogy el6bb vagy utébb minden kérdés
eldonthets. (Hilbert is ezen az alldsponton volt.) Godel tétele megmutatta,
hogy ez a remény — az axiémarendszerek egy széles osztélyara vonatkozéan —
csalfa. Az is lehet, hogy a nagy eldontetlen kérdések egyike-mésika eldonthe-
tetlen (abban az axiémarendszerben, amelyben eddig vizsgaltdk). Az axioma-
tikus mdédszer e korlatainak folismerése nagyjelentGségfi.

Nem kisebb jelent8ségli az sem, hogy a matematika sajit erejébél, sajat
eszkozeivel jutott erre az eredményre. Tarsadalmi tapasztalatainkbél tudjuk,
milyen ritka dolog az, amikor egy ember sajit képességeinek korlitait képes
folismerni, amikor ,,6nkritikdja’ van. Nos, a matematikanak van onkritikaja:
sajat eszkozeivel foltdrta egyik legfontosabb médszerének korlatait. Ezt kevés
tudomany mondhatja el magardl.

Léssuk még vilagosabban, hogy Gédel tételében sz6 sincs az agnoszticiz-
mus igazoldsirél. A tétel azt bizonyitja, hogy a (3) alatti &llitds a formaélis
rendszerben eldinthetetlen. Ts hogyan megy a tétel bizonyitdsa? Ugy, hogy
" kideriil: a (3) allitds ¢gaz. Egyszerre kapjuk az allitds igazsdgdnak és a formélis
rendszerben val6 eldonthetetlenségének bizonyitédsat. Ks hadd flizziik hozz4:
ez a bizonyitds (amelyet itt nem ismertettiink) annyira szigord, hogy még
intuicionista alapon sem lehet benne kivetni val6t taldlni.
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De akkor rogton lehet alkotni olyan formélis rendszert, amelyben mér
eldonthets a (3)-nak megfelel§ formula. Nem kell egyebet tenni, mint ezt a
formulat hozzaflizni a rendszer axiémdihoz. Mivel az axiémdk levezethetdk-
nek szamitanak, a bdvitett rendszerben ez a formula levezethetd lett. A for-
mula kifejezte aritmetikai allitdsbdl axiéma lett, ezt azonban most mar nem
lehet az eredeti form4dban megfogalmazni, mert a bvitett rendszerben a ,nagy
Godel-szdm™ stb. kifejezések — a (1) alatti nyilt mondatok — értelme médo-
sult. De a rendszer alapfogalmaival valé kifejezésitk valtozatlanul helyes
maradt. Médosult az axiémavé lett formula metamatematikai értelme is, az
eredeti ,,En nem vagyok levezethetd” helyett most ezt jelenti:

En nem vagyok levezethets a tibbi axiémdbdl.

Godel (és Rosser) tétele tehdt gy mutat példat (az adott axiémarend-
szerben) megoldhatatlan problémaéra, hogy mindjart meg is oldja a problémat,
és mindjart lehet6vé teszi olyan axiémarendszer Osszedllitdsat is, amelyben
mdr az a probléma is megoldhaté. De persze az igy keletkezett axiémarendszernek
s megvan a maga megoldhatatlan problémdja.

Hogy ezt az észrevételt teljes mélységében kiakndzzuk, vegyiik konkrét
példanak a természetes szdmok elméletét. Gondoljunk el egy ,,valamireval6” és
ellentmondéstalan 41. axiémarendszert, amely leirja ezt az elméletet. Akkor
Godel tétele szerint A1.-nek van eldonthetetlen probléméja. Fiizziik ezt hozza
az axiémikhoz. fgy egy j 42. axiémarendszert kapunk. Bizonyithaté, hogy
ez is ellentmonddstalan; ,,valamirevalésdga’ a b&vitéssel nyilvan nem mddo-
sul. De akkor 42.-nek is van eldénthetetlen probléméja; ezért az el6bbi elji-
rast ismét tudjuk alkalmazni, s igy eljutunk egy 43. axiémarendszerhez. Elji-
rasunk minden korlatozas nélkiil ujra meg ujra alkalmazhaté, azaz megalkot-
haté ilyen axiémarendszereknek egy

Al , A2, A3, A4, ...

végtelen sorozata. Ezek a rendszerek egyre tobbet és tobbet ragadnak meg a
természetes szdmok elméletébsl, bar soha sem meritik ki teljesen. Igy tiikro-
z8dik Godel tételében — persze csak bizonyos formalis korlatozottsaggal — a
dialektikus materializmusnak a megismerési folyamat végtelenségérsl sz6l6
tanitésa.

Most ismertetett tételét Godel eredetileg a Principia Mathematica
(1. 624. 0.) axiémarendszerére alkalmazta. Mivel ez a rendszer a ,,valamireval6”
rendszerek osztilydba tartozik, van eldonthetetlen problémédja — hacsak
nem ellentmondésos. Ett§l eltekintve, Godel eredménye mutatja az eredeti
logicista program megvaldsithatatlansdgdt is; hiszen eszerint nemhogy az egész
matematikat, de még egy ,,valamireval4’ fejezetét sem lehet mindorokre egyet-
len formilis rendszer keretei kozé bezarni.

Egy pesszimista tétel
Godel eredménye, bir nagy meglep8dést okozott, nem renditett meg

semmit, legfoljebb egy illdziét. Az axiomatikus médszer a korldtainak folis-
merése utdn sem valt sem haszontalanné, sem nélkiillozhetsvé.
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De van Godel eredményének egy kovetkezménye, amelyrél elss 1atésra,
ugy tiint, hogy illuzérikussé teszi az egész hilberti programot. Lassuk most
ezt a kovetkezményt.

Egy ,,valamireval6” formélis rendszerben mindig lehet formaliz4lni pl.
az ,,1 = 0" hamis éllitdst. Ki lehet szdmitani a neki megfelel§ Godel-szdmot is;

«]jiik ezt g-vel. Akkor az az aritmetikai allitds, hogy

(4) »Nincs olyan nagy Godel-szém, amelynek vége g”,

metamatematikai értelmével azt fejezi ki, hogy az ,] = 07 allitdst leiré for-
mula nem vezethetd le. Ez azonban semmi mést nem jelent, mint azt, hogy a
rendszer konzisztens, hiszen van levezethetetlen formuldja (1. 635. o.). Teh4t
(4) metamatematikai értelme ez:

(5) ,» Az én rendszerem ellentmondastalan.”

A (4) kijelentés ,,valamirevalé” rendszerben formalizdlhat6, az &t kifejezd
formula kétértelmli, aritmetikai jelentése mellett metamatematikai jelen-
tése is van, ez az (5) alatti kijelentés.

Latjuk tehat, hogy egy ,,valamirevalé” formalis rendszerben ki lehet
fejezni sajat ellentmondastalansigit is. A kifejezés ismertetett médja nem az
egyetlen lehetséges (nyilvan ,,1 = 0> helyett mds hamis 4llitdsbdl is kiindul-
hatunk). A tovabbiakban csak az lesz a lényeges, hogy egy ,,valamirevalé”
formélis rendszerben mindig van — nem is egy — olyan kétértelmi formula,
amelynek metamatematikai értelme az (5) 4llitds. A kérdés marmost az, hogy
levezethet§-e a rendszerben egy ilyen formula, azaz hogy bizonyithats-e egy
axiomarendszerben a sajdt ellentmonddstalansdga ?

Godel kimutatta, hogy ,,valamirevalé™ és ellentmondastalan formalis
rendszerben egy ilyen formula levezethetdsége maga utdn vonna egy levezet-
hetetlen formula (pl. a (3) alatti allitast kifejezd formula) levezethetGségét is.
Mivel a levezethetetlen formuldt nem lehet levezetni, azért az ellentmondés-
talansagot kifejez6 formulak egyike sem lehet levezethets. Igy nyerjitk Godel
hires masodik tételét:

Ha egy ,,valamirevald” formdlis rendszer konzisztens, akkor benne a kon-
ziszlencidjdt kifejezd formuldk egyike sem lehet levezethets.

Ez azt jelenti, hogy egy ,,valamireval6” és ellentmondéstalan axiéma-
rendszer ellentmondéstalansagidt nem lehet bizonyitani olyan eszkozokkel,
amelyekkel magdban a rendszerben végezzilk a bizonyitdsokat. Mert ha
lehetne, akkor a bizonyitds formalizaldsa egy olyan levezetés lenne, amelynek
végformuléja a rendszer konzisztencidjit fejezné ki. De Godel masodik tétele
szerint ilyen formulét lehetetlen levezetni.

Ez volt az az eredmény, amelyet els§ halldsra gy értékeltek (illetve
egyesek ma is ugy értékelnek), mint amely a hilberti program kudarcat jelenti.
Hiszen Hilbert szerint a metamatematika csak finit médszerekkel dolgozhat,
Godel eredménye viszont azt mutatja, hogy az ellentmondastalansag bizonyi-
tdsdhoz még a vizsgilt rendszer franszfinit eszkozei sem elegenddek. ‘

Am a kudarcot jésolék nem gondoltak arra, hogy a vizsgélt rendszer esz-
kozei és az ellentmondédstalansig bizonyitdsahoz sziikséges eszkozok kozott
ilyen osszefiiggés is lehetséges:
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— azaz hogy a vizsgalt rendszerbdl kiszorult (az ellentmondéstalansdg bizo-
nyitdsahoz sziikséges) metaelméleti médszerek még mindig veszélytelen, finit
maédszerek.

De szerencsére voltak olyan matematikusok is, akiket Godel tétele sem
tett pesszimistdva. A kutaté munka tovabb folyt, és 1936-ban Gjabb jelents
alloméashoz érkezett: Gentzen bebizonyitotta a természetes szdmok aritmetik4ja
egy axiémarendszerének ellentmondastalansagat.

Ez a bizonyitdas — Godel masodik tételének megfelelden — olyan esz-
kozoket is folhaszndal, amelyek nem férnek el a vizsgilt axiémarendszer kere-
tében. De ezek az eszk6zok még mindig finiteknek, veszélyteleneknek tekint-
het6k: Gentzen bizonyitédsit az intuicionistdk is elfogadjik (eltekintve egyes
ultra-radikalisoktdl).

Gentzen bizonyitasiban a kritikus 1épés — amely mar nem fér el a ter-
mészetes szamok elméletében — lényegében nem mds, mint a teljes indukcio
kiterjesztése bizonyos transzfinit sorozatokra. A széban forgé transzfinit soroza-
tok tulajdonképpen a természetes szamok halmazanak atrendezésébdl kelet-
keznek. Amit Gentzen folhaszndl, az lényegében nem t6bb, mint hogy képe-
sek vagyunk a természetes szdmokat pl. ilyen, hirom egyméds mogé flizott
ko6zonséges sorozatbél allé transzfinit sorozatba rendezni:

0,3,6,9,12,... 1,4, 7,10,13..., 2, 5, 8, 11, 14,..s

— és még joval bonyolultabb, de ,,véges ésszel” megérthets rendezésekre is
hivatkozik. Egyébként a bizonyitds lényege egy hibamegtalalé eljards leirdsa.
Ha valaki bemutat nekiink egy olyan levezetést, amelynek végformulaja pl. az,
hogy ,,2 - 2 = 57, akkor a Gentzen-féle hibamegtaldlé eljarassal a végformu-
14bdl kiindulva addig gongyolithetjilkk visszafelé a levezetést, amig a hibds
1épést meg nem taldljuk benne. De a tovabbi részletekkel mir nem foglal-
kozhatunk.

Gentzen bizonyitasdbél — modell-médszerrel — meg lehetett kapni a
raciondlis szdmok aritmetikaja, valamint az euklideszi geometria egy része
ellentmondéstalansiginak bizonyitasat is. Egyéb axiémarendszerek és rend-
szer-toredékek ellentmondéstalansigit is sikeriilt bizonyitani. Viszont mos-
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tandig megoldatlan feladat a matematika ,,veszélyes” (sok transzfinit elemet
folhasznéld) fejezetei ellentmonddstalansdginak bizonyitdsa; pl. a valds szé-
mok, a teljes euklideszi geometria, a halmazelmélet axiémarendszerei még
keményen alljak a bizonyitaselmélet ostromat, és Gszintén be kell vallanunk,
hogy ezeknek az er6doknek a meghdditdsa mai eszkozeinkkel meglehet&sen
reménytelennek l4tszik.

0 OUJIOCODHN MATEMATUKU
H. Pyxca

CraThsl CONEP)KUT YACTh HAXONsIlelicss B Nedyatd KHUTM aBropa «Ha rpanune mare”
MaTHKM B Qunocopum. Tembl myOauKyemol 4acTH: JIOTMLIUCTCKAsi QUAOCO(PUST MaTeMaTHKW’
KPUTHKA JIOTHLHCTCKOrO IIOHMMAHUSI TaBTOJIOMMU; HHTYHUIMOHUCTCKO-KOHCTDYKTHBHUCTCKOE
TMOHKMaHKMe MaTeMaTHKH U ero Kpurtuka; nporpamma I'mnslepra B TeOpHM J10KA3aTenbCTBA;
OTHOCSIK&CsT K mocnenHeil pesynbratet N'égenss, ux ¢uiocodckass MuTEpIpeETaLIUst.

FROM THE PHILOSOPHY OF MATHEMATICS
I. Ruzsa

The present paper is a selection from the author’s book On the boundary of mathe-
matics and philosophy now be in print (in Hungarian). The topics of the article: The logi-
cism as a philosophy of mathematics; a criticism on the logicist notion of the tautology.
The intuitionistic—constructivistic view of mathematics, and its criticismn. The meta-
mathematical programme of Hilbert; the connected results of Gédel, and their philo-
sophieal interpretations.
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