A matematika néhany filozéfiai kérdésérdl
ALTRICHTER FERENC
I. Mi a matematika filozéfidja

Koridntsem meriink arra a feladatra véllalkozni, hogy a matematika
és filozofia szertedgazé kapesolatait, kolesonos oOsszefiiggéseit részletesen
elemezziik és bemutassuk. Dolgozatunkban e témakdrnek csupin néhény,
szerintiink kozponti jelentdségli kérdésére tériink ki.

BevezetSiill azt kivanjuk kimutatni, hogy léteznek a matematikaval
kapesolatos olyan -— filozdéfiai — kérdések, amelyek a matematika mint
szaktudominy specidlis m5dszereivel nem valaszolhaték meg (persze meg-
olddsukhoz a matematikai mbdszerek és eredmények sokban hozzajirul-
hatnak).

A szaktudominyos és a filozéfiai problémak kiilonbségét illusztraljuk
egy példaval a fizikabol és filozdfidjabol. Az, hogy a testek miért és mekkora
végsebességgel esnek a foldre, nyilvinvaléan szaktudomanyos kérdés; meg-
vélaszolasahoz a fizikus hivatkozni fog a témegvonzas altaldnos torvényére,
megficyeléseket, méréseket fog végezni stb., azaz a kérdés eldontésének
torténetileg kialakult mddszerét fogja hasznilni. De az, hogy &ltalaban mi
szitkséges az események tudominyos magyardzatdahoz, vagy hogy altaldban
milyen feltételei és milyen implikdcidi vannak a kisérletezésnek, vagy hogy
— szélesebb korfien — mi a tudoméinyos mbdszer, mar nem a fizikai-szak-
tudominyos, hanem a fizikai tudoményra altalaban vonatkozd, azaz a filo-
z6fiai kérdések sordba tartozik. A filozéfiai és a szaktudoményos proble-
matika hasonld kiilonbségét magtaldljuk a matematika esetében is. Arra a
kérdésre példaul, hogy mi a nulla vagy az egy stb., a matematikus azt a tel-
jesen kielégitd valaszt adja, hogy ezek természetes, racionalis, valés szdmok.
Az a kérdés azonban, hogy mik a szamok, mik a matematikai objektumok,
mir tallépi a szaktudominy kompetencidjét; s az elfogadott filozofiai 4llds-
poattdl fiilggen — hogy csak néhdny lehetSséget emlitsiink — a kovetkezd
feleleteket kaphatjuk: a szdmok az anyagi valdésdg bizonyos tulajdonsigai-
nak igen bonyolult tudati visszatiikroz6dései, bizonyos fogalmak tulajdon-
:sagai, a tudat ontevékenységének termékei stb. stb.

Amidta csak matematikai tudomény van, és amiéta csak filozéfiai ref-
dexié tdrgya, a matematika filozéfiai vézat, kézponti problematikdjit hdrom
-olyan kérdés alkotja, amelyekre icy vagy gy, de a matematikival foglal-
koz6 majdnem minden filozéfia vélaszt igyekszik adni. Ezek: a matematikai
‘ismeretek jellegének és a matematikai megismerés sajitos médjanak, a matema-
tikai objektumok természetének, valamint a matematikai igazsagnak és eldon-
“tési médjénak a kérdése. Az utébbi probléméval itt nem foglalkozunk, mivel
részletes elemzése meghaladja dolgozatunk kereteit; az el§bbi két kérdés enélkiil
-is explikélhato.

150



Els§ pillantasra ugy tlnik, hogy ezek a kérdések teljesen fiiggetlenek
a konkrét szaktudomanyos problémaktdl, eredményektsl, azaz vonatkozé-
sukban a matematika szaktudomédnyos tartalma lényegében invaridns vagy
invaridnssé tehets. Ez a fiiggetlenség azonban csak viszonylagos, mar csak
azért is, hiszen sziilSanyjuk éppen a matematika.

A matematika filozéfiajanak mint valaszrendszernek a matematika
szaktudoményos tartalmahoz valé viszonya kett6s: egyfelsl a meglevé mate-
matikat a probakovéill hasznalhatja, maésfel6l egy aktualis matematika ki-
alakitdsdnak a programja lehet. A matematika filoz6fidjanak a kérdései

elsGsorban vildgnézetiek, mégpedig azért, mert megvilaszolasuk — mint erre
frasunk végén kitériink majd — csakis a térsadalmi Osszpraxis figyelembe-

vételével lehetséges. A matematika minden filozéfidjanak alapjat egy (t6bbé-
kevésbé jol megfogalmazott vagy csak implicit) vildgnézet alkotja, egy 4lta-
lanos filozéfiai koneepcié, amelynek a matematikaval kapcsolatos allaspont
csupdn csak része, de altaldban szervesen Osszefiiggd része. Egy matematika-
filoz6fiatol tehat, éppen e — nyilt vagy burkolt — vilagnézeti alapja miatt
megkoveteljilk a vilagnézeti elfogadhatésigot, azaz gyakorlatilag azt, hogy
egy 4ltaldnos toérténelmi materialista vildgkép részeként adjon szdmot a
matematika tudoményardl.

Témdnkat a polgiri filozéfia néhany tipikus koncepcidja vonatkozé
megoldési javaslatainak kritikai elemzése kapcsan fogjuk kifejteni, tdmasz-
kodva azokra az érvekre, amelyeket e koncepcidk a filozéfia torténete soran
egymés ellen felhoztak — vagy felhozhattak volna.

II. A polgiri filozéfia néhiny megoldasi javaslata

ElSljaréban az ismereteknek a polgari filozéfidk altal bevezetett meg-
kiillonboztetéseire kell emlékeztetniink. Az Gjkori racionalizmus gondolkodé6i
az ismereteknek — a megfigyelésekhez valé kétféle logikai viszonyuk alap-
jan — két fajtéjat kiillonboztették meg (s bar hangsulyoztik, hogy ez a fel-
osztds nem esik egybe az ismereteknek az eredetilk, kialakuldsuk szerinti
felosztdsaval, a két felosztés elvilaszthatatlan kapcsolata természetesen az 6
rendszereikre is rdnyomta a bélyegét). Ismereteink egyik részének azokat a
kijelentéseket tekintették, amelyeknek igazsiga fiigg a megfigyeléseinktdl,
ezek kimenetelét8l, eredményeitfl, amelyeknek igazsiga csak ezek utdn
donthetd el — az ilyen ismeretek az a posterioriak. Ezek a kijelentések a kor-
nyez8 val6sagra, illetve egy szegmentuméra vonatkoznak, vagy arra, ami
a vilagban torténik, vagy megfogalmazzdk az eljovendd eseményekkel kap-
csolatos vérakozdsainkat. Ilyen a posteriori ismereteket ad pl. a fizika, a
bioldgia; ezek az allitdsok vagy szingularisak (egyetlen vagy néhidny megfi-
gyelhet8 eseményt frnak le), vagy altalanosak (s ekkor nagyon fontos hipo-
téziseket, sejtéseket fejeznek ki vilagunkrdl, s a tovabbi megfigyelésekkel
vagy aldtamasztjuk, vagy pedig elvetjilkk 8ket). Az ismeretek mésik csoport-
jdba azokat a kijelentéseket soroltak, amelyeknek igazsiga a megfigyelések-
t6l fiiggetlen; igazsiguk eldontéséhez megfigyelések, kisérletek nem sziik-
ségesek, és nem is lehetségesek. Ezek az ismeretek teljesen vagy részlegesen
filggetlenek minden lehetséges tapasztalattél, s igazsaguk a ,.tiszta észbdl”
eldonthetS. Az ilyen ismereteket a prioriaknak, észigazsigoknak (Leibniz)
stb. nevezték, s példdikat dltaldban a logikdbdl és a matematikabdl vették.
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Arra vonatkozéan, hogy az a priori kijelentések mit frnak le, vagy hogy egy-
altaldn leirdsai-e valaminek, igen eltér6 véleményekkel taldlkozhatunk.

A miésik 4ltaldnos ismeretelméleti kiilonbséget — az analitikus és a
szintetikus ismeretek, kijelentések megkiilonboztetését — a pszicholégidba,
pontosabban az ismeretpszicholégidba 4gyazva — Kant vezette be. Ezt a

kiilonbségtételt a filozéfusok nagy része a kanti ismeretpszicholégia gyors
diszkreditalasa utin sem vetette el. Felismerve, hogy ez a kiilonbség nem
pszicholdgiai, hanem lingvisztikai, nyelvi sikra iiltették at, s a Kantétol
némiképp eltérd kritériumot adtak az analicitds felismer&sére. Mégpedig
valahogy a kovetkez8képpen: egy allitds akkor és csak akkor analitikus, ha
pusztin a megértése mar elégséges az igazsiganak eldontéséhez, pontosabban:
ha igazsidga kovetkezik a kijelentést reprezentalé mondat jeleinek jelentésé-
bél. Szintetikus pedig egy allitds akkor, ha pusztin a megértése sosem elég-
séges az igazsaganak eldontéséhez, illetve pontosabban: ha igazsiga nem kovet-
kezik a megfelel§ jelek jelentésébdl, azaz ha nem analitikus. A szintetikus
allitdsok a lingvisztikai interpretdcié szerint fontos Gj ismereteket adnak, mig
az analitikusak csak rogzitik azt a moédot, ahogy az egyes szavakat vagy
4ltaldban a nyelvet hasznaljuk vagy szdndékozunk hasznalni. A szintetikus
allitdsok mindig valamilyen extralingvisztikait foglalnak magukban, mig az
analitikus allitisok csak a nyelvhasznalat adott médjara reflektalnak, elem-
- zik bizonyos szavak jelentését vagy rogzitik bizonyos szimbélumok hasz-
nilatdnak és transzforméciéjanak mod]at de semmllyen nyelven kiviili
tényallasra nem utalnak.!

E kétféle felosztas formélisan négy egymastdl kiilonbozs ismerettipust
(analitikus a priori, analitikus a posteriori, szintetikus a priori, szintetikus
a posteriori) engedne meg, egyikiiket azonban az alkalmazott definiciok ki-
zirjak, mégpedig azt a kijelentést, amelynek igazsdga a reprezentélasira
hasznilt szimbélumok jelentésébdl kovetkeznék (azaz a nyelvhasznalat vala-
milyen médjara reflektalna), de ugyanakkor csak extralingvisztikai ténye-
z8k (megfigyelések, kisérletek) bevondsival lenne eldonthetd. Analitikusan
a posteriori — ebben a polgéri filozéfia képviselSi altaldban megegyeztek —
semmit sem tudunk mondani, ilyen ismeretiink, ilyen tuddsunk nincs; ana-
litikusan csak a priori tudhatunk valamit, példaul azt, hogy minden cséros
eml@s cs6ros, vagy azt, hogy ha holnap deriilt lesz az ég, akkor holmap felh&t-
len lesz az ég stb.?

A polgari filozéfusok tilnyomé tobbsége azt a felfogist tette — pon-
tosabban: teszi — magdévé, hogy a matematika — valamilyen értelemben
— az emberi megismerés egy része, egy sajatos teriilete, hogy a matematikai
kijelentések nem pszeudodllitdsok, hanem igazak vagy hamisak lehetnek,
hogy, bar nagyon sajatosan, de mégis valamilyen ismereteket, tudést kozol-
nek. A matematikai és az egyéb tudomdnyos kijelentések kozott érezhetd

1 Carnap nyomdn kiilbnbséget tehetiink szintaktikai és szemantikai analiticitds
koézott. Szintaktikailag analitikus egy kijelentés, ha igazsdga kdvetkezik a kijelentés
reprezentdldsara haszndlt mondat logikai jeleinek jelentéséb6l. Szemantikailag analitikus
egy kijelentés, ha a megfelelé mondat nem-logikai, deskriptiv jeleinek jelentésébdl kovet-
kezik igazséga. Az analiticitds dltaldnos filozofiai diszkusszi6ja szempontjébél a kettd
kiilonbsége igen fontos. Meg kell jegyezniink, hogy az analitikus és szintetikus kiilénbsége
nem abszolut, hanem csak relativ; egy kijelentés analitikus vagy szintetikus volta tobb
tényezbt6l fugg, pl. az éppen aktudlis széhasznélattol, a uyelvi rendszer térténeti vélto-
zésaitol stb.

2 Az a priori ismeret lehet6ségének probléméjdval a dolgozat végén foglalkozunk.
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vagy vildgosan explikdlhaté kiilonbség nem az ismeret és nem-ismeret kii-
I6nbsége, hanem a tudds és a mdsféle tudds, az ismeret és a mdsféle ismeret
differencidja. Egyesek szerint viszont a matematika semmiféle ismeretet nem
tartalmazhat, nem kognitiv tevékenység, hanem csupéan intellektudlis jaték.
A tovabbiakban elSszor néhany olyan felfogist tekintiink at, amely
elismeri a matematika ismeret és megismerés voltit, s attdl fiiggGen, hogy
milyen kiilonbséget vél felfedezni matematika és kisérleti természettudomany
kozott, a matematikdt az emlitett ismerettipusok valamelyikébe sorolja be.

1. A matematikai ismeretek jellegérél

Azt, hogy a matematikai ismeretek mingségileg kiilonboznek a tapasz-
talati ismeretektSl, hogy a prioriak, nem pedig posterioriak, alapvetSen annak
kimutatdsival igyekeztek bizonyitani, hogy a matematika nem lehet olyan
tudomdny, mint pl. a tapasztalatokra, a megfigyeléseink tanibizonysigara
épit8 fizika vagy biolégia. _

Az els8 részletes és Osszefiiggl argumentécié Platéntdl szarmazik,® s
végighuz6dik a matematika filozéfidjanak majdnem egész torténetén. Platén
szerint megfigyeléseink csak egy tokéletben vildgrél nydjthatnak ugyancsak
tokéletlen ismereteket. gy pl. csak tobbé-kevésbé egyeneseket, csak tGbbé-
kevésbé koroket tapasztalhatunk, nem pedig geometriai egyeneseket, koro-
ket vagy szémokat. A szdmok és a geometriai alakzatok ismerete — amely-
lyel kétségen kiviil rendelkeziink — tehit nem lehet tapasztalati, a poste-
riori, hanem csakis a tapasztalattdl fiiggetlen, a priori.

Platén érvelése két szempontbdl is hibas. ElSszér is, mint ahogy S.
Barker egy ilyen szituidcié elvi megrajzoldsival, koriilirdsival kimutatta,?
elvileg nem lehetetlenek olyan észlelési szitudciok, amelyek involvaljak geo-
metriai fogalmak tiszta esetét, bar igaz, hogy ezek csak igen elemiek s csak
bizonyos fajtdjaak lehetnek. Tovabb4, mondja Barker, abbél, hogy a mate-
matikai fogalmak adekvat ,.eseteit’” a megfigyelhet8 vildgban nem is lehetne
megtaldlni, még nem kovetkeznék — non sequitur — a matematikai ismeretek
a priori volta. Hiszen pl. a kisérleti természettudomanyokban, kiilonésen
a fizikdban is szerepelnek olyan fogalmak — az ideélis gazé, az anyagi ponté
stb. —, amelyek, bar pontos eseteik szintén nem taldlhaték meg a megfigye-
Iéseink sordn, mégsem fiiggetlenek az aktualis megfigyelésektdl; vildgos, hogy
az idedlis gazrdl, az anyagi pontrél szerzett minden ismeretiinket megfigyelé-
sekkel, tapasztalatokkal kaptuk,2 s noha e fogalmak tokéletes esetei nem
talalhaték meg a megfigyeléseink segitségével feltart. vildgban, empirikusan
mégsem iiresek. Ezt hatdrozottan &llithatjuk, noha még nem tisztdzédott
teljesen a kisérleti természettudoményok filozéfidjdban, hogy a hasonlé
— ,,idealiz4l6”> — fogalmakat alkalmazé kijelentések hogyan, milyen médon
tikrozik vissza ,,tokéletlen” vildgunkat. .

3 Platén érvelésével és matematika-filozéfidjdval kapesolatban vo. Wedberg,
A.: Plato’s Philosophy of Mathematics. Almquist and Niksell, Stockholm 1955,

4 Barker, S.: Philosophy of Mathematics. Prentice-Hall, Inc. Englewood Cliffs,
N. J. 1964. 27. o. .

5 Barker ugy gondolja (id. m{i 27—28. o.), hogy ennyi elégséges Platén érvének
elvetéséhez. Platén azonban lehetségesnek és praktikusan esetleg sziikségesnek tart
bizonyosféle megfigyelést vagy eszkozokkel végzett szerkesztést, amely elBsegitheti a
matematikai igazsdgok felfedezését.
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A mésodik érv — amelyet teljes pontossidggal az ujkori racionalistdk
(f6leg Descartes, Spinoza, Leibniz) dolgoztak ki — arra tdmaszkodik, hogy
a matematikai ismeretek olyan tulajdonsdgokkal rendelkeznek, amilyenekkel
az a posteriori szintetikus ismeretek nem rendelkezhetnek. Két f§ sajdtas-
sdgot emeltek ki: a matematikai tudés bizonyossigit (sziikségszerliségét) és
4ltalanossagdt. Mert, mondottik, mig a kisérleti természettudoményok, a
tapasztalattél fiiggd ismeretek csak tobbé-kevésbé igazak, mindig meg-
kérdGjelezhetSk, bizonyossiguk mindig fiigg az aktudlisan meglevé meg-
figyelési evidenciatol, tehat valtozik vagy véaltozhat, addig a matematikai
ismereteket sziikségszerliség jellemzi, legaldbbis gy tlinik, hogy nem lehet
megkérddjelezni Gket. A kisérleti természettudomdnyos ismeretek ugyanis
mindig az adott mérési és megfigyelési lehetdségektdl fiiggSen kozelit8en irjak
le a megfelel6 val6sig-szegmentumot, és mindig elfordulhat az, hogy talé-
lunk olyan eseteket, amelyekre eddig szerzett ismereteink nem vagy csak
részlegesen igazak, az euklideszi geometridban viszont példdul minden 1étezd
vagy lehetséges haromszogrdl, fiiggetleniil attél, hogy hiny mérést végez-
tiink, vagy végeztiink-e egyéltaldn mérést, tudjuk, hogy teriilete = alap
szorozva a magassig felével. A tapasztalattol fiiggs ismereteinknek megfigye-
Iéseink, kisérleteink mindig csak valamilyen foku aldtdmasztottsigot, elhihe-
t8séget vagy, modernebb terminolégidval élve, konfirmaltsigi fokot adhat-
nak, megfigyeléseinkbél mindig csak valamilyen foka bizonyossidgot kapunk.
A kisérleti természettudoményos ismeretek valészinl volta — ami mds 6sz-
szefiiggésben, de mér az Akadémia és a szkepticizmus filozéfusai szdméra is
bizonyos mértékig ismert volt, s amit a modern tudoményfilozéfiaszamara Ch. S.
Peirce fedezett fel — kizdrja azt, hogy matematikai ismereteink jellegiiket
tekintve megegyezzenek veliik.

J. S. Mill argumentéci6éja azonban megmutatta, hogy a vazolt kiilonbség
nem elégséges a matematika nem-tapasztalati jellegének, aprioritdsanak
megéllapitdsdhoz. Nem lehetetlen ugyanis, mondja Mill, hogy a matematika
bizonyos ismereteket adjon és egyben tapasztalati is legyen, nem elgondolha-
tatlan, hogy a matematikai tudas szitkségszeriisége csupédncsak latszélagos,
és onnan szdrmazik, hogy kijelentéseit a tapasztalat jéval nagyobb mérték-
ben konfirmélta, mint a tébbi tudoméanyéit, azaz hogy a matematikai ,,hipo-
tézisek”’-nek osszehasonlithatatlanul t6bb pozitiv esetével taldlkoztunk, mint
negativval. Az ilyen nagyfoku aldtdmasztottsig hozta létre a sziikségszerfi
és a csak valdszinfi ismeret kiilonbségének illuziéjat, holott ilyen kiilonbség-
r8l sz6 sincs; a kiilonbség pusztin mennyiségi, és a konfirmaltsagi fok fogalma
segitségével precizen leirhaté. :

A harmadik nagy érv szintén a racionalistaktél szdrmazik. Pontosabb
megfogalmazdsit Kantnil taladljuk, s logikailag precizzé a matematika filo-
z6fidjdnak néhény jelenkori irinyzata tette — anélkiil, hogy a lényegén vél-
toztatott volna. Az érvelés véaza a kovetkezS: azt tobbé-kevésbé tudjuk,
vagy legaldbbis azt hissziik, hogy tudjuk, hogy a kisérleti természettudo-
ményok empirikus 4ltaldnositdsai, hipotézisei hogyan toltik be magyardzé
és prediktiv funkcidikat, s hogy a megfigyelések, kisérletek hogyan mondanak
véleményt réluk, igazolva vagy cafolva Gket,® Az ilyen altaldnositdsok, hipo-

8 A kigérleti természettudomédnyok filozofidjdban sajnos még nem tisztédzott,
hogy mi a tényleges viszony megfigyelések és elméletek, tapasztalatok és tudoményos
hipotézisek koézott, hogy pl. melyek a konfirmécié logikai feltételei, illetve mikor céfol
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tézisek allandé megfigyelési, kisérleti kontrollja a tapasztalatra épité ter-
mészettudoméanynak sziikséges feltétele. Ha a matematikai ismeretek azonos
jellegliek lennének az ilyen &ltaldnositdsokkal, akkor a megfigyelések réluk
is hasonléképpen mondandnak véleményt, s hasonléképpen sziikséges lenne
az 4llandé megfigyelési kontroll is. A matematikai allitasoknak azonban
nincs megfigyelési kontrolljuk, mint Kant mondotta: lehetséges tapasztalat
sem nem igazolhatja, sem nem cafolhatja 6ket, tehdt méstéle, més fajta tudés,
mint a ,,szisztematikus miivészet vagy kisérleti doktrina’ 4ltal kaphaté; azaz a
priori ismeret.

Ahhoz, hogy egy kijelentés (bizonyos mérési pontossdgon beliil) kisér-
letileg kontrolldlhaté legyen, az sziikséges, hogy elvben ne legyen kizdrva
a neki ellentmondé megfigyelés lehet6sége. Ahhoz, hogy egy kijelentés kon-
firmalhaté legyen, az sziikséges, hogy elvben falszifikalhat6 is legyen, ellen-
kezd esetben ugyanis a konfirméciénak sem funkcidja, sem jelentGsége nincs.
Amikor egy altaldnos kijelentést, hipotézist kisérletileg akarunk . vizsgilni,
akkor mindig egyedi eseményekre kell konkretizilnunk, a hipotézisben ki-
mondott tulajdonsig, reldcié fenndllisa vagy hidnya ugyanis csak egyedi
eseteken mutathaté ki. Ha most — C. G. Hempel nyoman? — vesziink egy
matematikai kijelentést, konkretizdljuk, és ezen keresztiil 6sszevetjiik a meg-
figyelésekkel, akkor az a furcsa kép térul elénk, hogy a megfigyelések nem
relevansak vele kapesolatban. Reprezentalja a vizsgdlandé kijelentést pl. akévet-
kez6 mondat: 3 4 2 = 5. Konkretizaljuk pl. igy, hogy el8szor hdrom, majd mel-
1éje két mikrobét tesziink egy mikroszkép targylemezére. Majd megfigyeljiik,
hany mikréba van Gsszesen — tegyiik fel, hogy hatot taldlunk. Ha kisérleti
feltételeinket reprodukélva és ellendrizve az eset megismétlddik, akkor erre
reagalhatunk gy, hogy vagy azt mondjuk, a megfiocyelést végz8 személy nem
tud szdmolni — ez a legtermészetesebb reagildsi méd, vagy azt, hogy a mik-
robdk id6kozben osztédtak, vagy azt, hogy egy észrevétleniil megbujt a mik-
roszképban, de Ugy nem, hogy a 3 4 2 = 5 igazsdgdt vagy alkalmazhaté-
sagi korét kétségbevonjuk. A kudarc okit a megfigyelésekben, az aktudlis
koriilményekben keressiik, nem pedig aritmetikai allitisunkban. Arrél a
megfigyelésiinkr6l tehat, amelyrsl elSszor azt hittilk, hogy itéletet mond
aritmetikai allitdsunkrdl, hogy falszifikdlhatja, kideriilt, hogy ebben a vonat-
kozésban nem relevéns, ugyanis fiiggetleniil att6l, hogy mit taldlunk a mik-
robaknél, meg vagyunk gy8z8dve arrdl, hogy 3 + 2 = 5. S mivel lehetséges
megfigyelés nem cafolhatja, ezért nem is igazolhatja aritmetikai 4llitdsunkat.

Ezt az érvet komolyan kell venniink, hiszen a matematika vonatko-
zdsdban valéban nincs megfigyelési kontroll. De a matematika aprioritdsdnak
megillapitdsahoz ez nem elégséges, lehetséges ugyanis, hogy a matematika sui
generis médon viszonyul a tapasztalatokhoz, és a megfigyelési kontroll lehe-

meg egy megfigyelés egy hipotézist. A konfirméeié tn. paradoxonai arra engednek kvet-
keztetni, hogy extremalisan nehéz, majdnem lehetetlen a konfirmdci6 egzakt feltételeil
megfogalmazni. Nem tisztdzott még az sem, hogy ténylegesen minden esetben 6ssze lehet-e
hasonlitani az egyedi dllitdsokat & megfigyelésekkel; mint ismeretes, P. Duhem és W. V. O.
Quine tagadjdk ennek lehet6ségét. Csak annyit tudunk tehdt, hogy a megfigyelések vala-
malyen értelemben lényegesek a hipotézisek széméra, de hogy milyen értelemben, azt pon-
tosan nem tudjuk.

? Hempel, C. G.: On the Nature of Mathematical Truth. A Readings.in the Philosophy
of Science c. kitetben. Ed. Feigl, H. — Brodbeck, M. New York 1953. 149. o.
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tetlensége csupan azt bizonyitja, hogy van valami kiilonbség a matematika
tapasztalathoz valé viszonya és a kisérleti természettudomanyok tapasz-
talathoz valdé viszonya kozott, csak annyit jelent, hogy a matematikai meg-
ismerés sajatos, a kisérleti természettudomanyossal nem azonosithaté meg-
ismerésméd. A megfigyelési kontroll lehetetlensége tehat nem bizonyithatja
a matematika aprioritdsat.

Az 4ttekintett érvekrdl meg lehet allapitani, hogy a matematika apri-
oritasdnak bizonyitdsahoz nem elégségesek — a matematika a priori ismeret-
ként valé felfogidsa csupan elbzetes filozéfiai-vildgnézeti interpretécié. Most
pedig tekintsiik 4t részletesen a kiilonboz6 konkrét megoldasi javaslatokat
és az elleniik sz6l6 érveket.

a) A matematika mint analittkus a priors

A matematikai megismerés és ismeretek specifikuménak értelmezésére
iranyulé egyik legnagyobb szabisG koncepcié a logicizmus, a matematika
logicista filozdfidja. Alapkoveit Leibniz rakta le az 4ltala észigazsdgoknak
nevezett kijelentések értelmezésére tett kisérletében. Az észigazsigok —
Leibniz szerint — azért sziikségszerfliek, azért sziikségképpen igazak, azaz
igazak az Osszes lehetséges vilagokban, mert az ellentmondés elvén alapulnak:
logikai tagadésuk onellentmondas. Vannak kozottiik olyanok, amelyeknek
az ellentmondés elvére alapozottsigdt minden tovabbi elemzés nélkiil fel
lehet ismerni; ilyen példdul a ,,minden kopasz ember kopasz” mondattal
reprezentalt kijelentés, hiszen olyan kopasz ember nem létezhet, aki nem.
kopasz — legaldbbis, ha a szavakat a koznyelvben hasznilt és elfogadott
jelentésiikben haszndljuk. Leibniz szerint, aki olyasmit mond, hogy néhany
kopasz ember nem kopasz, az olyat mond, ami minden lehetséges vilagban
hamis, az ész-,,hamissdg”-ot mond. Az észigazsigok mdasodik csoportjat
azok a kijelentések alkotjak, amelyeknek az ellentmondds elvére alapozott-
gaga csak révidebb-hosszabb elemzéssel, Ggy mutathaté ki, hogy a kijelen-
tésben szerepl$ ,,eszméket’ egyszeriibbekre, primitivebbekre bontjuk le. Az
ilyen észigazsig példdjadul a kovetkezd mondattal reprezentalt kijelentés
szolgilhat: ,,mmden piros labda szines”. Azt, hogy ez a kijelentés is minden
lehetseges v1lagban igaz, csak agy tud]uk megmutatni, ha elemezziik a ,,piros
labda™ és a ,,szines” kifejezések elfogadott jelentését, aminek segitségével
és eredményeként lathaté lesz, hogy burkolt formédban ugyan, de ennek a
kijelentésnek az igazsigit is garantalja az ellentmondas elve.

Leibniz szerint a matematikai allitdsok — ilyen burkolt formdban —
szintén az ellentmondés logikai elvére épiilnek, s ezért igazsiguk sziikség-
szerli, megkérdGjelezhetetlen. A matematikai ismeretek igazak 1évén minden
lehetséges vildgban, nem fiiggnek a mi vildgunkban megfigyelhets ,,tények”-
t6l.

A Leibniz uténi logicizmus — amelynek f6 képvisel6i G. Frege, B.
Russell, R. Carnap, C. G. Hempel — elsGsorban nem Leibniz intenciéit val-
toztatta meg, hanem kidolgozott — és felhasznilt a matematika és a logika
Leibniz uténi fejlédésébdl készen kapott — bizonyos elemzési mddszereket,
amelyek segitségével — mint ahogy azt S. Korner® kimutatta — vildgosabb4

8 Korner, S.: The Philosophy of Mathematics. An Introduction. Harper, New York
1960. 33. o.
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lehetett tenni a centrilis filozéfiai és logikai fogalmakat, s hozzi lehetett
kezdeni a matematikai allitdsok analitikus (azaz észigazsig) voltdnak bebizo-
nyitasahoz.

Elsgsorban az észigazsigok fogalmanak pontosabb definici6jara volt
sziitkségiik, hiszen a leibnizi meghatirozas, amely szerint azok az ellentmon-
déds elvén alapulnak, még tul hatarozatlan. Bar az &j definicidk, az analitikus
allitdsok felismerésére adott ¢j kritériumok is hagynak maguk utdn kivanni
val6t, mégis némiképp hozzisegitettek a problémakor jobb megértéséhez.
Kideriilt ugyanis, hogy a sziikségképpen igaz vagy hamis allitdsok logikai
értéke megalkotisuk modjdbdl, azaz — egy kés6bb, f6leg L. Wittgenstein
hatdsdra elterjedt, de mar Russell 4ltal is hasznalt kifejezéssel élve — a ki-
jelentések logikai formdjdbol® kovetkezik. Analitikusak azok a kijelentések,
amelyeknek a logikai forméi a véaltozéik barmilyen behelyettesitése esetén
igaz éllitadst eredményeznek; e logikai formdk a megtisztels logikai torvények
nevet kaptik.

A logicizmus szerint tehdt a matematikai kijelentések igazsiga vagy
hamissiga is megalkotdsuk médjabél — pontosabban szélva: logikai forma-
jukbbl — kovetkezik. Bar a bizonyitdsra irdnyulé prébilkozasok, féleg a
relaciés kijelentések felfedezésével, jéval bonyolultabb folyamatnak bizo-
nyultak, mint ahogy Leibniz elképzelte, a Jlogicistak szerint azonban véges
szamu lépésben — definici6k és logikai térvények segitségével — mégis csak
ki lehet mutatni, hogy a matematika barmilyen allitdsa, széljon akar a dif-
ferencidlegyenletek megolddsanak létezésérSl, akar komplex szamok kozotti
Osszefliggésr8l, végss soron analitikus, logikai forméja miatt igaz. Barhogyan
is allapitsuk azonban meg az analiticitést, ha sikeriil visszavezetni a mate-
matekai ismereteket logikaiakra, akkor ,,megoldédnak” -- vagy, pontosab-
ban, transzformélédnak és emiatt oldédnak meg — a matematikdval kap-
csolatos filozé6fiai problémak. Ha wugyanis nem kell elismerni semmilyen
specidlis matematikai megismerésmédot és ismereteket, ha nem kell elismerni
egy Ondllé matematikdt, akkor nem kell elismerni semmilyen matematika-
filoz6fidt sem, illetve a matematika filozéfidja arra redukalédik, hogy kimutas-
sa a matematika és logika lényegi azonossigat.

Frege és Russell még abban a kényelmes hitben ringattak magukat,
hogy az egész matematika, minden matematikai allitis — alkalmasan meg-
valasztott definiciék segitségével — visszavezethet6 néhdny axidméra, az
tGn. Peano-féle axiémékra, s a filoz6fusnak csak annyi a feladata, hogy ki-
mutassa vagy megkonstruédlja azokat a definiciékat és logikai torvényeket,
amelyekbél ezek az axiémak levezethetSk. Ha aritmetikai fogalmak rejtett
felhasznaldsa nélkiil sikeriil megadni a definicikat, és kiovetkezetesen leve-
zetni az axiémdkat, akkor a logicista filozéfia igazolast nyer — feltételezve
azt, hogy a j6v&ben sem lehetnek olyan matematikai diszciplindk, amelyek nem
vezethetSk vissza Peano axidémaira, vagy ha ilyenek lehetségesek, akkor ezek
logikai voltdt is ki lehet mutatni. Peano axiéméiinak primitiv terminusai:

% A logikai forma kozelitd definici6ja Black nyomén (Black, M.: The Nature of
Mathematics. Littlefield, Pat. N. J. 1959. 41. 0.): egy kijelentés logikai forméja az, ami
kdzds mindazon kijelentésekben, amelyek alkotérészei egyértelmii -megfeleltetési vi-
szonyba lehet hozni egyméssal.
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»0”, ,természetes szdm” és ,rakovetkezl”. Frege és Russelll® ezeknek adja
meg a definiciéit, csak logikai fogalmak és torvények felhaszndldsaval. A
definiciékndl még nem lépett fel semmi elvi nehézség, az axidmik lefordité-
tdsdnal azonban mér igen. El6szor is Frege dedukciéja hibas volt,'* Russell-
nak pedig olyan allitidst kellett hasznélnia, amely nem nyilvinvaléan logikai
és eddig nem is sikeriilt réla kimutatni, hogy logikai. Ez az 4llitds — az un.
végtelenségi axioma!? — azt mondja ki, hogy a vildgban végteleniil sok
egyedi targy létezik — ha ugyanis nem igy lenne, akkor aritmetikdnkrél azt
kellene feltételezniink, hogy minden lehetséges vildgban hamis, azaz logi-
kailag hamis. A végtelenségi axiéma igen nagy vitdk tdrgya volt; a logikai
volta igazoldsdra irdnyulé néhdny sikertelen kisérlet'® utin ma mér majd-

10 Ahelyett, hogy Frege és Russell definici6it idéznénk, egy példdn megmutatjuk
a szdmok loglclsta értelmezését, kiindulé logikai fogalomnak tekintve az osztdly fogal-
mét. Frege és Russell feltetelezte, hogy az osztdlyok hasonldsdgdt meg lehet éllapitani
a szdmfogalom elézetes felhaszndldsa nélkiil. Két osztdlyt akkor nevezhetiink hasonlénak,
ha kolesonosen egyértelmi viszonyt lehet kozottiik feléllitam, azaz ha az egyik oszté.ly
minden tegjdnak egyetlen tag feleltethet6 meg a mdsikbél és viszont. Tovdbbd: ha egy
osztély elemeinek szdmét megdllapitjuk, pl. azt mondjuk, hogy a Jupiter holdjai 12-ten
vannak, akkor nem az egyes holdaknak (pl. a Callisténak, & Ganymednek stb.) tulajdoni-
tunk egy sajatsigot, hanem a holdak osztdlydnak; vagy ha azt mondjuk, hogy a szobdban
négyen vagyunk, akkor ismételten nem az egyes embereknek tulajdonftunk egy sajét-
sdgot, hanem a szobdban levé emberek osztdlydnak. Ezek a sajdtsdgok, a 12, a 4 stb.
— tehdt az egyes természetes szdmok — nem térgyak tulajdonsdgai, nem térgyakhoz
tartoznak, mint pl. a szines vagy a nehéz tulajdonség, hanem a térgyak bizonyos osztélyai-
hoz. A 10g1ka1 osztélyt azonosnak véve a fogalommal a szdmok tehét fogalmak tulaj-
donsdgai. A szémokat is mint tulajdonsdgokat szintén osztédlyoknak foghatjuk fel. A 12
mint tulajdonssg mindazon osztélyokrdl dllithatd, amelyek a Jupiter holdjainak osztélyé-
hoz hasorlitanak, azaz a 12 az Gsszes tizenkét-elemti osztély osztélya, a 4 pedig az Osszes
négyelemii osztély osztdlya, a 0 pedig az Gsszes olyan tdrgyak osztdlyainak osztdlya, ame -
lyek nem azonosak Onmagukkal, azaz az Osszes iires osztdlyok osztédlya, mert olyan
tdrgyak nincsenek, amelyek ne lennének azonosak énmagukkal. Az extenzionalitds ér-
telmében iires osztély csak egy van, ezért az 0 az lires osztaly osztdlya.

Tgy tehdt elvben az Gsszes ‘természetes szém definialhat6, a természetes szdmok
osztdlydn pedig az Gsszes természetes szdm alkotta osztdlyt mint egészet kell érteni.
(V6.: Quine, W. V. O.: Mathematical Logic. Harper, New York 1962. 237—243. o0.)

11Vo6.: Beth, E. W.: The Foundations of Mathematics. North-Holland Publishing
Co., Amsterdam 1959. 356. o.

12 Ha a ,,rdkévetkezs” terminust r betfivel jeldljiik (az angol nyelvii irodalomban
a ,,successor”’ 526 roviditéseként éltaléban s betdt hasznalnak ré), és megéllapodunk
abban, hogy r0 = 1, 770 = 2, rrr0 = 3 stb., tovdbb4, hogy a és b két tetszbleges természe-
tes szém amelyeket r szukcessziv alkalmazéséval 0-bol kiindulva kaphatunk, akkor Peano
ot axlomajé.t a kovetkez8képpen irhatjuk le:

Pl: A 0 természetes szdm.
P2: Ha o természetes szdm, akkor ra is természetes szdm.
P3: Ha ra = rb, akkor a = b.
P4: Nincs olyan a természetes szdm, hogy ra = 0.
P5: Ha 0 rendelkezik valamilyen 4 tulajdonsdggal, és ha mindannyiszor, amikor a ren-
delkezik A4-val, ra is rendelkezik vele, akkor minden természetes szdm rendelkezik A
tulajdonsdggal.

Lényegében a P2 axiéma — amely az dlland6 tovdbbszdmldlds lehet&ségét dllitja
— hivta életre a végtelenségi axiémét. Ugyanis ha csak véges szdmu tdrgy lenne, akkor
a tovdbbszdmldlds — a szdmok definicidja miatt — valahol elakadna. Mivel a szdmok
osztélyok osztédlyai, ezért lenne egy olyan osztély, amely elemeinek széma mér nem lenne
ndvelhetd. P2 azonban azt dllitja, hogy a tovdbbszdmldlés nem akad meg sehol sem, tehét
végtelen sok tdrgynak kell 1éteznie.

13 Carnap példéul megprébdlta kimutatni a vegtelensegl axiéma analiticitdsdt.
Vo6.: The Philosopky of Rudolf Carnap. Ed. Schilpp, P. A., Open Court, La Salle, Il
1963. 47—48. o.
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nem egyhangi az a vélemény, hogy nem logikai allitds, hanem inkabb vala-
milyen kozmikus hipotézis.

Nyilvdnvalé azonban, hogy a matematika analiticitisit nem-logikai
kijelentés segitségével nem lehet bizonyitani. Ha viszont — mint minden
eddigi prébalkozas eredménytelensége igazolja — nem lehet bebizonyitani
a matematika analiticitdsdt, nem lehet kimutatni, hogy a matematika mara-
dék nélkill visszavezethet6 a logikdra, akkor ezt annak aldtamasztasira
foghatjuk fel, hogy a matematika és a logika val6jaban hem azonosak, hogy
van valamilyen sajitos matematikai megismerésméd, hogy vannak specia-
lisan matematikai ismereteink.

A logicizmus — amikor a matematikai megismerés ,,végs6 alapvetését”™
a logikaiban l4tja, amikor a matematikit a logikdval azonosnak fogja fel
— a logika egyféle, de koridntsem az egyetlen lehetséges ismeretelméleti
értelmezésébdl indult ki. Ennek az értelmezésnek centrilis része, hogy vilagos
vagy jol explikdlhaté kiilonbség létezik logikai és nem-logikai allitdsok ké-
z6tt, ez azonban a logicizmuson beliili vitdk eredményeként ma mar korant-
sem altaldnosan elfogadott.

A logika logicista értelmezése szerint — s ez jelentSsen kozrejatszott
a logicista filozéfia népszertiségében — a logikai kijelentések, torvények ren-
delkeznek olyan tulajdonsdggal, amely a dedukcié sordn mintegy &torok-
16dve a matematikaiakra, magyarazatot ad a matematikai tudds bizonyos-
sagara, szilkségszeriliségére — ez a tulajdonsig a logikai sziikségszertiség. Ha
tehat egy matematikai kijelentés igaz, akkor logikailag, szitkségképpen igaz,
ha hamis, akkor ismét sziikségszertien hamis. Nincs tehit semmi sui generis
matematikai bizonyossig, a mptematikai kijelentések sziikségszertisége logi-
kai szikségszertiség.

A logikai allitdsok funkei6ibdl kovetkez8en — bar ebben a kérdésben
a jelentds logicistdk véleménye kordntsem teljesen explicit vagy egyontetli —
a fentiek szerint értelmezett matematika sem esik megfigyelési kontroll ala.
Hiszen a logikai allitdsok, torvények — legalabbis Carnap és Hempel szerint
— nem a valésagra, hanem az adott nyelvre vonatkoznak, nem a valésag le-
frdsai, nem faktudlisak, hanem azt mutatjik meg, hogy faktualis allitdsokat
hogyan alakitsunk &t egymadsba; lingvisztikai transzforméciés szabdlyok,
a nyelv haszndlatinak dltaldnos szabdlyai. A matematika, e koncepcié szerint,
a tudomanyos nyelv hasznalatanak specialis szabalyrendszere. A megfigyelések
allandéan kontrolldljak a tudoményos nyelv segitségével kifejezett faktudlis
allitdsokat, az egymasba valé 4talakitdsuk mdédjit azonban nem. A matematika
nem ad faktudlis ismereteket, s ezért megfigyelésekkel sem nem igazolhatd,
sem nem cafolhaté: a matematika tehdt analitikus és a priori, illetve, Carnap
szerint, analitikus és konvencid. :

A logicizmus latszélagos magyardzatot tudott adni a matematika al-
kalmazhatésdgara és alkalmazdsira. A logicizmus szerint, ha a matematikat
kisérleti, megfigyelési szitudciékra alkalmazzuk, akkor nem csindlunk tobbet
(de kevesebbet sem), mint hogy a logikai véltozéknak a kisérleti helyzet
altal megszabott jelentést adunk, s e jelentéssel ellitott, interpretalt for-
muldk (amelyek — és csak ezek — méar reprezentilnak kisérletileg vizsgal-
haté allitdsokat) és a nyelv hasznilati szabélyai Gjabb, megfigyelési kont-
rollnak aldvethetd Allitdsok levezetéséhez juttatnak el.

Miutén kideriilt, hogy a matematika analiticitdsa nem bizonyithaté be,
természetesen plauzibilisebb feltételezni, hogy van valamilyen specidlis
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matematikai megismerés, vannak irreducibilis matematikai ismeretek. A
matematikai ismeretek jellegére vonatkoz6é masik két koncepcié ebbdl indul
ki. Az els§ azt 4llitja, hogy visszavezethetetlen matematikai ismereteink
nem analitikusak, hanem szintetikusak, és nem a posterioriak, hanem a
prioriak; ezt a nézetet vallja Kant és az tijabb keletil intuicionizmus.

b) A matematika mint szintetikus a priori

Azok, akik — mint Kant is — a matematika szintetikussagat allitjak,
mint Barker kimutatta,!* sokkal nehezebb kiindulé helyzetben vannak, mint
a logicistak. A matematika analiticitasdnak bizonyitdsdra ugyanis elégséges
kimutatni, hogy a szdmokrdl, differencidlhdnyadosokrél stb. sz6l6 minden
kijelentés definici6kbél és logikai torvényekbél levezethetd. A konkrét le-
vezetés hidnyat egy logicista logikai és matematikai ismereteink fogyatékos-
sdginak is betudhatja, s remélheti, hogy a bizonyitds valamikor a jov&ben
lehetséges lesz. A szintetikussag koncepci6éjat vallénak azonban be kell bizo-
nyitania, hogy ilyen bizonyitas elvben lehetetlen.

Bar ilyen bizonyitdst még senki sem produkalt — s figyelembe véve az
analitikus és szintetikus megkiilonboztetésének relativ voltat, nem is bizo-
nyos, hogy ez lehetséges vagy sziikséges —, elvben nem lehetetlen a mate-
matika szintetikussdgdnak elismerése, hiszen az analitikussig allitdsa, mint
mondottuk, lényegesen fiigg a logika egy elGzetes ismeretelméleti inter-
pretéciéjatol. Kant és az intuicionistdk szerint az, aki csinalja a matematikat,
tudja, hogy a matematika a logikdn tdl elSfeltételez valamit, valamilyen
extrelingvisztikait, amely nem vezethetd vissza logikira. Szerintiikk a mate-
matikai kijelentések logikai forméja még nem garantalja az igazsdgukat vagy
a hamissigukat. Mivel a matematika kisérletileg ellenSrizhetetlen, azaz a
priori, ezért szintetikussagdt nem biztosithatja vagy szmtetlkussagarol nem
gy6zhet meg a megfigyelés, a tapasztalat, hanem csakis az intuicié — azaz
matematikai tudds csak dgy lehet szintetikus, ha intuitiv, vagyis a matema-
tika el6feltételez egy intuiciét.

Kant szerint egy szintetikus a priori kijelentés altaldnos és sziikség-
szer(i, de az analitikustél eltér8en nem tartalmatlan. A matematikai kijelen-
tések ismerettartalmanak, lényeges és 1 ismereteket adé voltdnak elismerése
azonban Kantndl elfogadhatatlan episztemolégiai el6feltételezésekre épiil.
Mivel nem célunk az allitélagos diszkurziv szintetikus a priori kijelentések-
kel foglalkozni, ezért csak a Transzcendentdlis esztétika néhadny megéllapita-
sanak elemzésére szoritkozunk. Kant meggy8z8dése szerint a priori és szin-
tetikus a matematika csak Ggy lehet, ha a térrél és az id6r6l vagy a tér- és
id6beli konstrukeitkrol szol. De a tér és az id8 nem az emberi tudattol fiig-
getleniil 16tez8 relacié vagy sajatossdg, hanem a tudat valtozatlan és valtoz-
hatatlan matricai, amelyek segitségével az észleletek kaotikus vilidgdt ren-
dezziik. A tér és az id6 Kant szerint lehet8vé teszik a kiils§ észleletek tér-
beli egymas mellé és a bels§ észleletek id8beli egymés utdn rendezését:
nem erednek a tapasztalatb6l, hanem vonatkoznak rd, nem fiiggnek tdle,
nem alakulnak 4t, nem valtoznak a hat4sira, hanem lehet8vé teszik, s
fgy minden lehetséges tapasztalatnak a logikai eldfeltételei, egyben sziik-

U Barker, S.: Id. md. 29. o.
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ségszer(i hatdrai és korlatozasai. Tér és id6 egy sajdtos tudati kozegben meg-
adott, pontosabban: meglevs konkrét targyak, partikulak.

Kant szerint a kovetkezSképpen jutunk el hozzajuk: ha eltekintiink
a tapasztalatok tartalmatél, azaz elhagyjuk mindazt, ami az adott tapasz-
talati szitudciora jellemz8, akkor megmarad valami, a tapasztalatok formédja
ez a tér és id6. A matematika ezeknek az érzéki tartalomtol mentes partiku-
laknak és a benniik végrehajtott konstrukciéknak a tudoménya (ha példdul,
mintegy ,,gondolatban”, a teret két féltérre bontjuk, vagy két pont kozott
egy egyenest hdzunk, akkor ilyen konstrukciékat hajtunk végre). Hasonléan
ahhoz, ahogy egy iiveggolyé tobbfelé esik szét bizonyos manipuldcié haté-
sdra, ugyanigy a térben és idGben is intuitiv konstrukcidk segitségével tsbb
térrészt tudunk elkiiloniteni, kiilonboz8 id&beli elhatdroldsokkal tudunk
létre hozni. Az intuitiv konstrukecié megteremti a matematikai itélet, kijelen-
tés lehetGeégét — Kant szavaival: egy matematikai fogalom a priori objek-
tumokra val6é alkalmazésa egyfajta teremté aktus. A matematikusok meg-
vizsgaljak ezeket a konstrukcidkat, ujabbakat hoznak létre, és a priori szin-
tetikus allitdsokat reprezentalé mondatok segitségével leirjak 8ket. Az intui-
tiv konstrukcié a praktikus konstrukciénak is elGfeltétele, hiszen mindany-
nyiszor; amikor nem lehetséges a matematikai fogalom a priori objektumokra
valé alkalmazdsa, akkor nem lehetséges a megfelel§ empirikus konstrukei6
sem. A priori és szintetikus matematika csak egy lehet, hiszen ellenkez§ eset-
ben 4ltaldnosan és sziikségszerfien tobb kiilonb6z8 dolgot tudnink, s igy
egyet sem tudndnk 4ltalanosan és sziikségszerlien. A priori és szintetikus csak
az euklideszi geometria és a Peano-féle aritmetika lehet.'®

A modern intuicionista filozéfia kialakuldsdnak el6zményeire és koriil-
ményeire nem térhetiink ki. Pusztdn annyit szeretnénk megjegyezni, hogy
L. E. J. Brouwer, az irdnyzat megalapit6ja el6tt f8leg H. Poincaré- hangoz-
tatott az intuicionizmushoz hasonlé eszméket; az iskola masik nagy alakja
A. Heyting. Az intuicionizmus nemecsak a matematika filozéfiai kérdéseire
adand6 valaszként alakult ki, pontosabban szélva nemesak filozéfiai irdny-
zat, hanem szaktudomanyos iskola is. Mivel a matematika filozéfidjanak nem
célja és feladata szaktudoméinyos kérdésekben vald 4alldsfoglalis, ezért az
intuicionizmust a kovetkez6ben is csak annyiban érintjik, amennyiben
a matematika filozofiai kérdéseire adott vilagnézeti vélasz; mindig mint
filoz6fiai iskolardl lesz sz6 réla, és a matematikai megismeréssel és ismeretek-
kel kapcsolatban is csak azokra a nézeteire fogunk szoritkozni, amelyek eltér-
nek Kant koncepciéjatol.

Az els§ kiilonbség bizonyos mértékig csak hangsilyeltolédis. Mert bar
Kant is alapvet8 differenciat 1at egy intuitiv tudati aktus és szintetikus a
priori itéletekkel torténs leirdsa kozott, bar a korrekt leirdsnak szerinte is
el6feltétele az intuitiv konstrukeié, ndla a konstrukeié és leirdsa mintegy
kéz a kézben halad. Az intuicionizmus viszont a legélesebben elvilasztja a
kett8t, s a konstrukciknak a nyelv segitségével torténd lefrdsat lényegtelen-
nek, csupdn segédeszksznek tartja. A matematika lényege — Brouwer és Hey-
ting szerint — a tiszta tudati tevékenység, ez a matematika. Az intuitiv
konstrukecidk létrehozdsdhoz nem sziikséges egyetlen nyelv sem, leirdsuk,

15 Persze Kant nem tudhatta, hogy az éltala ismert aritmetika kés6bb a Peano-
féle lesz.
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kommunikécidéjuk egy matematikus szdmara csak lehetséges, de nem sziik-
séges, hiszen ennek szabdlyait a matematikai tevékenységhez képest kiils6d-
leges feltételek szabjak meg. A matematikai konstrukecié autoném, nem
_fiigghet a nyelvtdl és funkciditdl, szabalyaitol.

A ,,tudati konstrukecié™ kifejezés jelentését az intuicionistdk pontosan
nem definidljak, 4ltaldban csak negative nyilatkoznak rdla, kijelentik, hogy
nem azonos példdul a misztikusok intuiciéjival stb. Azt tartjak, hogy jelen-
tése csak elvégzett konstrukeidk, csak matematikai tevékenység utan valik
vildgossd, ezutan pedig mar nincs sziikség a definiciéjdra. A matematikai
konstrukeié nem nyelvi jellegli vagy nyelvi tevékenységgel kisért tudati
tevékenység, hiszen a nyelv kiils§ a matematikdhoz mint szabad és fiigget-
len tudati tevékenységhez képest. A matematikai tevékenység azonban nem-
csak a nyelvtdl, hanem minden lehetséges tapasztalattol is fiiggetlen, hiszen
a tapasztalat is kiils6dleges a matematikai konstrukciékhoz képest, vagy ahogy
Brouwer mondja: ,,a matematika a tapasztalattdl fiiggetlen, szabad kredcio,
amely egyetlen primitiv a priori intuiciébél alakul ki. . .’

Kanttol eltér6en és Poincaréval egyetértésben Brouwer szerint sincs a
térre vonatkozé intuicié, csak a tiszta idGfolyast lehet az intuiciéban meg-
ragadni, az id6folydsnak ez az intuiciéja az, amelyrsl Brouwer mint ,,primitiv
a priori intuicié”’-rél beszél. Brouwer nem azért mondott le a térre vonatkozé
intuiciérél, mert felismerte volna a nem-euklideszi geometridk létezésébdl
kovetkez§ 4ltalaban hangoztatott — bar nem teljesen megalapozott — ellen-
érvet az euklideszi geometria a priori és szintetikus volta ellen, hanem azért,
mert a térre mint a kiils§ észleletek formijara vonatkozé intuicié sohasem
lehet biztos; a térben végzett konstrukeié nem lehet olyan kozvetlen, és ered-
ménye nem lehet olyan vildgos, hogy kiils6 megalapozisra ne szoruljon.
Viszont mindaz, ami a tudat szdméra kiilsé vagy kiilsGvel kapcsolatos, az
korrigibilis, bizonytalan. A tudat matematikai tevékenysége tehit kiilon-
boz6 elhatarolisok létrehozdsa a tiszta id6ben. S igy a matematika tulajdon-
képpen nem is megismerés, hanem cselekvés, tett.

A matematika mint elvont szellemi tett, cselekvés fiiggetlen a nyelv-
t6l, de a nyelv nem fiiggetlen a tudati konstrukecidkt6l. A konstrukeciékbél
elindulhatunk a nyelv felé, de forditva nem, a ,,verbélis épiiletek” semmit
sem mondanak a matematikirél. A matematikai nyelv semmi més, mint
tetteink leirdsdnak és kommunikéciéjdnak eszkoze. Egy jo6l megfogalmazott
matematikai nyelvi mondat leirja bizonyos konstrukcidk eredményét, sikeres-
ségét. Heyting szerint példdul a ,,2 4 2 =3 4+ 17 formulat agy kell érte-
niink, mint egy kozlést bizonyos konstrukeidk befejezésérSl, mégpedig a
»2 4+ 27 és a ,,3 4 17 kifejezésekkel jelolt konstrukeibk végrehajtdsardl, és
arrdl, hogy ezek azonos eredményre vezettek.'” A matematikai nyelvi mon-
datok egy extralingvisztikai territérium leirdsai, s igy felvildgositast nyuj-
tanak valamikrél, 4j ismereteket adnak, azaz szintetikusak, de megfigyelé-
sekkel sem nem igazolhaték, sem nem céfolhaték, ezért a prioriak.

16 Tdézi Beth, E. W.: Mathematical Thought. D. Reidel Publishing Co. Dordrecht
1965. 76. 0. — a tovdbbiakban Beth, E. W. 2. ‘

Y Heyting, A.: Intuitionism. An Introduction. North-Holland Publishing Co.,
Amsterdam 1956. Itt és a tovdbbiakban is az 1965-6s orosz nyelvii (Mag. «Mup», Mocksa)
kiadés szerint idéziink. A hivatkozott rész lel6helye: 17. o.
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Az intuicionizmus 4llaspontja tehdt a matematikai ismeretekkel, a
matematika megismerésbeli pretenziéjaval kapcsolatban kétoldali: egyrészt
nem tartja a matematikit megismerésnek, ha a ,,matematika’ szén az intu-
-itiv konstrukciék megalkotasat, egyfajta elvont tudati tevékenységet értiink,
masrészt megismerésnek, éspedig szintetikus a priori megismerésnek tartja,
ha a ,matematika” szén a konstrukcidk lefrdsat értjiik. (Az intuicionista
filozé6fidval, valamint a szintetikus a priori probléméjaval kapcsolatos kriti-
kai meg]egyzesemket a kés6bbiekben tessziik majd meg.)

Most pedig térjiink at a filozéfia torténetében legritkdbb koncepciéra,
arra, amely szerint a matematikai 1smeretek szintetikusak, de nem a prioriak,

hanem a posterioriak.

c) A matematika mint szintetikus a posterior:

Igen nehéz helyzetben lennénk, ha e koncepcié hiveit részletesen fel
akarnank sorolni — hiszen talan Mill volt az egyetlen jelentds olyan filozé6fus,
aki kovetkezetesen azt vallotta, hogy a matematika lényegében nem kiilon-
bozik a tobbi természettudomanytdl, hogy a matematikai kijelentések ugyan-.
olyan 4ltaldnositdsok, mint példdul a fizikai vagy bioldgiai kijelentések. Ez
a felfogds azonban, amelyet matematikai empirizmus néven is szokds emle-
getni, nem tarthaté. Bar a racionalizmus érvei nem lehetnek elégségesek a
matematika aprioritdsdnak megallapitdsdra, annak kimutatdsdra azonban
igen, hogy a matematika nem azonos a kisérleti természettudomanyokkal,
hogy a matematika specidlis megismerésméd, hogy nem vezethetd vissza
ezekre a tudoményokra, de — s ezt mar most meg kell mondani — nélkiilitk
nem is érthet6 meg specidlis helye az emberi megismerés egészében.

Bar a matematikai empirizmus nem tud szdmot adni a matematikai
megismerés sajatossagair6l, mégis kiemeli egy olyan oldaldt, amely minden apri-
orisztikus matematika-felfogasbél sziikségképpen hianyzik, vagy csak nagyon
kiilongs és talan csak ad hoc feltevésekkel inkorporalhaté az ilyen rendszerbe.
Az apriorisztikus elméletek, amelyek szerint a matematika végs6 soron az
emberi gondolkoddsban gyokerezik, nem tudjdk megmagyardzni azt, hogy
miért alkalmazhaté a matematika az anyagi vildgra, ezt csak istenre vagy
egy eleve elrendelt harmoénidra valé hivatkozassal tudjak ,magyardzni”
— ezt a mentS6vet azonban vildgnézetileg elfogadhatatlan, idealista ismeret-
elméleti hajébdl dobtak. A matematikai empirizmus, bar nem veszi észre,
hogy a matematika nem gy tiikrozi vissza az anyagi valdsdgot, mint a fizika
vagy a bioldgia, de hangsilyoz és kiemel egy kapcsolatot az anyagi vilag és
a matematika, a szdmolds s mérés gyakorlata és a matematikai tudomény
kozott. S filozéfiatorténeti jelent6sége — ugy véljik — ebben van.

A kovetkez6 matematika-filozéfiai 4llaspont mar nem sorolhaté be az
ismeretek mondott felosztdsdnak valamely cimszava alda. Mégpedig azon
egyszerti okbdl, mert a matematikdt nem tartja megismerésnek, tagadja azt,
hogy léteznék valamiféle matematikai tudés, matematikai ismeret, s igy a
matematikai ismeretek jellegére vonatkozé minden kérdést értelmetlen-
nek tart.
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d) 4 matematika mint intellektudlis jdaték

Azt az allispontot, hogy a matematika nem megismerés, nem tudds,
hanem egyféle hasznos intellektudlis jaték, a matematika formalista filozé-
fidjanak képviselSi valljak. Ezt a filozéfiai koncepciét két lépésben szeret-
nénk ismertetni, el6bb azt mutatjuk meg, hogy ez a formalista elképzelés
hogyan kapcsolédik a matematika bizonyos aspektusidhoz, azutdn pedig magéit
az elképzelést vézoljuk fel.

A formalista filozéfia a matematikinak egy joéval ,,matematikaibb”
oldalara tdmaszkodik, mint a logicizmus és az intuicionizmus. Kiindulépontja
a matematika deduktiv, pontosabban szélva axiomatikus felépitésti rend-
szerekbe foglalhatésiga, ill. foglaldsa. Az ilyen elméletek prototipusa Euklei-
dész Elemek c. munkéja, amely bizonyos posztuldtumokat vett fel logikai
kiindulépontul, konjunkciéban bizonyos axiémakkal és definicidkkal. Euklei-
dész axiémai nagyon altaldnosak, némelyikiik, példdul az egyenléség tran-
zitivitdsdnek kikotése, mar inkabb logikai, mint geometriai. Eukleidész posz-
tuldtumai tartalmazzak a specidlisan geometriai feltevéseket, bar ezek kozott
is van olyan, amely — jellegét, altalanosabb voltdt tekintve — inkabb axi-
6ma lenne, mint példaul az osszes derékszogek egyenlGségének kikotése. Az
-eukleidészi procedura, az axiomatikus rendszer miikodésének lényege és elve
abban foglalhaté ossze, hogy igaznak feltételezett posztuldtumokbédl és az
axiémékbol (a modern axiomatikus felfogis posztuldtumokon vagy axiémé-
kon a specidlisan geometriai, aritmetikai stb. feltételezéseket érti, de nem
veszi be kozéjitkk a rendszerben felhasznalt jéval altalanosabban érvényes
logikai Osszefiiggéseket) kiindulva logikailag bebizonyithaték, méas allitdsok
a rendszer tételei. Altaldban mind Eukleidész, mind pedig az uténa kovet-
kez8 matematikusok vagy filoz6fusok jelentés tobbsége feltételezte, hogy az
axiémak és tételek kijelentések, azaz — valamilyen értelemben — igazak
vagy hamisak lehetnek.

A nem-euklideszi geometridk kialakuldsa ésaz euklideszi geometridval
valé Osszehasonlitdsaik koriil kialakult vita bizonyos mértékig 0j fényt ve-
tett az axiémarendszerekre, és a vita kozéppontjiba az axiémarendszerek
egy bizonyos sziikséges tulajdonsigat allitotta. Kideriilt ugyanis, hogy egy
axiémarendszerben valamilyen bizonyitds formalis logikai érvényességének
megvizsgaldsdhoz nem kell feltételezni az axiémak igaz voltit, hanem elég-
séges az axiémak és levezetett tételek formalis logikai viszonyait Gsszehason-
litani. St kissé késGbb kideriilt, azt sem kell feltételezni, hogy az axiémakat
reprezentdlé mondatok nem-logikai terminusai rendelkezzenek definit jelen-
téssel. Az axioméik és a tételek a bizonyitdsok formilis logikai érvényességé-
nek megéllapitdsdhoz felfoghaték logikai formdkként is, amelyek onmaguk-
ban sem nem igazak, sem nem hamisak. Ezek egyszerfien logikai formik,
amelyekben valtoz6ék és logikai terminusok szerepelnek. Ha a primitiv ter-
minusoknak az axiémdkban nincs definit jelentésiik, vagy pedig eltekintiink
a jelentésiiktdl, akkor az axiémakat és a levezethetd logikai formakat tiszta
vagy interpretdlatlan matematikdnak vagy matematikai rendszernek ne-
vezziik. A logikai formdkban a logikai szavak jelentése természetesen vélto-
zatlan és definit marad. Vildgos azonban, hogy a tiszta matematika sem nem
igaz, sem nem hamis, hiszen az igaz vagy a hamis fogalma nincs értelmezve
logikai formakra. Ertelmetlen teh4t azt kérdezni, hogy igaz-e az az axiéméank,
hogy ,,minden z-re van olyan y, hogy z valamilyen R viszonyban van y-nal”,
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mivel a kérdés figyelmen kiviil hagyja azt, hogy a tiszta matematika nem
allitdsok, hanem csak logikai formak rendszere, s igaz vagy hamis csak bizo-
nyos interpretacidk esetében lehet, de 6nmagaban nem. Egy axiémarendszert
vagy a tiszta matematika egy rendszerét akkor interpretdljuk, ha egy meta-
nyelv segitségével specidlis jelentést tulajdonitunk a primitiv terminusoknak,
amivel az eredeti logikai formak dtalakulnak allitdsokk4, azaz olyasvalamikksé,
amelyek marigazak vagy hamisak lehetnek. Példdulhaa fenti ,,axiémank”-ban
megadjuk az x-eket, az y-okat és R-t, pl. 4gy, hogy , . kutydk”, ,,macskdk” és
,megharapja”, akkor az axiéma &talakul azzd az allitdssi, hogy minden
kutya legaldbb egy macskat megharap. A kapott allitdsok igazsiga vagy
hamissaga mindig az interpretéci6tdl fiigg. Az interpretalt matematika mar
megfigyelésekkel kontrolldlhaté, cafolhaté vagy igazolhaté, azaz kisérleti
természettudomény. A tiszta matematika egy-egy rendszere igen sokféle-
képpen interpretalhatd, s az is kimutathaté, hogy nem minden interpretécié
mellett lesznek az axiémék igazak, néhdnyuk hamis 4llitdsokkd fordithatja
axiéméinkat (pl. a fenti axiéma megadott interpretdciéja hamis 4llitist ered-
ményezett). De ami a lényeges és fontos, az annak felismerése, hogy a tiszta
matematika 6nmagiban sem nem igaz, sem nem hamis; igaz vagy hamis min-
dig csak egy adott interpretdcidban lehet. Emiatt az alternativ geometridk
kozotti az a vita, hogy melyik igaz és melyik nem, bizonyos fokig félrecsuszott.
Onmagukban ugyanis sem az euklideszi geometria, sem a nem-cuklideszi geo-
metridk nem lehetnek igazak vagy hamisak, hanem néhany interpretécié
mellett igaz az euklideszi és néhany mellett hamis, néhdny mellett igazak
a nem-euklideszi geometridk és néhdny mellett nem igazak. Minden attél
fiige, hogy milyen specidlis jelentéseket tulajdonitunk az axiémarendszer
primitiv terminusai helyett szerepld valtozéknak, azaz hogyan interpretdl-
juk geometriai axiomarendszereinket, milyen interpreticiés szabélyokat
adunk meg egy metanyelvben.

A nagy igyekezet annak kimutatdsira, hogy a masik geometridja nem
a geometria, az axiémarendszerek egy nagyon lényeges tulajdonsaginak
felfedezéséhez és megvizsgalasdnak a médszereihez vezetett. Kideriilt ugyanis,
hogy a tiszta matematika ahhoz, hogy bizonyos interpretécié mellett egy-
dltalan igaz lehessen, nem tartalmazhat logikai ellentmonddsokat. Az axi6-
marendszernek legalabb konzisztensnek kell lenni ahhoz, hogy interpretal-
haté legyen. Egy rendszer ellentmondésossdga, inkonzisztencidja legegy-
szerlibben dgy lenne eldonthets, ha az axiémakbél legaldbb egy olyan logi-
kai format le tudnénk vezetni, amely a valtozék bérmilyen interpretécidja
mellett hamis, azaz ki tudnank mutatni, hogy az axiémék ellentmondésra
vezettek. A konzisztencia igazoldsdhoz sohasem elégséges, ha véges szamu
lépésben nem tudunk felmutatni ellentmondést, mert elvben mindig lehet-
séges, hogy az ellentmondas a megvizsgilt esetek utdn jelentkezik. S mivel
csak véges szamud dedukeiét tudunk elvégezni, ezért a rendszer ellentmondés-
mentességének eldontéséhez méas eszkozokhoz kell folyamodnunk. A mate-
matikdban kialakult gyakorlat szerint csak relative bizonyitjuk a konziszten-
cidt: egy matematikai rendszerrdl eleve feltételezziik, hogy konzisztens, majd
egy méisik matematikai rendszer konzisztencidjat azzal bizonyitjuk, hogy pér- -
huzamba &llitjuk vele. Igy bizonyitotta be példdul Beltrami, hogy néhény
nem-euklideszi geometria ellentmondésmentes, feltéve, hogy az euklideszi az, .
vagy pl. Hilbert a mult szdzad utolsé évében azt, hogy az euklideszi geo-
metria ellentmondasmentes, feltéve, hogy a valés szdmok elmélete is az.
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A Cantor-féle ,,naiv”’, paradoxonokkal terhelt halmazelmélet'® — amely
mind a logizizmus, mind a formalista filozéfiAnak matematikai kiinduld-
pontja volt, és az intuicionizmus kialakuldsival is kapesolatban allt (bar nem
olyan szorosan, mint a mésik két iskola esetében) — axiomatikus felépités-
sel tortén8 rekonstrudldsa utan (aminek sordn a kiilonb6z6 axiémarend-
szerek, példdul Zermelo-Fraenkel, Neumann, Bernays és Godel axiémarend-
szerei, elég erGseknek bizonyultak ahhoz, hogy a klasszikus matematika leg-
nagyobb részét megmentsék, de nem voltak olyan erfsek, hogy Cantor elmé-
letéhez hasonlé nyilvdnvalé médon vezessenek paradoxonokra) e rendszerek

18 A milt szdzad mésodik felében, 1870 koriil G. Cantor megalkotta a meatematika
egy Uj égat, amely mind a véges, mind a végtelen halmazok édltaldnos elméletének szd-
mitott. A szdzad vége felé mér igen jelentGs alkalmazdsai is voltak. Felismerték példéul,
hogy a matematika kiilonb6z6 dgait halmazelméleti fogalmak és térvények segitségével
fel lehet épiteni. Cantor maga az elmélet leglényegesebb részének a végtelen halmazok
elméletét tartotta.

- A végtelen halmazokkal kapesolatban megjegyezziilk, hogy mind a filozéfia,
mind a matematika torténetében kétféle végtelen kdzott tettek kilonbséget. Az egyik
a potencidlis végtelen, amely csak abban az értelemben végtelen, hogy a végesen adott-
b6l mindig tovédbb lehet 16pni a végtelen felé, de tigy elérni, mint a végesen adottat, nem
lehet. Ha pl. a természetes szémok halmazét ugy fogjuk fel, hogy bér mindig csak véges
szémon tudunk ,,4tlépni”’, de mindig tovdbb tudunk 1épni legaldbb eggyel, azaz ha a
természetes szdmok halmazéat az dlland6 tovdbbszdmldlas lehet6sége értelmében tart-
juk végtelennek, akkor egy potencidlisan végtelen halmaz t6bbé-kevésbé vildgos esetét
kaptuk. Cantor elmélete szerint azonban nemesak ilyen végtelen létezhet, hanem lehetsé-
gesek aktudlis végtelenek is. Ha példdul a természetes szémok halmazét — az ,,aktudlis
végtelenek intuicidja” (Cantor) segitségével — mint valami adott egészet fogjuk fel,
akkor egy ilyen végtelen tobbé-kevésbé vildgos esetét kaptuk. A halmazelmélet — ere-
deti formdjaban — kiilonb6z6 tipusu és szerkezet(i aktualis végtelenek kozott tett kii-
lénbséget. A szdzadfordul6 kériil azonban kideriilt, hogy Cantor elméletébdl igen komoly
antinémidk szdrmaztathaték le — az elmélettel valami baj van. Mivel pedig az egyes
matematikai diszeiplindkat halmazelméleti fogalmak segitségével fel lehetett épiteni,
ugy vélték, hogy az egész matematikai ,,épiilet’’ az alapjaiban rendiilt meg. Az egyik
legismertebb antinémia az Un. Zermelo—Russell-féle, arra vezethet6 vissza, hogy Cantor
elméletében lehetséges olyan halmazok képzése, amelyek Gnmagukat elemként tartal-
mazzdk, természetesen olyan halmazoké is, amelyek onmagukat elemként nem tartal-
mazzdk., Az el6bbieket tartalmazkodd, az utébbiakat nem-tartalmazkodé halmaznak
szokds nevezni. Példdul az Osszes halmazok halmaza maga is halmaz, tehdt tartalmaz-
kodé, addig pl. a tengeri siindk halmaza mage nem tengeri siin, tehét nem-tartalmazkodé.
Ha most megalkotjuk az 6sszes nem-tartalmazkod6 halmazok (a,, a,, a, stb.) halmazdt
(A-t), és megkérdezziik, hogy tartalmazkodd-e vagy sem, akkor furcsa kép tdrul elénk.
Mert — a definfciék értelmében — ha A tartalmazkodé, akkor egyenlének kell lennie
valamelyik a-val (azaz nem-tartalmazkod6 halmaznak kell lennie, hiszen megéllapodtunk
abban, hogy a nem-tartalmazkodé halmazok halmazéit alkotjuk meg). Tehdt A akkor
tartalmazkodd, ha nem tartalmazkodé. Ha azonban A nem-tartalmazkodé, akkor egyen-
16nek kell lennie valamelyik a-val, 8 ezért tartalmazkodd. Tehdt 4 akkor nem-tartalmaz-
kodé, ha tartalmazkodd.

Az ilyen és ehhez hasonlé antinémidk elkeriilésére Cantor elméletében nincs méd.
Megolddsuknak — pontosabben: elkeriilésiiknek — hérom alapveté médja ismeretes:
els6 a kordntsem &ltaldnosan elfogadott Russell-féle tipuselmélet, amely bizonyos logikai
feltételek kikotésével korldtozza a halmazok megalkotdsdt, a mésodik a halmazelmélet
axiomatikus felépitése (els6sorban Zermelo — Fraenkel, Neumann médszerei), és a harmadik
az ismét nem sltaldnosan elfogadott intuicionizmus, amely majdnem egészében elveti
Cantor elméletét. A logicizmus és a formalizmus — mint a matematika filozéfiai értel-
mezése is — szoros kapcesolatban éllt az antinémidk kikiiszobolésének vagy kikiiszobol-
het6ségének problémédjaval. Az antinémidkra vonatkozoéan 1. részletesen: Fraenkel, A. —
Bar-Hillel, Y.: Foundations of Set Theory. North-Holland Publishing Co., Amsterdam
1958. Az 1966-0s orosz nyelvii kiadés szerint idézziik, vagy hivatkozunk ré (Mag. «Mups,
Moszkva); 11—30. o.
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ellentmonddsmentességének ‘bizonyitdsa vagy bizonyithatésiga keriilt napi-
rendre, hiszen az, hogy nyilvdnvalé médon nem vezetnek paradoxonokhoz,
nem jelenti azt, hogy ellentmondismentesek is. A konzisztencia problémé-
janak eldontésére D. Hilbert javasolt egy 1j médszert, amely a Hilbert-féle
abszolut konzisztencia-bizonyitdsként ismeretes, mert nem feltételezi més
rendszer konzisztenciajat. Hilbert altalanosabb célt, az egész klasszikus mate-
matika ellentmondasmentességének igazolasit tartotta szem el6tt. Tegyiik
fel — mondta —, hogy jél kivalasztott axiémak segitségével lényegében az
egész klasszikus matematikdt axiomatizalni tudjuk, azaz meg tudjuk adni
azokat az 4llitdsokat, amelyekbll a matematikdban haszndlt osszes tobbi
4llitds levezethets (a dolog lényegét természetesen nem befolydsolja az, ha a
matematika egyes diszeiplindira kiilon kell megalkotni az axiémarendszert.
Biér a kivdnatos az lenne, ha az egész matematikit egyetlen rendszerbe Ichet-
ne belefoglalni). Természetesen a klasszikus matematikénak ez az axiéma-
rendszere is felfoghaté — bizonyos emlitett célokra — logikai formdk o6sz-
szességének. Ha most nemcsak a primitiv terminusok specidlis jelentéseitsl
tekintiink el, hanem eltekintiink a logikai terminusok vagy a roviditésiikre
bevezetett jelek jelentésétdl is, akkor egy értelem nélkiili, de nem értelmetlen
jelrendszert kapunk: az axiémarendszer egyetlen jelének vagy jelsorozatdnak
sem lesz semmilyen specidlis jelentése sem. Egy ilyen formalis rendszert, te-
hat azt a rendszert, amely értelem nélkiili, leirt vagy leirhat6é, megkonstrualt
vagy megkonstrudlhaté jelekbdl éllithaté ossze, a kovetkezSképpen épit-
hetiink fel. El8szor is kivalasztjuk a primitiv szimb6lumokat, jeleket (ezek
valtozok, konstansok és segédszimbdélumok -- példaul zardjel, vesszd, stb.
— lehetnek), majd megéllapodunk abban, hogy milyen jelkombinicidkat
tekintiink terminusoknak és milyen terminuskombiniciékat formuldknak,
utdna megalkotjuk vagy felsoroljuk azokat a formuldkat, amelyeket axiémak-
nak tekintiink, végiil pedig megadjuk a kovetkeztetési szabédlyokat. Azt,
hogy a primitiv szimb6lumokbél hogyan képezziink terminusokat és ezekbdl
formuldkat, a rendszer képzési szabalyai mutatjdk meg. S ezutdn megindulhat
az egyes formuldk formdlis bizonyitdsa, aminek sordn kimutatjuk, hogy
bizonyos jelsorozat végén taldlhaté formuldhoz csak axiémakat vagy/és a
sorozatban az utolsét megel6z6 formuldkat kell haszndlni — feltéve azt, hogy
ezekhez is csak axi6émékat vagy/és az Sket megel6z8 formuldkat kell fel-
hasznalni. '

Err8l az oldalardl nézve egy formilis rendszer — példdul a sakkhoz
hasonlithaté — jaték a szimbolumokkal. Hilbert szdmdra — aki arra toreke-
dett, hogy megfogalmazza a formélis rendszerek ellentmonddsmentességének
kritériumait és feltételeit — egy formdlis rendszer még formalizdlt elmélet;
hiszen célja az volt, hogy bizonyithatéan ellentmondésmentes és teljes rend-
szerek felépitésével — vagy a meglevs elméletek teljes formalizalasdval —
lényegében az egész klasszikus matematikdt biztositsa az antinémidk ellen.
Természetesen ahhoz, hogy egy formadlis rendszerrdl eldénthets legyen, hogy
ellentmondésmentes-e vagy sem, a rendszert vizsgilat tdrgydvéa kell teani (az
ilyen tipusa vizsgdlatokat szokds metamatematikaiaknak nevezni),amihez semmi
més nem kell, csak bizonyos észlelhetd szituécidk, példdul két szimbdlum azo-
nossaganak, kiilonbségének stb. leirisa. Ezek a metamatematikai dllitasok lefrjak
a form4lis rendszer szerkezetét, felépitését, az egyes 1épések formalis helyes-
ségét, a ,,jaték” szabdlyaival valé konformitdsukat stb. A metamatematikai
vizsgélatok tdrgydnak adva kell Jennie, vagy létre kell hozni, s igy a leirdst
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egy konstrukeié el6zi meg — ahogy Hilbert egyik tanitvdnya, J. Herbrand
mondta: ,,...sohasem &llitjuk egy objektum létezését anélkiil, hogy meg ne
mutatnidnk a megkonstrualasanak modjat. . .”’19

Ez a konstrukcié azonban nem a priori, tudati konstrukeié, hanem
,,empirikus”, és szigortan véges mddszereket hasznél a szimb6lumok soroza-
tainak létrehozasakor és metamatematikai megvizsgélasidnal, hiszen végtelen
jelsorozat nem konstruilhaté meg és nem-is frhaté le.

Hilbert valészinfileg azt gondolta, hogy ha a formalis rendszer leirdsain
keresztiil megtaldljuk a rendszer ellentmonddsmentességének bizonyitasat,
akkor ezt a formalizdlt elmélet konzisztencidjinak foghatjuk fel. A formalis
rendszer leirdsaiban igy megtaldlhatjuk a klasszikus matematika ,,alapjait”,
azokat a kijelentéseket, amelyeknek bizonyossaga kétségtelen, amelyek
— éppen a formalizdlt elmélet irdnyaban betoltott funkcidikon keresztiil —
vitathatatlannd teszik szdmunkra a klasszikus matematikdt. A formdélis
rendszer lefrdsai megkérd§jelezhetetlen bizonyossagi észlelési allitasok:
ha ezek bizonyosak, ha ezekben nem kételkedhetiink vagy nem kételkediink,
akkor a matematikai épiilet fels6 emeletei biztonsdgban vannak, nem kell
osszeomlasuktdl félniink, s6t tovabb is épithetiink. A matematikai megismerés
alapjai Hilbert szdmdra — gy tinik — bizonyos nagyon egyszeri és kétségbe-
vonhatatlan észlelési kijelentések, mintegy ,,megfigyelési tételek™ (példaul:
ha azt mondjuk, hogy az ,,z”’ jel az ,,E” jelt6l jobbra van bizonyos formulé-
ban, akkor ilyen észlelési allitdst mondunk), amelyek bizonyossdgit elfogadva
és amelyek bizonyossigara épitve a klasszikus matematika biztosithaté az
antinémidk fellépte ellen.

Amig tehit Hilbert szdméra a formilis rendszerek formalizilt elméle-
tek, s a jelek jelentését§l csak bizonyos célokra és bizonyos vonatkozdsban
tekintett el, addig a matematika formalista filozéfus szerint a matematikai
kifejezésekben szerepls jelek val6jaban és ténylegesen nem rendelkeznek
semmiféle jelentéssel. A matematikai kifejezések nemcsak egy adott céltél
fiiggGen (példdul ellentmonddsmentesség bizonyitdsara) foghaték fel érte-
lemnélkiili jelsorozatoknak, hanem val6jaban is értelemnélkiiliek. Az a ki-
fejezés példdul, hogy ,,5 + 2 = 7, nem reprezentdl semmiféle valédi alli-

tast, amely igaz a szdmokrél — legaldbbis olyan értelemben, amilyenben
téves az ellenkez8je —, nem irja le a szdmok — barmiféle 1étezbk is legyenek

— bizonyos tulajdonsdgait, hanem csak értelem nélkiili jelek szabalyosan
felépitett sorozata. Masféle példékként az elemi aritmetika kommutativitési,
agszociativitasi és disztributivitdsi torvényeit emlithetjiik, amelyek a forma-
ista filozéfia szerint nem a szdmokkal végezhetS alapmiiveletek altalanos
strukturalis tulajdonségait irjdik le, hanem csupdn bizonyos jelekkel végez-
hetd ,,jaték” szabdlyai, s mint ilyenek megint sem nem igazak, sem nem
hamisak. S ezért nyilvdnvaléan értelmetlen minden olyan filozéfiai kérdés,
amely a matematikai ismeretek természetére, a matematikai megismerés
sajatossidgaira vonatkozik, hiszen a matematika nem ismeret, nem megis-
merés, s ezért nem lehet semmilyen episztemoldgiai természete, sajatosséga.

A matematika formalista filozéfusa (példaul H. B. Curry, J. Neumann
és bizonyos mértékig R. L. Goodstein)?? annak deklaraldsdval prébalja meg-

18V5.: Fraenkel, A. — Bar-Hillel, Y.: Id. md. 321. o.

20 Curry, H. B.: Qutlines of a Formalist Philosophy of Mathematics. North-Holland
Publishing Co., Amsterdam 1951., Goodstein, R. L.: Constructive Formalism. Hssays
on the Foundations of Mathematics. University College Leicester, 1951., Neumann, J.:
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oldani a matematikai megismeréssel kapcsolatos filozéfiai kérdéseket, hogy
nincsen matematikai megismerés. A matematika — a formalista filozéfia sze-
rint — bonyolult intellektudlis jaték a szimbdélumokkal, amelynek semmi-
lyen megismerésbeli pretenzidja sincs. Ezt Neumann a legviligosabban ki-
mondja, amikor a matematika formalista alapjairél tartott elGadésdban azt
4llitja, hogy az egész klasszikus matematikat a primitiv szimbélumokkal
jatszott kombinatérikus jatéknak kell felfogni.?!

Az, hogy a jelek, a szimbdélumok milyen ontolégiai természetii targyak,
a formalista felfogds szdméra természetesen teljesen lényegtelen: ,,...egy-
szerlien azt mondhatjuk — allitja példdul Curry —, hogy a jelekr§l mint
valamilyen tipust objektumokrél gondolkodunk...””?* , A matematika lé-
nyege ezért nem valamilyen tipusi specidlis form4lis rendszer, hanem a for-
mélis szerkezet mint olyan.?®> Ez nem jelenti azt, hogy a formalis szerkezet
valamiféle absztrakt entitds lenne, hanem csak azt, hogy kiilonboz8 tipusu
jeleknek vagy jelrendszereknek lehet vagy van azonos formaélis szerkezetiik.

Osszefoglalva teh4t: a formalista filozéfia képviselsi szerint a mate-
matikai megismerés specifikumair6l, a matematikai ismeretek jellegérél
feltett filozofiai kérdések megvilaszolhatatlan pszeudoproblémak, mert a
kérdez8 a kérdésben olyat feltételez, ami nincs. A matematika filozéfiai
diszkussziéjanak azt kell kimutatnia, hogy a matematika nem més, mint a
szimbd6lumokkal végzett vagy végezhet6 manipulacié.

De — s ebben Curry véleménye megegyezik Hilbertével — a szimbo-
lumokkal végzett manipuldciét és eredményeit le lehet irni. Ezek az allitdsok
(a fentebb metamatematikaiaknak nevezett kijelentések) bizonyos nagyon
egyszer(i észlelhetd szituici6k rogzitései, a szimb6lumok egybeesésének vagy
kiilonbségénak leirdsai, egyszéval a formdlis rendszerrdl szélnak, s igy nem
,,1épések” a formélis rendszeren belill. A formélis rendszer leirdsai észlelési
4llitdsok. Funkciéjukat illetéen Curry véleménye erdsen eltér Hilbertétdl,
hiszen segitségiikkel nem igazolni és megalapozni akar egy létez6 tudoményt,
a klasszikus matematikdt, mint Hilbert, hanem a form4lis rendszerek egy-
szerii leirdsainak tekinti Gket. A metamatematikai 4llitdsok nem megisme-
résbeli ,,alapjai’’ a matematikdnak, nincs kitiintetett ismeretelméleti helyiik,
hanem - csak leirdsok, amelyeket — Curry kifejezését haszndlva — demonst-
ratio ad oculos igazolhatunk, igaznak vagy hamisnak taldlva Sket. Egy for-
mélis rendszer létoka valamilyen alkalmazdsa, s igy nem sziitkséges feltétele
az ellentmonddsmentesség. Ha egy ilyen rendszer alkalmazhatd, attél, hogy
a kés6bbiek sordn kideriil, hogy valahol ellentmondésokat tartalmaz, még
tovdbbra is alkalmazhaté lesz. A formélis rendszerek megitélésénél nem az
ellentmonddsmentesség a dontd, hanem az, hogy mire és mennyire lehet
felhasznilni 8ket. Ha felhasznilhaték pl. a fizikai allitdsok kezelésére, ma-
nipuldldsdra (mint pl. a klasézikus analizis a fizikdban), akkor az ellent-
monddsmentesség méar mésodlagos; a haszndlhatésidgon és a felhasznildson

The Formalist Foundations of Mathematics, a Philosophy of Mathematics c. kétetben,
ed. Benacerraf, P. — Putnam, H., Prentice-Hall. Inc. Englewood Cliffs, N. J. 1964.
( A kétetet a tovdbbiakban B. P.—P. M. jellel réviditjiik.)

21 Neumann, J.: B.P.—P.M. 51. o.

2 Curry H. B.: Id. md 31. o.

23 Uo. 56. o.
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nem fog véltoztatni a konzisztencia-bizonyitds eredménye. A szimbdlumok-
kal, a jelekkel végzett jaték ezért nem pejorativ értelemben vett jaték, hanem
nagyon hasznos, vagy nagyon hasznos lehet, mert segitségével a tudoményok
allitdsait lehet kezelni. Vildgos az is, hogy nem kell, nincs sziikség a kiilén-
boz8 jatékok valamelyikének preferdlasira, mindegyiket ott és akkor jatsszuk,
ahol és amikor lehet. : '

Kritikai megjegyzéseink els§ része f6leg Hilbert matematika-felfoga-
sara irdnyul, pontosabban, azt célozza kimutatni, hogy Hilbert elgondolisa
a klasszikus matematika ,,megmentésére’’ nem viheté végig. Mint emlitet-
titk, Hilbert gy vélte, hogy az egész matematika axiomatizalhatd, vagy ugy
hogy egy, vagy ugy, hogy tobb axiémacsoportot vesziink fel e célbdl, és
axi6méinkbdl a kovetkeztetési szabalyok segitségével minden igaz allitas
levezethetS. Példaul Peano axiéméibdl a szdmokrdl sz6l6 minden igaz tétel
bebizonyithats. 1931-ben azonban K. Goédel bebizonyitotta, hogy bizonyos
matematikai rendszerekben — feltéve, hogy ragaszkodunk az ellentmondés-
mentességitkhoz — nem lehet minden 4llitdst bebizonyitani.?* Ha az axiéma-
rendszer elég gazdag és a kovetkeztetési szabalyok elég erdsek, akkor mindig
létezik olyan kijelentés, amaly — bar a rendszerbe tartozik abban az érte-
lemben, hogy a rendszer kiindulé, alapfogalmai segitségével, pontosabban -
szblva, csak ezek felhaszndldsdval megalkothaté — mégsem vezethets le az
axiémakbodl, noha igaz. Ez azt jelenti, hogy egyetlen ilyen axiémarendszer
sem frja le teljesen a megfeleld matematikai objektumok tulajdonsigait,
viszonyait. Képletesen szélva: mindig vannak olyan kijelentések, amelyek bar
igazak, mégis az axiémak és tételek ,,mellett”, rajtuk kiviil helyezkednek
el. Ez az eredmény végzetes csapas volt Hilbert koncepciéjara, hiszen a
formilis rendszert leird ,,észlelési” kijelentések — a klasszikus matematika -
Hilbert-féle ismeretelméleti alapjai és mecgalapozidsai — semmit sem mon-
danak a bizonyithatéan 1étez8, de a formalis rendszeren beliil fel nem épit-
hetd jelsorozatokra vonatkozéan, ezek tekintetében nem relevinsak. Az intui-
cionista szdméra a Godel-tétel csak jelzése annak, hogy a matematika axioma-
tikus felfogésa, a ,,verbalis épiiletek™ vizsgalata nem mond semmit a matema-

# Godel kimutatta, hogy egy formédlis rendszer minden primitiv szimb6luménak,
formuldinak, bizonyftdsainak tulajdonithaté egy szdm (az vin. Gddel-szdm). A primitiv
szimbélumok kozétt — mint mondottuk — vannak dllanddk, véltozok és segédszimbé-
lumok. Ha a tagaddst ~, a diszjunkeiét v, az implikdciét D, az egzisztencidlis kvantort
E, az egyenléséget = , a nullét 0, a rdkdvetkez6t » jellel jeldljik, amelyek mind dllandék,
és 1-t8l T-ig szamokat tulajdonitunk nekik, akkor megkapjuk a szimb6lumok Gédel-
szémait. A valtozdk szdmozéasa nem ilyen egyszer(, a véltozokon belill — attél fiiggden,
hogy milyen véltozéesoportrél van szé — 10-nél nagyobb primek vagy névekvd hat-
vényaik jatsszdk a Godel-szdmok szerepét. Egy formula a primitiv jelekbdl felépithet6;

1. 8 0 = O formula a 0 és a ,,="" jelekbdl, a bevezetett Godel-szdmozdssal a formula fel-
frhaté szdmjegyek sorozataként: 6, 5, 6. Ha azonban minden formuldval is egyetlen
szémot akarunk dsszekapesolni, akkor meg kell dllapodni, hogy milyen médon képezziink
a 6, 5 6 szdmsorozatbél egyetlen szdémot. Megéllapodhatunk abban, hogy vessziik a pri-
meket 2-t61 folfelé, mindegyiket annyiadik hatvénydra emeljilk, amennyi a primitfv
szimbélum Godel-szdma — a hatvdnyokat Osszeszorozzuk és ezzel megkaptuk a formula
Godel-szémdt. Igy a 0 = 0 formula esetében vessziik az els6 3 primet — 2, 3, 5 —, képez-
zitk a kovetkezd szorzatot: 28 - 35 - 5% — ez a mondott formula Goédel-szdma. Hasonl6-
képpen bédrmilyen formula Gédel-széma megkaphaté, ha minden primitiv jel Godel-
szama adva van. S {gy a formuldkrol sz616 (metamatematikai) dllitdsokat helyettesfteni
lehet egész szdmokrél sz6l6 allitdsokkal. Gédel — itt nem részletezhetd médon — ezen
éllitdsok viszonyai megvizsgdldsdval jutott el tételéhez. Vo5.: Nagel, E. — Newman,
J. R.: Gédel’s Proof. Routledge and Kegan Paul Ltd., London 1964. 68—97. o.
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tika lényegér8l. Az intuicionista rendszerek inkorporélni tudjik a G&del-tétel
minden kovetkezményét, hiszen szdmukra az axiomatizélis csak mésodlagos,
lehetséges attitiid az intuitiv konstrukciék leirdsai vonatkozdsdban. Ez,
ahogyan E. Nagel és J. R. Newman vildgosan kimutatta, természetesen nem
jelenti azt, hogy a Godel-tétel és filozéfiai kovetkezmenyel csak az mtmcmmz-
mussal egyeztethet6k Ossze.?

Amig az els§ kritikai megjegyzés nem kritikai Curry felfogdsa vonat-
kozasaban, addig a masodik bizonyos mértékig a formalista filozéfia ellen
is irdnyithaté. Ezt mér Brouwer is felismerte, amikor kifejti, hogy barmeny-
nyire is konzisztens egy axiémarendszer, ez még nem jelenti azt, hogy talal-
hat6 matematikai interpretdciéja. ,,Tegyiik fel”, irja, ,,hogy valamllyen mo-
don, de matematikai interpretaciékban valé gondolkod4s nélkiil, bebizonyi-
tottuk, hogy bizonyos verbilis axiémékra épiilt logikai rendszer konzisztens,
azaz, hogy a rendszer kifejtésének egyetlen pillanatdban sem 1lép fel két
ellentmondé tétel; ha azutdn kés6bb megtalaljuk az axiémik matematikai
interpreticidjat (ami természetesen azt koveteli meg, hogy megalkossunk
egy matematikai struktirat bizonyos adott matematikai viszonyokat kielé-
gité elemekkel), akkor vajon a logikai rendszer ellentmonddsmentességébél
kovetkezik-e, hogy egy ilyen matematikai struktira Iléfezik?>’?® KésSbb A.
Tarski bebizonyitotta, hogy egy axidmarendszer ellentmonddsmentességébdl
nem kovetkezik az interpreticié lehet8sége, azaz, hogy egy formdlis rend-
szer matematikai interpretacidjanak csak sziikséges, de nem elégséges feltétele
az ellentmondasmentesseg Az intuicionistdk, és élete masodik felében Hilbert
is, aki el@szor szamfizni igyekezett az intuiciét, a matematikdbdl, de késGbb
elsGsorban H. Poincaré kritikdjanak hatésdra rehabilitdlta,? az interpreté-
ci6hoz sziikséges pluszt az extralogikai és extralmgv1szt1ka1 matematika
objektumok intuicic’)jziban28 vélik felfedezni.

A Curry-féle formalista filozéfia részletes kritikajat itt nem .adhatjuk
meg, azt azonban meg kell jegyezniink, hogy az egész klasszikus matematika
megismerésbeli pretenzidjanak elvetése, bar elvben nem lehetetlen, mégis
nagyon kevéssé valdszinti. Tovabba: Currynek meg kellene magyaraznia,
hogy miért és hogyan 1ép fel a matematikai megismerés ,latszata’’, mert
enélkiil j6 alapunk van kételkedni a formalista filozéfia helyességében.

Harmadszor pedig nyilvanvals, hogy a formélis rendszerek legnagyobb-
részt torténetileg kialakult és meghatdrozott tdrsadalmi funkeiét betolts
elméletek formalizaldsai. S6t még azokat a formélis rendszereket is, amelyek
nem formalizdldsai létezS elméleteknek, Aaltaldban valamilyen elmélethez
kotik. Ugy latszik tehat, hogy a formahs rendszer nem valami 6nmagdiért
létez8, hanem csak segedeszkoz szerepét tolti be a matematikai gondolko-
déshan.

25 Uo. 101. o.
26 jdézi Beth, E. W. 2. 70—171. o.
1962, :7 Bunge, M.: Intuition and Science. Prentlce Hall Inc. Englewood Cliffs. N. J.
6 0. o.
28 Az intuici6-probléma marxista elemzesehez 1.: 'Vajda Mihdly: Az evidencia
problémdja. Magyar Filozéfiai Szemle 1964/2. sz. Acmyc, B. ®.: Ilpobiema HHTYUIVH B
¢unocopuu n marematuxe, M3a. «Meicisy, Moszkva 19656.
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2. A matematikai objektumok természetérdl

A kovetkez8 kozponti jelentGségli filoz6fiai kérdés ontolégiai. Roviden
ugy fogalmazhatjuk meg: ha a matematika ismeretek rendszere, akkor —
pl. a szdmokrél, a geometriai alakzatokrdl, az absztrakt csoportokrél stb.
tett — kijelentései mirdl szélnak; azaz: minek lefrasai a matematikai elméletek ?

Maga a probléma, ahogy erre Quine, Bar-Hillel, Fraenkel, Barker??
utalnak, nagyon sokban hasonlit az univerzalidk régi kérdéséhez. A problé-
mat elsének és taldn legtaldlébban Székratész fogalmazta meg: embert latok,
lovat latok, emberséget, 16sdgot azonban nem — azaz: egyes embereket, lova-
kat lehet térben és idGben lokalizilni, az univerzalidkat azonban nem. De
akkor milyen létez8k az univerzalidk ? A kérdésnek hirom egymadstél lénye-
gesen kiilonb6z8 tipusd megolddsidt produkalta a filozéfiatorténet. Az elsd
vélasz az volt, hogy az univerzilidk ugyanolyan redlis létez8k, mint az
egyes targyak — ha ugyan nem redlisabbak (Platéon) —, mivel azonban tér-
ben és id6ben nem lokalizalhaték, feltételezhetGen maés realitds-szféraba
tartoznak. Az univerzalidk eszerint a platonista vagy realista felfogds szerint
valamiféle absztrakt entitdsok, az embertsl és az egyes targyaktdl fiiggetle-
niil léteznek. Definit és megismerhet§ tulajdonsdgokkal rendelkeznek, fiigget
leniil attol, hogy ezeket megismerjilk vagy megismertiik-e.

A nominalizmus szerint ezzel szemben nincsenek ilyen absztrakt léte-
z6k, az egyedi targyakon tul vagy mellettiik semmiféle absztrakt realitds-
szféra sincs. Azaz — logikailag szélva — az osztilyok, fogalmak reprezen-
taldsara bevezetett jelek nem teljes értékii nyelvi jelek, 6nmaguk nem jelol-
nek semmiféle 1étezét, csak az individuumok jelolésére szdnt tulajdonnevek-
kel Osszekapcsolva alkotnak értelmes nyelvi egységeket.

A konceptualizmus a realizmus és a nominalizmus k6z6tti allaspont;
eszerint vannak ugyan absztrakt entitdsok, de onmagukban vett termé-
szetiik, tulajdonsagaik nincsenek, az emberi tudattél fiiggetleniil nem Ilétez-
nek, hanem a tudat teremtvényei, és a tudat ruhdzza fel Gket a megfelels
tulajdonsagokkal is.

Mivel, mint emlitettiik, a matematika ontolégiai probléméaja nagyon
hasonlit az univerzalidkéra, ezért az emlitett szerz6kkel 6sszhangban mi is
ezzel a hirom névvel jelsljilk a megfelel6 megoldaskisérleteket. Megjegyez-
zitk, hogy nem minden matematikus vagy filozéfus vallotta egész életén
keresztiil ugyanazt az ontolégiai koncepci6ét, ha tehat valakit a realistik
kozé sorolunk, akkor ez nem jelent mast, mint hogy volt olyan id8szak,
amikor ezt a felfogdst vallotta. ‘

a) A realizmus

A matematikai realizmus — amely legmodernebb forméjiban részben
megdrizte, részben elvetette a torténeti, az eredeti platonizmust, gondoljunk
csak K. Godel és A. Church?® realizmus értelmezéseinek kiilonbségére — abbél

29 Quine, W. V. O.: On What There Is. B. P.—P. M. 192. o., Fraenkel, A. — Bar-
Hillel, Y.: Id. m4 399. o., Barker, S.: Id. m# 69. o.

30 Godel, K.: What is Cantor’s Continuum Problem? B. P.—P. M., Church, A.:
The Need for Abstract Entities in Semantic Analysis Proceedings of the American Aca-
demy of Arts and Sciences, LXXX. 1951., Gjranyomva a The Structure of Language c.
kotetben, ed.: Fodor, J. A.—Katz, J. J. Englewood Cliffs, 1964.
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indul ki, hogy vannak olyan objektumok, mint a szémok stb. Mivel rendel-
keznek valamilyen definit tulajdonsdgokkal, meg lehet ismerni, a matema-
tikai elméletek segitségével le lehet irni Sket. A gyakorlé matematikusok és
a filoz6fusok nagy része elfogadta azt, hogy az anyagi vildg egyes tdrgyain
tal vagy az emberi tudattél fiiggetleniil léteznek matematikai entitasok,
amelyek nem valtoznak, nem modifikdlédnak, hanem ugyanigy adottak
szdmunkra, mint az egyes fizikai tdrgyak, fel lehet és fel is kell fedezni Sket,
ugyanugy, ahogy — Russell kozismert hasonlatét idézve — Kolumbusz fel-
fedezte Amerikat, ugyantiigy nem mi alkotjuk meg 6ket a tudatunkban,
ahogyan Kolumbusz sem maga konstrudlta meg Amerik4t és az indidnokat.

Az a tény, hogy a szamokrol, csoportokrdl stb. definit ismereteink vannak,
és hogy ezen ismeretekhez csak lépésrél-lépésre tudunk eljutni, és mindehhez
hozzévéve azt, hogy a matematikai objektumok térben és idében nem loka-
lizdlhatok, az alkoté matematikusok nagy tobbségében azt a meggy6z8dést
valtotta ki, hogy van egy realitds-szféra, amelynek a matematikai elméletek
adekvat vagy tobbé-kevésbé adekvat leirdsa. A realista szerint a matematikus
is a fizikussal lényegében hasonlé médon jar el: ugyancsak téle fiiggetlen ob-
jektumokat vizsgdl, leirja tulajdonsigaikat és viszonyaikat, illetve — ha
sziikséges — var, amig megismerési médszerei addig fejlédnek, hogy ezt meg
tudja tenni.

A jelenkori matematikai realizmusnak két nagy vélfaja van, az egyik
szerint sui generis matematikai objektumok léteznek (Cantor, Godel), a
miasik (a logicizmuson belill f6leg Frege, Russell, Church) szerint a mate-
matikai objektumok 4ltaldnosabb természetii absztrakt entitdsoknak, a
logikai entitdsoknak a részesetei. A matematikai realizmus altaldban nem
osszontolégiai koncepcidként alakult ki, hanem a gyakorlé matematikusok
kényelmi szempontjai diktaltak.

b) A nominalizmus

A matematikai nominalizmus szerint a matematikai objektumok konk-
rét targyak, térben és idSben lokalizdlhatdk, s igy semmi sziikség sincs abszt-
rakt matematikai létezlk elismerésére. Torténetileg taldn legels§ viltozata
{(feltehet8en) Piithagorasztdl szdrmazik, ez a szdmokat (példaul) a szdmjegyek-
kel, a numeralidkkal azonositja.

A formalista matematika-filozéfia — mivel elveti a klasszikus mate-
matika megismerésbeli pretenziéjat, és a matematikai kutatdsokat a for-
milis rendszerek vizsgdlatira szoritja vissza — szintén nominalista, mert
a formélis rendszer szintén térben és id6ben lokalizalhaté konkrét objek-
tumok (jelek) sorozata. Hogy specidlisan Hilbertnek mi volt a véleménye a
matematikai objektumokkal kapesolatban, nem teljesen tisztdzott. A Die
Grundlagen der Mathematik egy — elég gyakran idézett — passzusa szerint
nemcsak ametamatematikat, hanem amatematikat altalaban kifejezetten konk-
rét objektumok leirdsdnak tartja: ,,A matematikdt”, mondja, ,,az Osszes
tobbi tudomidnyhoz hasonléan, sohasem lehet kizarélag a logikdra alapoz-
ni; hanem ink4bb olyasvalamire, ami... a logikai kévetkeztetések alkalmaza-
sdnak és a logikai operici6k végrehajtdsinak elGzetes feltételeként adva van
szdmunkra, bizonyos extralogikai konkrét objektumokra, ... vizsgélataink
targy4t specidlisan maguk a konkrét szimbélumok képezik...”3! Ha ez az

31 1dézi Beth, E. W. 2. 93. o.
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idézet elégséges bizonyitéknak tekinthet$, akkor Hilbert nominalista volt,
bar élete mésodik felében ez keveredik néla egyféle nem-radikalis konceptualiz-
mussal.

A logicizmuson belill — f6leg a halmazelmélettel kapcsolatban — is
megjelent a nominalizmus egyik valfaja (fileg N. Goodman és Quine). Meg
kell jegyezni, hogy osztalyok nélkiil felépitett elméletében Russell is nomina-
lista, vagy legalabbis nominalista tendencidk jelentkeznek néla akkor, ami-
kor példaul az osztilyoknak megfelel§ szimbdélumokat nem-teljes szimbé-
lumoknak fogja fel, amelyek minden kontextusban teljesekkel helyettesit-
het8k, s igy az osztdlyokat, halmazokat érint6 minden ontoldgiai kérdést
elvben el lehet keriilni. A nem-teljes szimb6lumok — amelyeket praktikus
egyszerliségi okokbdl haszndlunk — természetesen funkciondlhatnak ugy,
mintha teljesek lennének, de ez csak pszicholégiai latszat, mert val6jdban
gsemmilyen létez6t sem jelolnek.

A Goodman—Quine-féle nominalizmus (megjegyezziik, hogy Quine maga
nem fogadja el a nominalizmust, hanem csak azt akarta megvizsgalni, hogy
meddig vihet6 a nominalista koncepcié) — nagyobbrészt Russell nyomdokain
— azt vallva, hogy absztrakt entitdsokat (példaul halmazokat) deszignalé
barmilyen kifejezés elvileg kikiiszobolhet8, egy olyan matematikai nyelv
felépitésére torekszik, amelyben ilyen kifejezések nem szerepelnek. Egy no-
minalista nyelv felépitése jarhat és jart is kezdeti sikerekkel, kés6bb azonban
kideriilt, hogy nincs altaldnos médszer minden matematikai kifejezés nomi-
nalista atépitésére. S6t — ahogy Fraenkel, Bar-Hillel és L. Henkin®* meg-
jegyzik — minden valdészinfiség szerint az egész matematika nominalista mé-
don nem is épithetd fel segédhipotézisek nélkiil, az egyik ilyen segédhipoté-
zis éppen az lenne, hogy a matematika igen jelentls része semmi més, mint
onmagaban értelem nélkiili, interpretdlatlan kalkulus.

Nem vérhatjuk azt, hogy a nominalizmus és a realizmus vitdjaban a
matematika szaktudoményos tartalma fog donteni. Ez ugyanis, mint Gédel
a halmazelmélet esetében kimutatta,® mind a két interpretaciéval szemben
invaridns. Barmelyik ontolégiai értelmezést tehdt csak vildgnézeti, filozé-
fiai alapon lehet preferdlni. Béarmelyik interpreticié elfogaddsa bizonyos
feladatok elé allitja a matematikust vagy a filoz6fust. ElSszor is ki kell mu-
tatnia, hogy interpreticidja Osszeegyeztethet6 a matematikdval. Hiszen
talalhaté vagy lehetséges olyan nominalista vagy realista interpretacid,
amely ellentmond a matematikdnak. A Piithagorasz-féle nominalizmus pél-
ddul Osszeegyeztethetetlen a szdmelmélettel, mert ez végtelen sok szdm
létezését koti ki, végtelen sok szadmjegyet azonban nem lehet leirni, Cantor
platonizmusa pedig antinémidkhoz vezetett. Ha a vallott interpretécié nem
egyeztethet§ 6ssze a matematikaval, akkor elvben két ut 41l a matematikus
el6tt: vagy elveti az ontoldgiai koncepcié adott formdjat, vagy azt 4llitja,
hogy a matematika fejl§dése az § alldspontjat fogja igazolni. Péld4ul a halmaz-
elmélet realista értelmezésével szemben felhozott egyik ellenérv az, hogy
ha a halmazok definit létez6k, akkor bizonyos tulajdonsiggal pedig vagy
rendelkeznek vagy nem. De hogyan egyeztethet Ossze a realizmussal egy-

32 Fraenkel, A. — Bar-Hillel, Y.: Id. m# 400—401. o., Henkin, L.: Nominalistic
Analysis of Mathematical Language, a Logic, Methodology and Philosophy of Science
c. kotetben, ed. Nagel, E.—Suppes, P.—Tarski, A., Stanford Univ. Press, Stanford 1962.
193. o. (A kotetet a tovdbbiakbsn L. M. P. S. jellel roviditjiik.)

33 Gbédel, K.: Id. mi. 265. o.
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részt az, hogy minden axiémarendszer vonatkozdsiban vannak eldonthetet-
“len kérdések, masrészt az, hogy nincs olyan konzisztens halmazelmélet, amely
a halmazok minden matematikailag leirhaté tulajdonsigardl szadmot tudna
adni. Az ilyen és ehhez hasonlé ellenérvek hatdsara kialakult egyrészt egy
igen mérsékelt realizmus, amely Osszeegyeztethet§ a matematikai ,,tény”’-
ekkel. De, mint mondottuk, nem ez az egyetlen lehetséges attitid a vitds
kérdésekkel kapcsolatban. A masodikat legszebben Godel példazza, akit
bizonyos mértékig a Cantor-féle platonizmus tovabbviv6jének tekinthetiink.
Godel a realizmussal szemben az eldonthetetlen kérdések létezésére — speci-
dlisan a Cantor-sejtés eldonthetetlenségére — alapozé ellenérvre vilaszolva
a kovetkezSket fejti ki: ,,Meg kell azonban jegyezniink, hogy az &ltalam
elfogadott nézépont alapjdn semmi esetre sem oldand meg a problémit az,
ha sikeriilne bebizonyitani Cantor sejtésének a halmazelmélet jelenleg elfo-
gadott axiéméibol valé eldonthetetlenségét... Mert, ha a... halmazelmélet
primitiv terminusainak jelentéseit igaznak fogadtuk el, akkor ebbdl kovet-
kezik, hogy a halmazelméleti fogalmak és tételek valamilyen jél meghatérozott
realitdst irnak le, amelyre vonatkozdan Cantor sejtésének igaznak vagy ha-
misnak kell lenni. Ezért a jelenleg feltételezett axiémdakbél valé eldonthe-
tetlenség pusztdn annyit jelez, hogy ezek az axiémdk nem irjdk le teljesen
ezt a realitdst. Mivel meg lehet mutatni azt a médot, ahogyan egy, a szokdsos
axiéméakbol eldonthetetlen kérdés mégis eldonthet8vé vilik, egy ilyen meg-

e

gy6z8dés (belief) semmi esetre sem ellenkezik a val6siggal.’’3t

c) 4 konceptualizmus

A konceptualista elismeri matematikai objektumok létezését, de nem
ismeri el, hogy az embert6l fiiggetleniil léteznek; ahogy ezt Barker szelleme-
sen megjegyezte,?® megdriz egyfajta realitdst a szdmok, halmazok, fiiggvé-
nyek stb. szdmdra, anélkiil azonban, hogy barmilyen fiiggetlen realitdst kel-
lene feltételeznie. Lefrhatéknak, ,,megismerhetSknek” tartja a matematikai
objektumokat, de csak azutdn, miutdn a tudat mér létrehozta, megalkotta
dket.

Kant és az intuicionistdk eredendlen konceptualistdk. Kantnél, mint
mér emlitettitk, a matematikai megismerésben nem a tudat szdméra kiilsé
létezGknek, hanem a tudat sajat funkciondldsiénak megismerésérsl van szé.
Szerinte a tudat a matematikai megismerés sordn az énmaga alkotta vilagha
tekint bele. Az intuicionistdk, hasonléképpen, azt valljak, hogy a matematikai
objektumok létoka a tudati konstrukeid, amelynek nines kiils§ torvényszerf-
sége vagy meghatérozottsiga, hanem szabad, autoném tevékenység. Szerintiik
a matematikai objektumok konstrudlhatésiga az egész matematika médszer-
tani eléfeltevése; és pontosan tgy, ahogy a Newton elStti természettudomany
azért volt hamis, mert csak részben felelt meg a fizika mddszertani elsfeltevé-
sének, a fizikai entitdsok megfigyelhet&ségének, a Brouwer el6tti matematika
is hamis, mert bevezet olyan matematikai fogalmakat, kijelentéseket, amelyek
nem tekinthet6k matematikai 1étez6k leirdsainak. A matematikai objektumok
konstrudlhatésdga mint médszertani eléfeltevés alapjan nem szabad feltételezni,
hogy minden matematikai probléménak van megoldésa. Nem szabad pusztéan

3 Uo. 263—264. o.

35 Barker, S.: Id. mid 72. o.
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feltételezni, hogy egy természetes szdm vagy egy matematikai létezd vagy
rendelkezik valamilyen sajatossiggal, vagy nem rendelkezik. Ha ugyanis
csak ennyit mondunk, de nem mondjuk meg, hogy a két lehet&ség kozstt
hogyan doénthetiink, akkor &llitAsunk pusztdn lingvisztikai jellegli, de nem
ir le semmiféle matematikai létez8t. Hasonléképpen: ha csak annyit mondunk,
hogy van olyan matematikai 1étezd, példdul egy szdm, amelyik rendelkezik
valamilyen sajatsidggal, de nem mondjuk meg azt a médot, ahogyan ez a
szam megalkothaté, akkor allitAsunk matematikai objektum lefrdsinak nem
tekinthetS. Egy matematikai objektum — az intuicionista szdmara — csak
akkor létezik, ha meg lehet konstrudlni: az egzisztencia a konstrusldssal
azonos. A klasszikus matematika tiszta egzisztencia-tételei (példdul az analizis
Weierstrass-tétele, vagy a halmazelmélet kivalasztési és jélrendezhetGségi té-
tele sth.) 1ényegében sem nem igaz, sem nem hamis allitdsok, hanem matemati-
kailag #iresek. Nem allitjdk objektumok létezését, mert nem &llitjak azokat a
felteteleket amelyek segitségével ezen objektumokat meg lehet alkotni.

A tiszta egzisztencia-tételek a matematikai nyelv logikai — vagy feltétele-
zett logikai — szerkezetébdl levont pszeudomatematikai allitdsok (az egzisz-
tencia indirekt bizonyitésa az intuicionista szdmara lényegében a nyelv szerke-
zetébdl levont ontoldgiai kovetkeztetés, s mint ilyen nem adekvat a matemati-
kai létezés eldontésére), amelyek vonatkozdsidban két attitiid lehetséges az in-
tuicionista szdméra. Vagy megadja a konstruktiv bizonyitdsukat, azaz megmu-
tatja azt a médot, ahogyan az objektumokat a tudatban meg lehet alkotni,
vagy pedig elveti 6ket. S mivel elég sok tiszta egzisztencia-tételre nem adhaté
konstruktiv bizonyitds, ezért az intuicionistak a klasszikus matematika nagy
részét egészében elvetik. Egy nem teljesen érthets horror infiniti alapjan —
amely szerint a tudat az intuiciéban csak a potencialis vegteleneket tudja
megragadni, az aktuélisakat azonban nem — igy lényegében az egész Cantor-
féle halmazelmélet kikeriil*az intuicionista matematikai rendszerekbdl.

A kovetkez8kben néhany kritikai megjegyzést szeretnénk tenni az intui-
cionizmus specidlisan filozéfiai oldalédval kapcsolatban.

El8szor is: az intuicionizmus a matematika interszubjektivitdsdt csak
ad hoc feltevésekkel igyekezhet megmenteni. Amikor azt akarja megmagya-
razni, hogy killonboz6 emberek szdmara miért van mégis egy matematika, egy
Kantéhoz hasonl$ ,,tudat 4ltalaban” feltételezésére szorul. Ha a nyelv csak
lehetséges, de nem sziikséges feltétele a matematikdanak, és ha a matematikdnak
a tudaton kiviili dolgokhoz semmi kéze, akkor milyen alapon allitjuk, hogy a
mésik ember tudataban ugyanazok a konstrukeiék hozhaték létre vagy alakul-
tak ki, mint a mienkben. Vildgos, hogy az a feltételezés, hogy a tudat szer-
kezete, funkcionildsdnak mddja minden embernél megegyezik, nem mas,
mint Gjrasllitdsa annak a ténynek, hogy a matematikai konstrukeiék minden
embernél azonosak, nem pedig magyarizata az interszubjektivitdsnak. A
realizmus és a nominalizmus a matematika interszubjektivitdsat a matematika
targydnak objektivitdsdval magyardzza, azzal, hogy a fiiggvények, halma-
zok vagy egyedi tdrgyak a mecgismer§ individuum szdmdra valamilyen érte-
lemben adottak, téle fiiggetleniil léteznek, s megismerésiik ugyanolyan inter-
szubjektiv folyamat, mint példdul a fizikai tdrgyak megismerése.

Mésodszor — ez az ellenvetés Korner részletes argumenticiéjanak3®
roviditett form4ja —: még ha interszubjektivek is a konstrukcik, akkor sem

38 Korner, S.: Id, md 136—139. o.
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biztos, hogy mindenki szdméara egyformén kétségbevonhatatlan tudati tények.
Hiszen az intuicionistdk kozott is igen komoly vitdk folynak bizonyos konst-
rukcidk elvégezhet8ségérdl, lehetdségérsl, amit nem tekinthetiink pusztédn a
konstrukeciék nyelvi kifejezése koriili vitdknak. Az ilyen nem nyelvi természe-
tli nézeteltérések fennalldsa és 4llandé lehetSsége azt latszik jelezni, hogy
e vonatkozésban sincsenek abszolut evidens tudati tények.

Harmadszor: bizonyos ismeretpszicholégiai vizsgélatok alapjin igen két-
séges, hogy a matematikai nyelv kozvetitése nélkiil el lehet-e gondolni, meg
lehet-e konstrudlni matematikai objektumokat.

Negyedszer — és ez a legfontosabb ellenvetésiink —: ha a matematika-
nak nincs koze a kiilvildghoz, ha ,,a matematikai gondolkodésra az a jellemz8,
hogy nem fejez ki igazsidgot a kiils§ vildgra vonatkoz6éan, hanem kizdrélag
a tudati konstrukcidkkal kapecsolatos™,3? akkor hogyan lehetséges az, hogy
a matematika alkalmazhaté a megfigyelhetd vilagra.

Otodszor: a matematikai gondolkod4s nem szabad tevékenység, hanem
determinalt. Amellett, hogy a matematikai konstrukciéknak olyan limitacidi
vannak, mint az ellentmondésok — példaul nyolecal oszthaté primszdmok
vagy négyszogleti korok — megkonstrudlhatatlansédga, igy gondoljuk, hogy
a dontS éppen a matematikai gondolkodés tarsadalmi-torténelmi determi-
naltsaga. Hiszen az ellenkezgjét feltételezve — hozzdvéve azt, hogy vildg-
nézeti okokbdl a matematikai objektumok realista interpreticiéjat is elvetjiik
— lehetetlenné valnék a matematikai megismerés megallapithat6 torténelmi
trendjének figyelembe vétele. Ha a matematikai gondolkodéds lényege éppen
a szabadsiga, a kiilsG feltételekts]l valé teljes fiiggetlensége — ahogy ezt az
intuicionistdk mellett igen sokan mésok, példdul Cantor is, hangsdlyozzdk —,
akkor egészen érthetetlenné vilik az, hogy a matematika fejl6désének kiilon-
b6z6 szakaszaiban miért més-mas problémakrél gondolkodtak — hogy példaul
miért kisérleteztek mar a gorogok is az analizis megalkotdsdval, hogy ezek a
kisérletek azért’ maradtak abba, mivel nem volt rd tdrsadalmi sziikséglet.
Es amikor ez a tdrsadalmi sziikséglet — elsésorban a fizika oldalarél — jelent-
kezett, akkor, bar pontatlanul és hibasan, de megalkottdk (Newton és Leibniz).
Nagyon jé alapunk van tehdt feltételezni — a matematika elvi szabadségat
vallékkal szemben —, hogy a matematikai gondolkodds is determinélt, végsd
soron tarsadalmilag-torténelmileg meghatarozott folyamat.

E rész befejezésiil meg kell jegyezniink, hogy mind a realizmussal,
nominalizmussal és konceptualizmussal, mind pedig a logicizmussal, intuicio-
nizmussal és formalizmussal kapesolatban a mai helyzet az itt leirtnél jéval
bonyolultabb. Ezek a filozéfiai irdnyzatok — bdr szdmos filozéfiai és mate-
matikai el6ddel rendelkeztek — f6leg a szazadfordulé koriil alakultak ki, s
azéta a vitdk és birdlatok nyoméan és eredményeként az eredetileg éles filozéfiai
konttrok elmosédtak; ma az egyes filoz6fusok vagy matematikusok koncep-
ci6it inkdbb az Atfedések, keveredések jellemzik.

J

III. Néhany pozitiv megjegyzés

Amikor kritikailag elemezve elvetjiik a polgéri filozéfia megoldéasi javas-
latait, nem szabad figyelmen kiviil hagynunk, hogy a marxista filozéfia fel-
adata, hogy térténelmi és materialista médon felvazolja, szisztematikusan

37 Heyting, A.: Id. md 17. o.
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elemezze 8 részletesen kidolgozza a matematikai megismeréssel kapcsolatos
kérdések helyes, dialektikus megolddsat. Az itt kovetkezOk csupdn a kérdések
helyes felvetéséhez kivannak hozzdjarulni. Kezdjiik taldn a polgari filozéfia
médszertani kiindulé pontjainak rovid birdlataval.

Mint mér emlitettiik, a racionalisztikus, apriorisztikus ismeretelméletek-
ben az ,,a prioriismeret” kifejezésnek két, egymadstdl élesen meg nem kiilon-
boztetett és meg sem kiilonboztethet§ jelentése van: egyrészt a jellege, masrészt
az eredete, kialakulésa szerint a priori ismeretet jelenti. Akik az a priori tudas
létezését vallottdk, altaldban lehetetlennek tartottak, hogy megfigyelések,
tapasztalatok vezethessenek el hozza. Bizonyos ismeretek falzifikalhatatlan-
shgit Osszeegyeztethetetlennek tartottdk a tapasztalati kialakuldsukkal. A
matematikdban az allandé és kozvetlen megfigyelési kontroll hianyit annak
jelzéséiil fogtak fel, hogy a matematikai fogalmak aktuédlisan vagy potencidli-
san veliink sziiletett eszmék, hogy a megfigyelések csak alkalmat nydjthatnak
a matematikai ismeretek kialakuldsira, a megfigyelések csak babai lehetnek
a matematikai tuddsnak, de sohasem a sziil6ik. Mint azonban mér mondottuk,
a megfigyelési kontroll — pontosabban szélva: a tapasztalattal valé Ossze-
hasonlitas kisérleti természettudoményos médjanak — hidnya nem elégséges
a matematika aprioritdsdnak megallapitasdhoz. A racionalistdk és altaldban
az apriorizmus képviselSinek egyik legnagyobb hibdja éppen az, hogy mindig
a torténetileg kialakult, a kész, az adott ismeretek rendszerébdl indulnak ki,
s miutdn ebben talalhaték olyan elemek, amelyeket kozvetleniil, a megismerés
adott szintjén mar kisérletileg nem kontrollalunk, levonjak azt a kiovetkezte-
tést, hogy ezek az ismeretek semmilyen értelemben, sem genetikusan, kialaku-
lasukon, sem kozvetve, tarsadalmi funkcidikon keresztiil nem is kapesolhaték
az emberi tapasztalatokhoz. Ez a kovetkeztetés azonban megalapozatlan,
nem jogosult, hiszen a kisérlettel kozvetleniil igazolhaté és a megfigyelésekhez
kozvetve kapesolhaté ismeretek kozott nincs éles hatdr — az ismeretek a
prioriakra és a posterioriakra val6 felosztdsa tehdt hibas. Nem a priori és
nem a posteriori ismeretiink van, hanem csak egyféle az ember tarsadalmi,
torténelmi gyakorlatdbdl leszdrmazott emberi megismerés és ismeret van, s
csak ezen belill vannak relativ, viszonylagos differencidk. A matematika apri-
oritdsanak~Jlluziéja a polgari filozéfidban azért alakult és alakulhatott ki,
mert negligdlva a matematika és a gyakorlat kapcsolatit, a matematikai
megismerésnek éppen ezt a tarsadalmi, torténelmi voltit hagyta figyelmen Kki-
viil. Ahhoz, hogy a matematika realis filozéfiai képét kérvonalazhassuk, el kell
vetni az a priori megismerés viladgnézetileg elfogadhatatlan eléfeltételezését,
8 a matematika térsadalmi, torténelmi osszefiiggéseibdl kell kiindulnunk. Min-
den olyan értelmezés, amely figyelmen kiviil hagyja a matematika tdrsadalmi,
torténelmi osszefiiggéseit, s nem helyezi el a matematikat az emberi gyakorlat
megfelel§ kontextusdban, vagy idealizmushoz, vagy pedig a matematikai meg-
ismerés bonyolult dialektikus folyamatarél szamot adninem tudé,,empirizmus™-
hoz vezet. Minden olyan értelmezés, amely a matematikai megismerés sajitos-
sigainak magyardzatakor nem a matematikdnak mint sajatos tarsadalmi ob-
jektiviciénak a praxisbél és a praxisban megkotott ismeretekbdl valé kialaku-
lasara épit, nem képes kikeriilni az idealista apriorizmus koréb6l, nem képes
helyes magyardzatot adni a matematikdnak az emberi ismeretek rendszerében
elfoglalt sajatos helyére. Hasonléképpen: minden olyan filozéfiai értelmezés,
amely elvonatkoztat a matematikai tudés tdrsadalmi funkecibitél, a matemati-
kat végsS soron csak az emberi gondolkodésra, vagy ennek szabdlyaira tudja

178



visszavezetni, s igy elvben képtelen a matematika és az anyagi val6sdg kap-
csolatdnak tisztdzasara.

Ha viszont abbdl indulunk ki — mint ahogyan csak ebbdl indulhatunk
ki —, hogy a matematika az emberi gyakorlatbél alakult ki, és hogy a gya-
korlattal — a tdrsadalmi funkcidin keresztiill — valé kapesolata, bar egyre
bonyolultabb és koézvetettebb lett, fejlédésének kés6bbi szakaszaiban sem
szakadt meg, akkor szembe kell nézniink azzal az ellenvetéssel, hogy ez a
magyarizat ,,semmiféle alapokat nem biztosit” a matematikdnak. Mind az
ellenérv, mind pedig a vélasz attdl fiigg, hogy mit értiink a , matematika
alapjain™. Ezt a kifejezést a modern irodalomban altalaban kétféle értelemben
hasznaljék; az egyik értelme szerint a matematika alapjai a halmazelmélet,
mert fogalmai és tételei segitségével lényegében véve a matematika minden
aga felépithets.. Az ,,alap” sz6 hasznélata azonban — mint ezt G8del is hang-
sulyozta — ebben az esetben zavaré, mert a halmazelmélet ebben az értelem-
ben olyan funkciét tolt be a szdmelmélet, analizis stb. vonatkozdsdban, mint
példaul a statisztikus mechanika a fenomenoldgiai termodinamika vonatko-
zésaban, vagyis az az elmélet, amelyre redukéaljuk a klasszikus matematika nagy
fejezeteit s igy, Godel kifejezésével élve, inkdbb explanatorikus elmélete a klasz-
szikus matematikdnak,semmint alapja. Az,,alap”’ kifejezés mésik értelme szerint
a matematika alapjai a matematikai megismerésnek valamilyen ismeretelmé-
leti alapvetése. A logicizmus, amikor a matematika végs6 alapjat a logikai
kijelentésekben latja, vagy Hilbert, amikor a kétségbevonhatatlan bizonyos-
sdgh észlelési kijelentésekkel koti Ossze a matematikét, és ezekben keresi
a matematikai megismerés megingathatatlan és az antinémidk ellen egyszer
s mindenkorra megvédd, szildrd oszlopét, vildgos, hogy ebben a mdsodik érte-
lomben hasznédlja a ,,matematika alapjai” kifejezést. Ebben az értelemben
a matematika ,,alapjai’”’-nak keresése egy ismeretelméleti program, olyan
ismeretek megtalalisat célozza, amelyek megbizhaték, abszolut bizonyosak,
elvben inkorrigibilisek, amelyekre, mint alapokra felépithetd lenne az egész
matematika, vagy amelyekkel mint szildrd, sohasem ingadozé oszlopokkal
az antinémidk 4ltal bizonytalannd és elvben korrigibilissé tett matematikai
épiilet alatamaszthaté lenne,

Egy ,,végs6 tudédsalap’ megkeresésére iranyuld filozéfiai program nem-
csak a matematika modern filozéfusai oldalardl felmeriil§ igény. Régebben
példaul az egész megismerés ,,alap”’-jairdl sz4l6 vita forméjdban meriilt fel,
8 Descartes cogito-argumentuma lényegében egy ilyen ismeretelméleti osz-
lop megtaldlasat célozta. A fizika szédzadeleji ,,valsdga’ is felvetette — a fizikai
megismerés vonatkozasdban — a biztos, inkorrigibilis ,,alapok, oszlopok™
utani vigyat. Kiilonboz6 koncepcidk(pl. a Bécsi Korben Carnap,Neurath, Schlick
sth.)® lattak napvildgot, de barmennyire is eltértek egymastél abban, hogy
milyen ismereteket lehet bizonyosaknak tekinteni, egyben megegyeztek: osz-
lop vagy alap csak ismeret lehet, a fizikai megismerés bizonytalan, korrigibilis
épiiletét csak inkorrigibilis ismeretekkel lehet aldtdmasztani. Nem nehéz
észrevenni, hogy a matematikaval, illetve az ismeretelmélet alapjaival kap-
csolatos problémék esetében lényegében ugyanerrSl az 4dltaldnos filozéfiai
kérdésrsl van sz, hogy a matematika alapjainak keresése mind a logiciz-

# 1. pl. Schlick, M.: Uber das Fundament der Erkenntnis. Erkenntnis, Vol. IV.
1934. — Wjranyomva a Logical Positivism e. ktetben Ed. Ayer, A. J. The Free Press,
Glencoe, I11, 1959. '
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mus, mind Hilbert esetében lényegében ugyanilyen inkorrigibilis isme-
retek — illetve, az intuicizmus esetében valamilyen kétségbevonhatatlan
tudati ,,tények” — feltdrasira irdnyul. Ezek a bizonyos ismeretek mintegy
garantdlndk a matematika megbizhatésigit, elfoga.dha.tésé,gét; a matema-
tika alapjainak bizonyossaga elvileg veszélytelenné tenné a felsSbb emelete-
ken vald tartézkodast, az alapok vagy oszlopok biztonsiga mintegy az egész
épiiletre atszarmaznék.

Mindenesetre meg kell jegyezniink, hogy eleve kétséges a matematikai
tuddsnak més ismeretekre val6 alapozéisa, hiszen ehhez fel kellene tételezni,
hogy az alapozé kijelentések minimum bizonyosabbak, mint a matematika.
Ebben az esetben viszont felmeriil a megalapoz6 ismeretek megalapozasinak
a problémaija is, S igy vagy egy végtelen regresszushoz jutunk, vagy pedig —
mint a megalapozési folyamat végpontjait, azaz az egész matematika bizo-
nyossaganak logikai kiindulépontjait — végiil is abszolit bizonyos ismereteket
kell feltételezniink, amelyekben soha senki sem kételkedhet. Ha a logiciz-
mus ezeket az ismereteket analitikusaknak tartja, akkor azt kell mondanunk,
hogy egyrészt analitikus és szintetikus megkiilonboztetése csak relativ, més-
részt pedig volt mér ra tobb eset, hogy logikai térvények (kizdrt harmadik)
igazsigat is kétségbevontdk. Tovabba, mint mir emlitettiik, a logicizmusnak
hatdrozott logika-koncepciéval kell rendelkeznie ahhoz, hogy a matematika
analiticitdsét kimutassa; de ha elvetjilkk ezt a logika-felfogast, akkor elvben
nem lehetetlen az, hogy mégha sikeriilne is a matematikat a logikéra vissza-
vezetni, ez nem jelentene mést, mint hogy a logikai térvények sem analiti-
kusak — Russell ezt el is ismerte, Ezek természetesen csak elvi lehet&ségek,
amelyek azonban azt mutatjak, hogy nem lehet a logikdban keresni a mate-
matika ,,alapjait’”’. Ha megalapozé ismereteknek nagyon egyszerti észlelési
itéleteket: tartunk, mint példdul Hilbert, akkor ismét csak azt mondhatjuk,
hogy nincs olyan észlelési itélet, amelyben ne kételkedhetnénk.

Az intuicionistdk vildgosan latjak, hogy ismeretek ismeretekre nem
alapozhaték, valahol ki kell jutni a megismerésiink koréb6l, s ezért egyfajta
tevékenységet vesznek fel a matematika tdmpilléréiil — tiszta tudati tevékeny-
séget. ,,A logika nem az a talaj, amelyen én éllok... — mondja Heyting.
— A logika csak olyasmi megalapozéiséra kellene, ami a matematikai elvek-
nél jéval zilaltabb és kevésbé direkt elveket tartalmaz. A matematikai konst-
rukciéknak azonban az ész szdméra olyan kozvetleneknek és eredményiik-
nek annyira vildgosaknak kell lennitk, hogy ne szoruljanak semmilyen meg-
alapozésra.”® De tarthat6-e az intuicionizmus doktrindja, lehetséges-e,
hogy a matematika megbizhatésdga tiszta tudati tevékenységen nyugodjik ?
Egyik ujabb filozéfiai jellegli cikkében Heyting maga is elismeri, hogy nem:
mikézben 6sszehasonlitja az 1930-as matematika-filozé6fiai helyzetet az 1960-
assal, megjegyzi: ,,Nem bizonyult intuitive vildgosnak, hogy intuitive mi
vildgos a matematikdban’’, majd bevezeti az ,,evidencia” cstkkend fokozati
skaldjat. 20

De kell-e egyiltalin a matematikai megismerés szdméra 4ltaldnos
megalapozds? Megitélésiink szerint, ha ez a megalapozds specidlis ismeretek
kivalasztdsit és abszolit bizonyossiggal valé felruhdzésat, vagy az intuicio-
nista ,,tudati 6nbizonyosség”-ot jelenti, akkor nem. Ha ez a megalapozis

# Heyting, A.: Id. md 14. o.
40 Heyting, A.: After Thirty Years. L.M.P.S. 195. o.
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azt célozza, hogy a matematikdt egyszer s mindenkorra megmentse az ellent-
mondasoktél, akkor nemesak hogy nem sziikséges, hanem nem is lehetséges,
hiszen ahogy Black megjegyzi,*! ez azt is jelentené, hogy a tudomény egy-
szerfien katalégussd degradalédott, hogy tovébbi valédi fejlédésre képtelen.

Ha azonban a matematika ismeretelméleti alapjai — természetesen
végsS soron — a térsadalmi gyakorlat, akkor ez az alap, a matematikai tudds
ezen végsé alapuetése, amelyb8l matematikai ismereteink bizonyossdga szér-
mazik, és amelyhez matematikai elméleteink bonyolult kozvetitéseken ke-
resztiil visszatérnek, nem biztosit, nem ad abszolit inkorrigibilitdst. bizo-
nyossa,got de nem is kovetel meg ilyet: csak relativ bmonyosségra van sziik-
sége, és ezt a matematika nyujtja is.

Ugy latszik, hogy filozéfiai kiindulépontunk a fent emlitett ellenvetés-
sel szemben megvedhetd 8 prébéltuk is korvonalazni azt a médot, ahogyan.
Eszrevehetd az is, hogy centrélis jelentSséglinek a matematikai megismerés
sajatossagainak filozéfiai, torténelmi és materialista elemzésekor a gyakor-
lathoz valé viszony problémajat tartjuk. Matematika és gyakorlat viszonya
nagyon sok sfkon felvethet§ problémas: itt e viszony egyik oldaldval, a mate-
matika praxisbél valé kialakuldsdval kapcsolatban szeretnénk néhiny meg-
jegyzést tenni. A viszonynak ez az oldala dont8 fontossagd, hiszen a ,,sziil§
vagy béba” probléma itt donthet§ el. Az apriorisztikus matematika-filozé-
fiak alapveté hib4ja, hogy nem tartjdk lehet6nek a matematika gyakorlat-
bél valé kialakuldsdt. Ha azonban feltételezziik, hogy matematikai tuddsunk
sziil§je torténetileg a gyakorlat, akkor lehet8ségiink van azoknak a koriil-
ményeknek az ismeretelméleti rekonstrukciéjara, amelyek kialakuldsdhoz
elvezettek. Hasonl6képpen: a matematika gyakorlati eredetét vallva, keres-
hetjitk azokat a koriilményeket, amelyek a matematikai objektumok kiala-
kuldsdhoz vezettek, megvizsgilhatjuk azokat a feltételeket, amelyek mellett
egy nyelv segitségével azek az objektumok tarsadalmilag rogzitédtek, s nem
utolsésorban materialista magyaridzatét kaphatjuk a matematika alkalmaz-
hatésagéinak is,

Nem vallalkozhatunk itt arra, hogy a matematika, mint sa]atos térsa-
dalmi objektivacié kialakuldsdnak ismeretelméleti rekqnstrukméjat adjuk,
hogy felvizoljuk azt a bonyolult, nagyszdmu kozvetitésen keresztiili folyama-
tot, amely a praxisbdl egy viszonylag 6nallé tudomany, az anyagi valésig
megismerésének egy nagyon sajatos moédja kialakuldsdhoz vezetett. Pusztin
csak egy példa elemzésén keresztiil utalni szeretnénk a térsadalmi praxist
alapul vev8 és ebbdl startolé ismeretelméleti rekonstrukeié egyik kozponti
problémijanak lehetséges megolddsdra. Mint Vajda Mihdly kimutatta,’?
rendkiviil fontos azoknak a koriilményeknek és feltételeknek szociolégiai és
ismeretelméleti jellemzése, amelyek a matematikai objektumok, a mate-
matikai ,,idealitdsok” szférdjanak kialakuldsdhoz vezettek. Ha az anyagi
valésagnak vannak olyan sajatossigai, ha taldlhaték olyan reldciék stb.,
amelyek a gyakorlatban megmutatkoznak és az emberi tudatban visszatiik-
rézédnek, akkor a matematikai objektumokat nem kell az emberiség szaméra
eleve adottaknak feltételezni, nem kell egy platéni realitisszférit posztu-
lilni matematikai ismereteink targyanak megmagyardzisira. Ha, bar nagyon
bonyolult médon, 4attételeken keresztiil, de a vildg mondott tula]donsagar

41 Black, M.: Id. md 3. o.
2Vajda M.: Zdrdjelbetett tudomdny (A husserli fenomenoldgia tudomdnyfelfogdsd-
nak bé’ralatahoz ). Kandiddtusi értekezés; kézirat.
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rogzitédnek meg ,,absztrakt’’ entitdsokként (elsGsorban egy nyelvben meg-
testesiilve), akkor nem kell a matematikai objektumokat pusztan az emberi
tudat termékének tartani, és a matematika interszubjektivitdsdnak megér-
zéséhez sem kell ad hoc feltételezéseket segitségiil hivni, hanem a matematikai
objektumok és az egész matematikai megismerés interszubjektivitisa az
anyagi vildg ilyen mennyiségi tulajdonsigainak objektivitasabdl kovetkezik.

A példa, amelyet az itt mondottak illusztrdlasara hozunk fel, a szdmok
mint ilyen tarsadalmilag rogzit6dott ,,absztrakt” entitdsok kialakuldsa. Isme-
retes, hogy a koéznapi gyakorlat mar igen primitiv fokon is megkovetelte a
szémoldst mint sikeres tevékenységet, hiszen a szamoldshoz gyakorlati érde-
kek fliz6dtek. A szdmolds, néprajzi tantsdg szerint, kezdetleges formaban
konkrét targyak halmazai kozotti ekvivalencia-teremtés mtivelete volt: egy
megszamlalandé és egy standard, de valtoztathaté szdmossaga halmaz (példaul
bevigisok egy fadarabban, kavicsok, szimolépélcikak stb.) ekvivalencia-
jénak megillapitisa. A gyakorlat fejlédése és kiszélesedése, f6leg az arucsere
és a kereskedelem kialakulasa, sziikségessé tette egy nem emberrdl emberre
valtoz6, hanem egy tarsadalmilag altaldnos és tarsadalmilag a nyelv segit-
ségével rogzitett standard kialakitasat, mintegy a gyakorlat sordn eléforduld
barmilyen lehetséges halmaz ,,egyenértékét’”’, a szamokat. A halmazok ko-
zotti ekvivalencia-teremtés gyakorlata sorin és segitségével a mar nyelvi
formaban rogzitett vagy félig-meddig rogzitett standard egyes elemeit, a
szdmokat felruhidztik bizonyos tulajdonsigokkal és bizonyos reldcidkba

allitottak, olyan tulajdonsidgokkal és olyan reldcidkba, amelyek a szamolé-
palcakkal, kavicsokkal stb. végzett sikeres tevékenységnek voltak az ered-
ményei. A szdmolds gyakorlata és e gyakorlat tarsadalmilag univerzalisss vé-
ldsa — a koznapi megismerésen beliil — kialakitotta az ,,absztrakt’ entitdsok
egy osztalyat, és tobbé-kevéshé meghatarozta azokat a ,,tulajdonsigokat’,

- amelyekkel ezen entitdsok rendelkeznek vagy rendelkezniiik kell ahhoz, hogy
a szamolépalcakkal végzett tevékenységhez hasonléan veliik is sikeresen lehes-
sen tevékenykedni, azaz a praktikus élet szituacidiban adekvatan lehessen
hasznalni &ket.

A matematika tudoménya, a szdmok tudoménya mint sajitos tarsa-
dalmi objektivécié a szellemi és fizikai munka megosztdsa idején kezd kiala-
- kulni, s ismeretelméletileg erre a folyamatra jellemz8, hogy az adott gyakor-
lati sziikséglettSl és szitudcidktél fiiggetleniil — mintegy 6nmagukért —
kezdik vizsgdlni a koznapi megismerés szférdjaban kialakult és a nyelvben
roégzit6dott ,,absztrakt’ entitdsokat (ilyesmi vagy ehhez hasonlé méar jelent-
kezett a babiloni aritmetikdban is). A matematika ténylegesen dezantropomorf
tarsadalmi objektivéciévd akkor vdlik, amikor kialakul és allandésul az
,absztrakt” entitdsok vizsgélatdnak és a réluk szdlé- dllitdsok igazoldsdnak
specifikus médja.

Az, amit iddig mondtunk, természetesen nem ismeretelméleti rekonst-
rukeié, hanem csak arra mutat, hogy miképpen lehetséges a matematikai
megismerés specifikumait, a matematikai objektumokat példaul, a tarsa-
dalmi gyakorlatbél kiindulva torténetileg értelmezni. A matematika késSbbi
fejlédése is csak a matematika kialakuldsa alapjan valik majd érthet6vé:
a matematikai nyelv és , konceptudlis séma’ térsadalmilag régzitédve, majd
egyik genericiérdl a mésikra oroklédve lehet8séget nydjt djabb és ujabb
,,absztrakt” entitdsok megvizsgildsira, illetve bevezetésére (dj ,,absztrakt’
entitdsok kialakitdsira természetesen nincs &ltaldnos recept; a kiilonb6zs
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médok koziil csak a mfiveletek Altalanositédsit, az absztrakciéval valé defi-
niciét és az analégidt emlitjiik meg mint a leggyakrabban haszniltakat). A
matematikai ismeretek viszonya a gyakorlathoz a fejl6dés sordn egyre koz-
vetettebb lesz, egyre szélesebb és tagabb koézvetitésrendszer segitségével
kapesolédnak a gyakorlathoz, de ezek a kozvetitések léteznek, és nemesak
a matematikdtll a gyakorlat felé, hanem forditva, a gyakorlattél a mate-
matika felé is. A matematikai gondolkodds végs8 soron nem a matematikusok
,,5zabad” tevékenysége, hanem hosszabb toérténeti tdvlatbdl tekintve tarsa-
dalmilag meghatarozott folyamat.

Vildgosan tudatdban vagyunk annak, hogy ezek a befejez8 megjegyzé-
sek nem megolddsai a matematika filozéfiai problémdinak, hanem csak ki-
indulépont egy ilyen megoldés felé. Megitélésiink szerint azonban a matema-
tika filozéfiai kérdéseinek térsadalmi, torténelmi aspektusbél valé megkoze-
litése — amelyben a dont6 mozzanatok a matematika gyakorlatbél vald ki-
alakuldsa és térsadalmi funkciéja, méds ismeretekhez, méis tudoményokhoz
valé viszonya, és ezeken a kozvetitéseken keresztiil a gyakorlathoz valé viszo-
nya — egy valéban materialista, a matematikai megismerés specifikumairél
szdmot adni tudé matematika-filozéfidnak elengedhetetlen feltétele.

O HEKOTOPbIX ®HJIOCOPCKUX BOIIPOCAX MATEMATHKU
Depeny Aampuxmep

ABTOp 06Cy)KAaeT U3 uI0COPCKMX BOMPOCOB MATEMATHKH, HMEIOINMX IEeHTPANBbHOE
SHaueHue; MpolJeMbl XapaKTepa MaTeMaTHYeCKUX 3HAHUH U MPUPOIABLI MATEMATHYECKHX 00beK-
TOB. B mepBoil yacTh craTbM KPUTHYECKU AHAIM3UDPYIOTCS munuuHeic Gyp)KyasHbie ¢uiocod-
CKHe KOHLEMIMH, BOSHUKIIME U3 CTPEMJIEHUS OTBETUTb HA INOCTaBJIEHHble BOHPOCHI: TaK, JIO-
TUIK3M, TOHUMAIOIUIT MaTeMaTUYEeCKOe 3HAHNE KAK AHAJIMTHYECKYIC AIIPUOPHOCTD; UHTYHLIM3M,
MOHMMAIOIMIT €10 KaK CUHTeTHYECKYI0 allPUOPHOCTL U T. M.: peajucTuuecKye (IU1aToHUYecKue),
HOMUHAJMCTYECKUe U KOHLENTYaJMCTHUeCKUe TPAKTOBKM MaTeMaTHyecKuxX o06bhekToB. Bo
BTOPOH UYaCTH CTaTbd TOBOPUTCSI O TOM, YTO THOCEOJIOI'MYECKHe U OHTOJOTMYecKHe Mpob-
JleMbl MaTeMATUKH MOXXHO peLIMTh JIMLIbL MMesl B BUAYy 00leCTBeHHble B3aUMOCBSA3H 3TOH HayKH
(e BOBHUKHOBEHHE, OTHOLIEHHUE K MPAKTHKE U K JAPYTrUM 00JIaCTsIM 3HAHUSI, €8 PaBUTHE U T. IL).

.

ON SOME PHILOSOPHICAL PROBLEMS OF MATHEMATICS
» by Ferenc Altrichter

Among the central questions in the philosophy of mathematics, the author deals
with the problems concerning the character of mathematical knowledge, and the nature
of mathematical objects. The first part of the paper gives a critical analysis of the typical
bourgeois philosophical conceptions which attempt to answer these questions. In res-
pect to the question of mathematical knowledge, logicism, which takes it to be analytic
a priori, intuitionism, considering it as synthetic a priori, etc. are examined; concernmg
the nature of mathematical objects, the author surveys the realist (Platonlstlc), nominal-
ist and conceptualist theories, etc. In the second part, the view is expounded, that only
when taking into consideration the social connections of mathematics (its rise, its relation
to practice and to other kinds of knowledge, its development, etc.) can the eplstemolo-
gical and ontological problems of this discipline be solved. .
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