A matematika helye a tudomanyok rendszerében

FENYO ISTVAN

1. Korunk egyik érdekes és talan jellegzetesnek is mondhat6 tudomanyos
jelensége a matematikai médszerek behatoldsa a legkiilonboz8bb szaktudo-
méanyokba. A tudomidnyoknak a mult szdzadban megindult gyors fejl6dése
napjainkban eddig sosem latott viharos, forradalmi lendiiletet vett, amely az.
egyes szaktudomanyok feladatkorének és problematikajanak b@viilésével és
vele kapcsolatban csaknem mindig matematikai moddszerek intenziv alkal-
mazasival jar. Vegyiik példdul a leggyorsabban fejl6d§ miiszaki teriiletet, a
hiraddstechnikat, mely a hagyoméanyos matematikai apparatuson kiviil a mate-
matika modern dgaira — a matematikai logikdra, az informéciéelméletre, az
operatorszamitasra, — is tAmaszkodik, vagy pedig az aero- és a hidrodinamikét,
mely a komplex fiiggvénytannak nemcsak klasszikus fejezeteit, hanem a
kvazianalitikus fiiggvényeknek az utébbi évtizedekben kidolgozott elméletét
is hasznositja. De olyan tudoméanyédgak, melyek a mitltban meglehetdsen
tavol 4lltak a matematika alkalmazasi kérét6l, mint a kémia, bioldgia, orvos-
tudomény, kozgazdasdgtudomany, nyelvtudomany, zenetudomany, fejlédésiik
folyamén kénytelenek mind tobb és tobb matematikai médszert felhasznélni.
Ma taldn kuriézumnak tiinik, de egészen bizonyosan holnap mar kéznapiva
valik, hogy a régészet vagy a filolégia egyes problémait matematikai médszerek
segitségével oldja meg.!

Marx mdar egy évszizaddal ezel§tt megallapitotta, hogy ,valamely
tudomény csak akkor volt igazan fejlett, ha mar a matematikdt vehette
igénybe’ 2 ‘

Marx maga is torekedett a politikai gazdasidgtannak altala felfedezett
tételeit matematikai formaba onteni és matematikai médszereket alkalmazni
a politikai gazdasigtanban. Kiilonosen a kapitalizmus periodikusan megismét-
16d6 valsagjelenségeit szerette volna valamilyen matematikai elmélettel is
leirni. Ismeretes, hogy e célbél élete végén elmélyiilt és alapos matematikai
tanulminyokat folytatott, ennek emlékét &6rzi az a tébb mint 900 oldalt
kitevl matematikai kézirata, mely hagyatékabdl keriilt ki.3

1 Gondolunk példaul arra, hogy az &si maya irdst a Szovjetiiniéban egy munka-
csoport, elektronikus szdmol6gép segitségével, meglepben rovid idé alatt megfejtette,
és ezzel a filologidnak és a régészetnek hatalmas szolgélatot tett. E csoport a SZUTA
szibériai osztalyanak az Sz. Szoboljev akadémikus (matematikus) vezetése alatt &ll6
matematikai intézetében végezte kutatésait.

2 Paul Lafargue: Visszaemlékezések Marxra. Marx: Valogatott Miivek. Szikra,
1948., 441. o.

3V6. Paul Labérenne: Les Mathématiques et le Marxisme, Les grands courants
de la pensée Mathématique. Paris. 1948. 378. o. Egyébként Marx e megjegyzéseit oroszra
leforditotték, és a Marx—Engels—ILenin Intézet gondozésdban kozreadtak. Szemelvény-
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2. A matematika fejlédése az elmult, mintegy 300 év alatt — bar sajitos
utakat kovetett — mégis elsGsorban a fizika és a csillagdszat fejlddésével 4llt
a legkozelebbi kapcsolatban. Ugyancsak a fizika, a csillagdszat és a miszaki
tudomédnyok képezték azt a teriiletet, amely a legnagyobb matematikai appa-
ratust igényelte (ez a helyzet még ma is fenndll). E torténelmi ,,szimbiézis”
az egyik oka annak, hogy sokan a matematikit a természettudomanyokhoz
soroljak. Hozzajarult ehhez, hogy a XVII—XIX. szdzad matematikusai koziil
sokan kivalé fizikusok is voltak. Gondoljunk példdul Newton, Laplace,
Lagrange, Gauss, Stokes munkdssigara. -

E szemléletnek gyakorlati, tudomanyszervezési konzekvenciai is voltak
és vannak. Szdmos orszdgban kozos, matematikai és fizikai tarsulatok, egye-
giilletek alakultak, sok tudoméanyos akadémiin a matematika és a természet-
tudoményok miivelése egy osztalyon beliil folyik. Magyarorszagon is, példdul,
a felszabadulasig matematikai és fizikai tarsulat, a Magyar Tudomanyos Aka-
démidnak pedig matematikai és természettudomanyi osztilya (III. osztaly)?
miiksdott v

E torténelmileg kialakult szemlélet sok szempontbdl karos volt a multban
és kéros ma is. A matematika alkalmazési korének nagymérvi kiterjedése,
kiilonosen a térsadalomtudoményok kiilonboz6 teriileteire, mind nyilvan-
valébbi tette e szemlélet tarthatatlansagat. A matematika fejlédése a XVIII.
sz. masodik felétdl, de kiillonosen a XIX. szdzadban mind jobban elszakadt a
fizika fejl6désétsl, és-6nallé utat folytatott.

Az a benyomésunk, hogy a matematikdnak a természettudomanyokhoz
val6 soroldsanak volt egy materialista — béar vulgadrmaterialista — magva is,
amely a matematikai fogalmak materidlis, anyagi eredetét volt hivatva kihang-
stulyozni. Taldn ennek reakciéjaként, mint valéban szélsGséges idealista fel-
fogas alakult ki a mualt szdzad kozepén az a nézet, amely a matematikit nem-
csak a fizikai talajtél, hanem barmilyen objektiv materidlis talajtél szerette
volna elszakitani. Utalunk itt Kronecker hires — vagy inkébb hirhedt — 4llas-
foglalasdra, mely szerint ,,az egész szamokat a joisten teremtette, minden
egyebet az emberi ész alkotott meg”. E felfogis szerint a matematika a filo-
z6fiai tudomanyokhoz sorolandé.

Mindenesetre lidtjuk: a matematikai tudomanyok besoroldsa a tudoma-
nyok rendszerébe valéban probléma, méghozza nem is 6ncéluan felvetett kér-
dés, hanem olyan, melynek megoldasa gyakorlati, kiilongsen tudoményszer-
vezési jelentGséggel bir.

3. Ahhoz, hogy a kérdést eldonthessiik, azt kell kézelebbrsl megvizs-
galnunk, hogy mi is voltaképpen a matematika targya, és miben all a matema-
tika moédszere. A tudoményok osztilyozasiban ti. az egyes tudoményéigak
tdrgydt és mddszerét vették mindig alapul. Kiilonésen a modern matematika

ként idézzilk Marx egy levelének részletét, amelyet Engelshez intézett 1873. méjus
31-én: ,, Az ligy a kovetkez6: te ismered azokat a téblézatokat, melyekben az arakat,
a diszkont kamatldbakat stb. az év stb. sorén térténd valtozdsukat emelkedé és siillyeds
cikcakkos vonallal ébrézoljak. Tobbszér megkiséreltem — a vélsagok elemzéséhez —
ezeket az emelkedd és siillyedé mozgésokat mint szabélytalan gorbéket kiszdmitani, és
azt hittem (és most is hiszem, hogy eléggé megrostélt anyaggal ez-lehetséges), hogy
ebbdl matematikai tton megéllapithatom a vélsagok f6 térvényeit. Mint mér mondottam
— Moore — a dolgot egyeldre keresztiilvihetetlennek tartja, és ezért elhatroztam, hogy
ideiglenesen felhagyok vele.”” Karl Marx—Friedrich Engels: Briefwechsel. Bd. IV. Berlin.
478. 0. 1426. sz. levél.
4 Ma Matematikai és Fizikai Tudoményok Osztélya miikodik.

716



tadrgyanak vizsgilata érdekes, mert hiszen ez az utébbi 50 —60 évben hatalmas
és egészen sajatszertt valtozdson ment keresztiil.

Bertrand Russellnek van egy sokat idézett, szellemesnek haté mondésa,
mely szerint ,,a matematikit Ggy hatdrozhatjuk meg, mint olyan térgyat,
amelyben sohasem tudjuk, mir8l beszéliink, sem azt, hogy az, amirél sz6 van,
igaz-e.”’5 Russell kétségkiviil a matematika rendkivil absztrakt voltara céloz,
mely miatt minden fogalma minden anyagisigtdl fiiggetlennek latszik. Csak-
hogy barmennyire is absztrakt fogalmakkal foglalkozik a matematika, nekiink
az a véleményiink, hogy B. Russell mondéasanak éppen a megforditottja igaz
(még ha nmem is hat olyan szellemesnek és frappansnak) a matematikdban
addig egyaltaldban semmirdl sem beszéliink, mig pontosan meg nem hatéroz-
tuk azt, amirél szé van, és nagyon is jél tudjuk -— mint ldtni fogjuk —, mi
egy matematikai igazsdg kritériuma.

A matematika egyik jellegzetessége a definicidk kiilonleges szerepében
jut kifejezésre. Ez egyuttal a matematika rendkiviil absztrakt voltdnak egyik
forrasa is. A kiviilallénak, de még a dolgok mélyére eléggé nem tekints szemléls
el§tt is Ugy tlinhet, mintha a matematikus a fogalmait a definiciékkal megal-
kotn4, megteremtené. A fizikus, a kémikus, a kozgazdasz vizsgilatdnak tér-
gyat azért definidlja és ugy definidlja, hogy osszefoglalja annak leglényegesebb
jegyeit, hogy jellemezze azt, amivel foglalkozni akar. De definiciéjaval korant-
sem akarja kimeriteni targyanak osszes tulajdonsigait, végtelen sok oldalét,
és ezt meg sem teheti. Természetesen a fizikus, a kémikus vagy a kozgazdasz
targyai léteztek akkor is, amikor ezek definiciéit még senki sem fogalmazta
meg, és nyilvdnvaléan nem a definicié alkotta meg ezeket. A fizika, kémia vagy
kozgazdasigtan targyainak vannak olyan tulajdonsédgai is, melyek a defini-
ciékban nincsenek benne, és a fizikus, a vegyész, vagy a kozgazdisz alkalom-
adtdn ezekkel szemben sem kozombos. Ezzel szemben a matematikus defi-
niciéi a definidlt dolog valamennyi tulajdonsidgénak forrdsai. Ezt ugy kell
érteni, hogy a definidlt fogalom valamennyi tulajdonsiga logikai — és csakis
logikai — folyomanya a definiciénak (és természetesen azon matematikai
rendszer axiémdinak, melyen beliil a definiciénak értelme van). A tulajdon-
sdgok megallapitasanal tehdt a matematikus semmi egyebet nem vesz figye-
lembe — a logikai torvényeken kiviil —, mint az illet rendszer axiém4it és a
szébanforgé fogalmak definiciéit. Ha a matematikus a korrdl beszél, mint
adott sikhoz tartoz6é olyan pontok halmazirdl, melyek egy adott ponttdl
egyenl§ tavolsdgnyira vannak, akkor ebben a kor valamennyi tulajdonsiga
benne van. A matematikus 4gy tesz, mintha e megfogalmazas el6tt nem is lett
volna kor, hiszen a koér tulajdonsigait logikai-deduktiv uton csak akkor 4lla-
pithatja meg, ha mar tudja, mi az. Ezt a tuddsit a definiciékbdl és az axi6-
mékbél meriti. De ha ez igy van, méarpedig ez igy van, akkor Kroneckernek
kellene igazat adni, aki szerint a matematikai vizsgalat minden targyat a
matematikus alkotja. _

Persze, Kroneckernek minden latszat ellenére sincsen igaza. Mert aki
csak a mai, mar kialakult matematika’bt, annak mai tdrgyat és moddszerét
tekinti, helyteleniil, antidialektikusan jar el, és figyelmen kiviil hagyja azokat
a torténelmi tényeket, amelyek alapjdn a mai matematlkaklfe]lédott Az ugyanis
igaz, hogy a mai matematikus a korén azon sikbeli pontok mértani helyet
akarja érteni, amelyeknek egy adott ponttdl valé tdvolsiga ugyanaz, és ezt

5 B. Russel: International Monthly. 1901., 89. o.
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meg is teheti, mert e definiciéban logikai 6nellentmondas nincsen. Amde hogy

_ a matematika ide juthatott, ahhoz az emberiségnek fel kellett taldlnia a kere-
ket, a korongot, és meg kellett ismernie a keréknek, ennek a nagyon is anyagi
dolognak szamtalan tulajdonsagit. A kovetkezs 1épés a kiornek mint a kerék
absztrakciéjdnak megalkotdsa volt, ami természetesen csak nagyon sok korong
és kerék elkészitése révén torténhetett meg. Még tovabbi 1épés volt a kor kép-
zetét anyagi tartalmatol elvilasztani és puszta formaként tekinteni.

Ugyanez vonatkozik a matematika tobbi fogalmara: ahhoz, hogy a
természetes (pozitiv egész) szdm fogalomhoz jusson az emberiség, Gseinknek
nagyon sok nydj adllomanyit kellett meghatarozniuk; ahhoz, hogy az ember
,;megalkothassa’ a raciondlis és még 4ltaldnosabban, a valés szdm fogalmit,
nagyon sok hosszisagmérést kellett elvégeznie. s amit most megallapitottunk
a matematika legegyszer(ibb fogalmaira, az a matematika szamos bonyolultabb
fogalomalkotéséra is vonatkozik. A differencidlhdnyados fogalmat az emberek
felfedezték (nem pedig megalkottak!) a természetben. De ahhoz, hogy e fel-
fedezést megtehessék, nagyon sok foldi és égi mozgist kellett megfigyelniiik
és elemezniiik. E megfigyelések talajan sziiletett meg a differencidlhdnyados
fogalma mint nagyon is realis dolgokhoz kapcsol6dé és az anyaggal szemben
egydaltaldban nem kozombos fogalom. Csaknem masfél évszézadon 4t alkal-
maztdk — mégpedig sikerrel — a differencidlhdnyadosnak ezt a szemlélethez
és tapasztalathoz kotott fogalmat, mignem megsziiletett az a differencialhé-
nyados-fogalom, melyet ma minden matematikus-didk az els§ szemeszterben
megtanul, és amely — éppen gy, mint minden mas matematikai fogalom —
mar elszakadt az anyagtoél és pusztan logikai definiciéként él tovabb.
Hasonlé térténete van a végtelen sor Osszege vagy a komplex szam

fogalménak is, habar ezeket a fogalmakat az ember nem kozvetleniil a termé-
szetbdl meritette, mint a kor, a sik, a differencidlhanyados fogalmat. De ezeket
is hosszd idén 4t hasznaltdk — mert haszndlni kelleft — anélkiil, hogy pontosan
tudtdk volna logikailag kifogdstalan definiciéikat. Csupan a XIX. sz. masodik
felében sikeriilt olyan logikailag helyes definiciét talalni, mely az addig hasz-
nalt fogalmakkal konformis. A matematikai fogalmak kialakuldsinak ez az
manyaghoz” vagy sziikségletekhez kotott folyamata ma is szemiink lattara
megy végbe, tehat a matematikdnak nemcsak legalapvetSbb, ,,leg8sibb” fogal-
maira érvényes megallapitds. Ennek bizonyitékdul csupdn egyetlen példat
kivdnunk megemliteni. Az elektrotechnikdban mintegy 40—50 évvel ezelStt
fontossé valt olyan folyamatok tanulmdnyozéisa, melyek egy pillanatnyi, igen
nagy fesziiltséglokés hatdsira jonnek létre. Az akkori matematikai apparatus
nem bizonyult alkalmasnak e folyamatok kvantitativ leirdsira. Ezért beve-
zették az un. ,,delta-fiiggvényt”, mely a pillanatnyi igen nagy impulzusok le-
{résdnak testére késziilt, és matematikailag — tehat logikailag — teljesen
megalapozatlan volt, amennyiben definiciéja logikai ellentmondast tartalma-
zott. Kideriilt, hogy a Dirac-féle delta a kvantummechanika kiépitésében is
nagy szerepet jatszik. Evtizedeken keresztiil hasznaltdk — megint, mert hasz-
nélni kellett — a delta-fiiggvényt mint heurisztikus segédeszkozt, és szinte
csak az utébbi években adtdk meg szabatos, logikai ellentmondéast nem tartal-
mazé definiciéjat Ggy, hogy az megfeleljen a hosszi elektrotechnikai és fizikai
tapasztalatoknak. Hs ekkor a matematikus eldobta, levalasztotta rdla az
anyagi hatteret, és e definiciéjaval ,,alkotta meg” a delta-fiiggvényt, mely
most]O ];naﬁr minden anyagi vonatkozéstél fiiggetleniil, mint puszta forma él
tovabb.
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E példdk alapjan mondottuk azt, hogy a matematikus ,dgy tesz,”
mintha definiciéival megalkotta volna vizsgalatanak targyat, holott ezek ere- -
detét az emberek tudatatél fliggetlen objektiv materialis dolgokban lelhet-

jik fel.

! 4. Fentiek utdn felmeriil a kovetkezs kérdés: miért ,,tesz ugy a mate-
matikus, mintha az anyagi tartalom irdnt k6z6mbds lenne ? Nem jar-e a mate-
matikus és a matematika helytelen titon, nem siillyed-e bele ,,az érzetek soro-
zaténak’ puszta ,,rendezésébe’’? Annal jogosabb feltenni ezt a kérdést, mert
bar, mint lattuk, a modern matematika szdmos fogalomalkotdsa mogott is
fel lehet lelni az anyagi valésagot és a tarsadalmi gyakorlatot, mégis, éppen a
modern matematika legtobb fogalomalkotdsa és elmélete annyira absztrakt,
hogy ezt a hatteret fellelni meglehetdsen nehéz. Az utébbi évtizedekben rend-
kiviili médon kiszélesedett a matematikai kutatas teriilete, és olyan fogalmak
kozti relacidkat is vizsgal, melyek nagyon tévolinak latszanak a szam, a pont,
az egyenes, a sik fogalmatél, st ezekre nem is vezethetSk vissza. Ma a mate-
matika alkalmazdsinak egyik centralis teriilete példdul a matematikai logika,
mely a tobbi kozott a kovetkeztetési médokat, az axiémarendszerek logikai
struktirajat vizsgilja, tehat mar eleve kozombss minden anyagi tartalom
irant. Megallapitasaink talan olyan kévetkeztetésre inspiralnak, hogy mig az
elmilt szazadokban a matematika a természettudomanyokkal volt legkozelebbi
kapesolatban (nem alkalmazisai, hanem fogalomalkotasai révén), addig a fej-
16dés iranya az, hogy a matematika a tudati formakkal foglalkozé tudoma-
nyokkal keriil, éppen targya és médszerei révén kozeli rokonsagba.

A matematikdnak az a feladata, és mindig is az volt, hogy — Engels
szavai szerint — a ,,vildg térformdit és mennyiségi viszonylatait’’¢ vizsgalja
és veliik foglalkozzék. Targya a valésagbdl absztrakeciéval nyert fogalmak, tehat
gondolati elemek. Engels, noha nem volt matematikus, zsenidlisan fogalmazta
meg a matematikanak ezt a funkeciéjat: ,,De hogy ezeket az alakokat és viszony-
latokat a maguk tisztasdgdban vizsgalhassuk, teljesen el kell vdlasztanunk tar-
talmuktdl és ezt mint k6zombost félre kell tenniink”7?; ,,A fejlédés egy bizonyos
fokén azonban, mint a gondolkodés valamennyi teriiletén, a valésdgos vilagbdl
absztrahalt torvények elvdlasztédnak a valdsdgos vildgtdl, vele mint 6nallé
valamik, mint kivilrdl jov6 torvények allittatnak szembe, amelyek szerint
a vilagnak igazodnia kell. Igy tortént a tarsadalomban és az llamban, igy és
nem masként alkalmazzdk utélag a vildgon a tiszta matematikat, barha éppen
ebbdl a vilagbdl kélesonozték ki, s a vilag 6sszetételi formainak csak egy részét
képezi — és éppen csakis emiatt alkalmazhaté egyaltalaban’’.8

A matematikus vizsgalati tirgya a vald vilagbél ered, ebbdl szarmazik
absztrakei6 révén. De a fejlédés bizonyos pontjin az anyagi tartalmat mint
kozomboset félretolja, és csupdn az absztrakt fogalmakat és a reldcidkat
vizsgalja, megfosztva Sket konkrét anyagi tartalmuktél és mindségi sajitos-
sagaiktél. Ez a mai matematika feladata is. Az anyagi eredete az oka alkalmaz-
hatésdganak, absztrakt, anyagi tartalmatol megfosztott voltaban rejlik nagy
altaldnossiga. A fejlédés soran a matematika tehdt nem tér el eredeti feladata-
t6l, nem ,kozeledik” a tudat mozgisformaival foglalkozé tudomanyokhoz
hanem egyenesen feladata, tarsadalmi funkcibja, a térformak és mennyiségi

¢ . Engels: Anti-Diihring. Idegennyelv{i kiadé, Moszkva, 1947., 57. o.
7 Engels: i. m. 57. o. .
8 F. Engels: i. m. 58. o.,
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viszonyok kozti objektiv torvényszer(iségeket minél altaldnosabban vizsgalni
és feltarni. Azt mar lattuk, hogy a matematika fogalmai, ha néha kozvetve is,
sajatos médon a valésidgot tikrozik. De ugyancsak a valésdgot tiikrozik a
matematika mddszerei is. A logikai, deduktiv kivetkeztetések a dolgok kozti
tényleges kapesolatokat tiikrozik, olyan kapcsolatokat, melyeket az emberek
a torténelem soran ezerszer és ezerszer kiprébaltak és a tapasztalatban meg-
vizsgaltak.

Ebben 4ll magyarazata annak a jelenségnek, amelybél kiindultunk, hogy
a matematikai mddszerek egyre inkabb behatolnak a legkiilonb6z6bb szak-
teriiletekre. Azzal, hogy a differencidlhanyados fogalma megszabadult az
anyagi pont sebességének képzetétol, lehetségessé valt, hogy e fogalmat fel-
hasznalhassuk, példaul, a lokalis siiriség jellemzésére, vagy amikor a miivelet
fogalma megszabadult a csupdn szamok kozti mfiveletek fogalmétél, valt
lehetségessé a kovetkeztetési médok formalizalasa és matematikai kontosben
val6 kifejezése. J6! tudjuk, hogy a matematikai logika rendkiviil absztrakt
nyelve, mely a régen a szdmok koézti miiveletek leirasira készilt formaliz-
musbdl fejlodott, ma, a toébbi kézott, a bonyolult elektromos rendszerek aram-

-kori elméletének egyik leghathatdésabb eszkozévé valt. Ugyanez a helyzet a
véletlen jelenségek mennyiségi viszonyait kifejezd valészintiség fogalmaval is.
Amint ez megszabadult az an. , klasszikus jatékok” képzetétdl, és megmaradt
a pusztan absztrakt valészintiség fogalma, attdl fogva valt e diszciplina a ter-
meléstervezés, a bioldgia, a kémia stb. hathatds segitGtarsava.

Azzal, hogy a matematika eltekint az anyagi hattértdl, és a dolgok
puszta formait és a koztiikk érvényes puszta viszonylatokat vizsgalja, kiemeli
és megallapitja a legtdvolabbess dolgok k6zos tulajdonsigat. E kozos tulajdon-
sagok felismerését a szemlélet nagyon gatolja, ezeket csakis a dolgok koézotti
mélyebb és csak a racionalis gondolkodas segitségével felismerhetd Ossze-
fiiggések hozhatjik felszinre. Es ez az oka annak, hogy a matematikdnak el
kell tekintenie az anyagi hattértdl és ezt mint az & szempontjabél kézémbsset
félre kell tennie. Csak ezzel a moédszerrel allapithatjuk meg, hogy megismeré-
siink dltaldban mennyiben tdmaszkodhat a szemléletre és mennyiben van
szitksége a mélyebb Osszefiiggések racionalis feltarasara.

Tévoli dolgok szemléletesen fel nem ismerhet6 kozos tulajdonsigai
objektiv tulajdonsidgok, melyek felszinrehozasa a vildg megismerésének fontos
része. Hogy e szemléletiinkben eltakart objektiv tulajdonsigokat felszinre
hozhassuk, a matematikdnak el kell tekintenie a fogalmak konkrét anyagi
hatterétol, csak ezaltal valik lehetdvé, hogy az anyagi hattér altaldnos oldalai
keriilhessenek elGtérbe. Az egyes anyagi folyamatok matematikai leirdsabdl
szarmazé fogalomalkotds, majd e fogalmak elszakitdsa a konkrét anyagi
‘hattértdl, adja a fenti objektiv dltaldnos sajatsigok felismerésének dialektikus
utjat. ‘

5. Ramutattunk mér a matematika néhdny sajitos jellemvondséra.
Erdemes most azt is megvizsgélni: milyen rokontulajdonsigokat mutat
a matematika a tobbi tudoménnyal, és miben tér el tdliik. ElsS pillanatra a
rendkiviil absztrakt jelleg 6tlik szembe, ami olyan foki, hogy énmagaban is
a t6bbi tudomanytdl eltérs karaktert kolesondz a matematikanak. Persze, az

_absztrakcié nem a matematika privilégiuma. Minden tudomény absztrakeik-
kal dolgozik; ha a vegyész példaul kénrél beszél, akkor ezen olyan anyagot ért,
amelynek minden atomja kénatom. Ilyen a valésigban nincsen, a vildgon
minden, amit kénnek tekintiink, az absztrakt kémiai kén fogalmat jobban vagy
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kevésbé jol kozeliti meg. A fizikus tomegpontja szintén absztrakeid, melyet
a testek, bizonyos koriilmények kozott, jobban vagy kevésbé jol megkozeli-
tenek. Hasonlé a helyzet a tdrsadalomtudomanyoknal is. De az absztrakei6
tekintetében a matematika és kiilonosen a modern matematika t6bb ponton
eltér a tobbi tudomany absztrakt fogalmaitol.

ElSszor is a matematika nagymértékben foglalkozik mér absztrakt
fogalmak absztrakeidival és altalanositdsaival, szemben a természet- és a tar-
sadalomtudoményokkal, melyek csaknem mindig Un. primer absztrakciékkal
foglalkoznak, tehdt olyan fogalmakkal, melyek kozvetlen tiikrozédései anyagi
vagy tarsadalmi folyamatoknak. A magasabbremdii absztrakcidk a torténelem
folyamén fejlédtek ki. A matematikai alapfogalmak — mint az egész szam
vagy a pont, egyenes, sik, gomb, ktipszeletek, a haromdimenzids tér stb. — még
nem ilyenek, mert a mogottiik levé anyagi valésidg még konnyen felismerhet6.
Ezzel szemben példaul a haromnal magasabb dimenzids terek vagy, még tovabb
menve, a Hilbert-, a Banach-terek fogalmai sok-sok fogalom altalanositésa
révén keletkeztek. Eppen a matematika sokrétii alkalmazisai bizonyitjak,
hogy ezek a bonyolult, magasabb fokt absztrakeidk valésagos, anyagi viszony-
- latok 4ltaldnos tiikréz6dései. A matematika fejlédésének legutébbi szakaszé-

ban valtak ezek a magasabb rendii absztrakcién alapulé elméletek dontd
jelentéségliekké. Ezeket tehat nem kozvetleniil a valésdgbél meritettiik
. (megint ellentétben a legtobb tudomannyal), hanem ezek mar kialakult fogal-
mak és elméletek alapjan jottek létre, az emberi elme alkoté tevékenysége
révén. — (Meg kell jegyezniink, hogy ,,magasabb rendii absztrakciékkal
a matematikdn kivill, mds tudomdnyokban is taldlkozunk, elsdsorban az
elméleti fizikdban. Ezek azonban messze nem annyira absztraktak, mint
a matematikanak, kiilonosen a legut6bbi id6kben felfedezett és ma méar nagyon
fontos szerepet jatszé fogalmai). A méar meglevé elméleteket és fogalmakat
sokféleképpen lehet altalanositani és tovabb absztrahalni, és ezek tdlnyomé
tobbsége a matematikan beliil érdekes és értékes is. Ezek az altalanositdsok és
absztrakeiék a modern matematikdban kiilonosen fontosak. A mai matematika
az egyik feladatanak éppen a valésigos lehetséges formainak meghatarozisat
és kutatasit tekinti. Mésodszor: a t6bbi tudoméanyokat elsdsorban az érdekli,
hogy absztrakt fogalmai mennyire felelnek meg a jelenségek tetszleges, de
meghatarozott korének. S8t, a tobbi tudomanynak egyik legfontosabb fel-
adata megallapitani, hogy a mér kialakult fogalmi rendszer milyen esetekben
alkalmazhaté a valésigra, tovabbé a kialakitott elméleteknek mi a valdsdgra
vonatkoztatott érvényességi hatdra. A Newton-féle térvényekben bizonyos
jelenségek absztrakt képe Olt testet, és a fizika fontos feladata volt meg-
vizsgalni, hogy a Newton-féle torvények milyen koérilmények kozott és
milyen hatarok kozott alkalmazhatdk és érvényesek kisebb-nagyobb hibdva-.
Ezzel szemben a matematika az altaldnos tulajdonsdgokat tanulményozza el-
vonatkoztatva a konkrét jelenségtdl, s ezért magukat az absztraktcids rendl
szereket vizsgalja a maguk absztrakt 4ltaldnossagaban, tekintet nélkiil arra,
hogy ezek milyen hatdrok kozétt alkalmazhaték az egyes konkrét jelenségekre.
Jellegzetes tehit a matematikara az, hogy absztrakeidit sajitos médon abszo-
latnak tekinti.

Minden tudomany prébakéve a gyakorlat, az igazsdg kritériuma a gyakor-
lattal val6 6sszehasonlitds. A matematikédn belil ezzel szemben az igaz az, ami
az axiémék logikai kovetkezménye. Egy matematikai elmélet matematikdn
beluli igazsdgdnak prébakéve nem. a kozvetlen gyakorlat. Az euklidészi, a

721



Bolyai-Lobacsevszkij-féle és a Riemann-geometridk mindegyike matematikai-
lag igaz, fiiggetleniil attél, hogy a valdsdgos materialis viszonyokat melyik
tikrozi. Ez egyik leglényegesebb megkiilonboztetd jegye a matematikanak
a t6bbi tudominyagtol.

Kétféle igazsag persze nincsen; nincsen igazsag a szonak materialista
- értelmezése szerint és egy ett6l kiilonbozd ,,matematikai’ igazsdg. Valamely
matematikai diszeiplina igaz, ha az az objektiv valésigot helyesen tiikrozi.
A matematikan beliill azonban ,,igaznak’ neveziink egy allitdst, ha az logikai
kovetkezménye a kiinduldsi axiéméknak és definicicknak, fiiggetleniil attél,
hogy az az objektiv valésigot hiven tiikrozi-e vagy sem. Voltaképpen erre
— a matematikan beliil hasznalt ,,igazsig” fogalomra — més szét kellene
hasznalni. Hogy ezt mégsem tessziik, annak els6sorban torténelmi okai vannak.
A széhasznalat, a terminus technicus zavart és félreértést mégsem okoz, ha
a matematikan belil maradunk (és ezt kell6képpen ki is hangstlyozzuk). Nem
a matematika feladata ti. megallapitani valamilyen matematikai elméletrsl
hogy az az objektiv anyagi viszonyokat hiien tiikkrozi-e vagy sem (vagyis ol
donteni azt, hogy valamely matematikai elmélet igaz-e vagy sem, a sz6 eredeti
értelme szerint). Hogy az el6bbi példanal maradjunk, a matematika megalla-
pitotta, hogy az objektiv, valdsagos tér lehetséges geometriai struktirii az
euklidészi, a Bolyai-Lobacsevszkij-féle és Riemann-geometridkban nyernek
kifejezést. De hogy ezek koziil melyik titkrozi a valdsdgos viszonyokat, annak
eldontése mar kiviil esik a matematika korén. Vannak kétségkiviil matematikai
elméletek, amelyek nem tiikroznek, pontosabban: nem helyesen tikréznek
valésdgos anyagi viszonyokat, ezért a valésdgos, materidlis viszonyok szem-
8z0gébdl a kiilonboz6 matematikai elméleteknek az értéke is kiilonb6zé. De
ennek a kutatdsa nem a matematika feladata. (Egyébként is: a matematikai
elméleteknek a gyakorlathoz valé viszonya bonyolult kérdés, melynek targya-
laga nem e cikk keretébe tartozik.)

Hogy a matematika az absztrakeiét abszolitnak tekinti, azt jelenti, hogy
a valésdg formait és mennyiségi viszonyait tiszta alakjukban, tartalmuktol
elvilasztva vizsgdlja. Tehat a matematika targyai, e felfogis szerint, tiszta
formak és relacidk. Csakhogy tartalomtél fiiggetlen tiszta formak és viszonyok
nem léteznek. A matematika dllandéan azt teszi, hogy a format elvalasztja a
tartalomtol, és ebben litjuk a matematika egyik leglényegesebb dialektikus
ellentmondésat és a megismerés folyamataban levé altaldnos ellentmondésnak
a matematikara torténd vetiiletét. _

A tartalom és a forma kozotti ellentmondas a matematika fejlédésének
leglényegesebb mozgatdereje ma is, és volt a miltban is. A tartalom és a forma
kozti dialektikus ellentmondds megolddsa és Gjbdli felbukkanssa jelenti egy-
részt a matematika tartalminak allandé és kiilondsen az utébbi évtizedekben
bekovetkezett nagymérvii kiszélesedését, masrészt fejleszti és eldremozditja
a megismerést, azt mmdlg pontosabbé és megbizhatébbé teszi.

Ez az alapveto ellentmondas biztositja azt, hogy a matematika absztraks
vizsgélati targya és szigordan deduktiv médszere ellenére is igazi tudoméany
marad abban az értelemben, hogy az objektiv val6sdgot tiikrozi, és pozitiv
mdédon, habir néha nagyon is kézvetett dton, visszahat a valésdgra. Nem
siillyed tehdt le az intellektudlis jatékok szinvonaldra és nem tolti be, mondjuk,
a sakkjaték szerepét. A sakkozas maga is bizonyos axiémékon (jatékszabalyo-
kon) épiil, kovetkeztetései csakis ezekre tamaszkodnak, de hogy nem tudomény,
az éppen az el6bbi ellentmondas hidnydn mulik.
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A forma és a tartalom ellentmondésa, bar jellemzé a matematikéra,
mégis egyuttal egyik OsszekotSje a tobbi tudoménnyal. A matematika is ti.,
mint minden tudomény, a természeti vagy a tarsadalmi valésighoz, az emberi
szitkségletekhez fordult fogalmi kérének bévitése érdekében.

E megéllapitdsunk magdban foglalja azt, hogy a matematikidban is
érvényesill az indukei6 és a dedukeié dialektikus egysége. Az indukci6 és a
dedukei6 egysége nemesak a matematika fogalmi kérének bdviilésében, hanem
a matematikdn beliil is testet 6lt; fogalmi és megéllapitési kore gazdagodasdnak
egyik rugéja. Hogy ez konkréten milyen médon érvényesiil, azzal e helyen nem
foglalkozunk, mert messze til vezetne a cimben megadott témanal.

6. A matematika helyét illet6en most mar a kovetkezlket szlirhetjiik
le az el6z8ek alapjan. A matematika nem természettudomdny, mert bar targya
teljes mértékben redlis anyag, azt minden konkrét tartalmitél és min8ségi
sajatossagatol elvonatkoztatva vizsgalja. Igaz ugyan, hogy a matematika
szamos fogalma a természettudoményos vizsgdlat targyainak absztrakcidja-
ként jott létre (gondoljunk az elemi geometria, a differencidlhdnyados, az
integral, a differencidlegyenlet alapfogalmaira stb), de fogalmait jérészt nem
a természetbll meritette. A negativ szdm példdul az addssag kifejezésére jotb
létre, a mértani sorra a kamatszdmitds és az tn. ,,politikai szdmtan’’ kapesin
bukkantak s i. t.

A marxizmus klasszikusai sem tekintették soha a matematikat természet-
tudomanynak. Engels példdul a kovetkezdt irja: “Csak a matematikdban
— ebben az elvont tudomanyban, mely gondolati dolgokkal foglalkozik (kiemelés
t6lem, F. I.), barmennyire a valGsig tiikroz6dései ezek — van helyén az elvont
azonossig és ennek a kiilonbozdségekkel vals ellentéte, de itt is folytonosan
feloldédik.””® Engels megéllapitdsa szerint is a matematika: bizonyos gondolati
dolgokkal foglalkozé tudomdny, tehdt nem természettudomany. Az Anti-
Diihring 1885-6s kiaddsdhoz irt el@szavdban pedig a kovetkezbket irja:
»»A természet dialektikus és egyben materialista felfogdsihoz azonban ismerni
kell a matematikat és a természettudomanyt. Marx alapos matematikus volt,
de a természettudoményokat csak részletekben . .. tudtuk figyelemmel kisér-
ni... Londonban ... egy teljes matematikai és természettudoményi. . .
»vedlésen” estem at...”"10 (kiemelések télem, F. I.). Kovetkezetesen meg-
kiillonbozteti tehdt a matematikdt a természettudominyoktél, ez a meg-
kiilonboztetés kovetkezetesen végigvonul az egész Anti-Diihringen.

De ugyanakkor természetesen a matematika nem sorolhaté a tarsadalom-
tudomanyi 4gak kozé sem. Igaz ugyan, hogy a matematika szdmos fogalma
a tarsadalmi jelenségekbél sarjadt, de sem tdrgya, sem pedig médszere nem
azonos a tarsadalomtudoményok céljaval és médszerével. Hogy a matematika
nem sorolhaté a tarsadalmi tudomanyok kozé, kivilaglik abbdl is, hogy meg-
allapitédsai a tdrsadalmi viszonyoktdl fiiggetlenek (béar kialakuldsukra sokszor
nagyon is hatottak a tdrsadalmi tényezdk). A halmazelmélet, de kiilondsen a
matematikai logika, a matematikdt kozeli kapcsolatba hozza a filozéfiai
tudoményokkal. E kozeli kapesolat azonban nem indokolhatja a matematikdnak
a filozéfiai tudomdnyok koézé valé soroldsdt, annal kevéshé, mert itt matema-
tikai médszerek alkalmazdsairél van szé a logikdban.

® Engels: A természet dialektik4ja. Szikra, 1952., 224. o.
10 Engels: Anti-Diihring. Id. kiad., 15. o.
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fgy tehat a matematika a tudoményok kiilon kategéridjat képezi, mely
fogalmait mind a tarsadalmi jelenségekbdl, mind pedig a természetbdl ab-
sztrakeiéval alkotja meg. Alkalmazasi kore pedig a legkiilonboz8bb tudo-
méanyokra terjed ki, és azoknak a tudomanyigaknak a szdma, melyekben
matematikai mddszereket hasznositanak, naprél-napra névekszik.

Ami napjainkban a szemiink lattira végbemend fejl6dést illeti, meg-
figyelhetjiik, hogy a matematika elsGsorban mint mddszer keriil el8térbe,
ellentétben a multtal, amikor a dolognak az az oldala, amit elméletnek neve-
ziink, jatszotta a nagyobb szerepet. Kiilonosen az 1] alkalmazasi teriileteken
— mint a kozgazdasigtan, a nyelvészet, a régészet, az orvostudomany és a bio-
l6gia teriiletén — szembet{ing ez a jelenség. A kibernetika megjelenése, méd-
szertandnak fejlédése még inkdbb aldhizza allitdsunkat.

Ma a tudominyokat tdrgyuk szerint hirom nagy csoportra osztjik:
természettudomanyokra, filozéfiai és tarsadalmi tudomanyokra. A dialektikus
materializmus nem valasztja szét mereven a természetet és a tarsadalmat,
ezért a tudomanyoknak merev csoportokra osztdsa (mint ahogyan azt Rickert
és Windelband teszik) indokolatlan és idealista felfogds. Minden tudomdny
ugyanannak az objektiv valésdgnak més és mas oldalat vizsgilja, ezért a tudo-
ményok kiillénbozbségei nem abszolat, hanem viszonylagos jellegliek. Koz-
ismert, hogy Marx az Okonomische-philosophische Manuskripte!l-ben a tudo-
many egységét hangsilyozza — egy tudomény lesz, mely mind az emberrdl,
mind a természetrdl sz6l6 ismereteket magiban foglalja. Ugyane gondolatot
olvashatjuk a Deutsche Ideologieban!? is. A matematika, mint lattuk, a ter-
mészettudomanyok és a tarsadalomtudomanyok kozété foglal helyet, és alkal-
mazdasi kére — akdr mint médszer, akdr mint elmélet — mindkét tudomany-
csoportra kiterjed, és mind nagyobb szerepet kap. Ugy latjuk, hogy e jelenség
is része annak az altalanos processzusnak, melyet Marx t6bb mint szaz évvel
ezelStt olyan zsenidlisan megjovendslt.

MECTO MATEMATHMKH B CHUCTEME HAVK

Huimean Dené

B BBefeHMH CTaThbU aBTOP aHAJM3UPYET XapAKTEPHble YePTHl Pa3BUTHSI MaTeMATHKHU B
HAuIM HK ¥ ee OTHOLIEHHE K OCTaJLHBIM HayKam. OH I0JUepKHBaeT TEOPETHYECKOE H MPAKTH-
Jeckoe (OpraHMsalusi HayK) 3HaueHHe BEISICHEHMSI 3TOr0 BOIPOCA.

ABTOD JaeT aHaNK3 CBOHCTBEHHOT'0 XapaKTepa MaTeMaTHUeCKOi aGCTpakuuy U MPUYHHEBL
ee passuTusi. OH yCTaHABJIMBAET, YTO MATEMATHYECKHE A0CTPaKIMH, KAK M a0CTPaKLMK BCSKOH
HAayKH, 00001aI0T ONBIT MHOTMX TOKOJIeHUi, 0HAKO MaTeMaTHKa OIIePUPYeT TaKKe C «aber-
PaKUMAMA BbICIIErO HOPSAKA», T. €. TAKMMH MOHSITUSIMU, KOTOpHIe SBJISIOTCS YiKe AanbHeimme
abCTpaKuusIMU a0CTPAKTHBIX NMOHATUH. M3 3TOro Clenyer, 4yto B MaTeMATHKE MOHsTUHE Redu-
HULMN OTJAMYAETCS OT AedUHULMN, MPUHUMAaeMbIX B APYIUX HayKax, U €ro pojb 0oJjiee UEHT-
paibHa. .

B crarbe yCTaHABIMBAETCS, UTO MPOUCXOXKAEHME MaTeMaTHYeCKUX aberpaxiuit o6Ha-
PY>XUBaeTCsl B JAeiiCTBUTENLHOM MUpE, a He TOJILKO B NPHPOAe, HO 1 B oOmectBe. CorjacHo
3TOMY, MaTeMaTHUKA TeCHO CBJI3aHA C eCTeCTBEHHHIMU HAYKaMH, HO OHA MMeeT M y3KHe CHollle-
HHUSI C 001eCTBEHHBIMU HAYKaMU, U 1a)Ke, BCJIeJCTBHE ee HOBellliero pasBrTHsI (MaTeMaTHYeCKast
JI0rUKa) ¢ GUI0COPCKUMH HAYKAMU He TOJbKO HaCYeT MCTOPUYECKOTO PA3BUTHS, @ TAK)Ke B
OTHOUIeHUU BuIGOpA TpegMerTa.

11 Marx—Engels Gesamtausgabe (MEGA) IIL. kot. 123. o.
2ZMEGA V. két. 567. o.
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ABTOp NpUXOANT K BBIBOJY, UTO MaTeMaTHKa 3aHMMAeT 0C000e MECTO B CHCTeMe HAyK:
OHA He NPUHAMJIEIKUT K YUCIY €CTECTBEHHBIX HAYK, HO HEJIb3s1 €€ OTHOCUTh U K Guiocopckum u
0o0uiecTBeHHbLIM HaykaMm. COBPEMeHHAsl MaTeMATHKA CTPEMHUTCs BeIpabaTeiBaTh 06ILME MeTOMbI
YMO3AKJII0UEHHs], KOTOPble MOTYT NPHMEHSTHCS KaK B €CTECTBEHHBIX TaK H B QUI0COQCK hX H
OO0IECTBEHHBIX HAYKaX.

THE PLACE OF MATHEMATICS IN THE SYSTEM OF SCIENCES

Istwan Fenyé

By way of introduction, the article analyses the characteristic features of the
development of mathematics in our age, and its relations to the other branches of science.
It is pointed out that the solution of this question is of great importance both from the
point of view of theory and that of practice (in the organization of science).

The article examines the specific character of mathematical abstraction and the
causes of its development. It is stated that mathematical abstractions, like the abstrac-
tions of any other kind of science, generalize the experience of many generations, but
mathematics deals also with abstractions of a superior level”, i.e. with concepts that
are further abstractions of abstract ideas. That is why the concept of definition has
another meaning within the scope of mathematics, and a role much more concentrated,
too, than in other branches of science.

The author of the article states that the origin of mathematical abstractions can
be found in reality, not only in nature, but also in society. Thus, mathematics is closely
connected with natural sciences, but it is also in close connection with social sciences,
and, through its recent development (mathematical logic), even with philosophical
sciences, not only from the point of view of historical development, but also concerning
the choice of its subjects.

In conclusion, the article states that mathematics has a specific place in the
system of sciences: it does not belong either to natural or to philosophical and social
sciences. Contemporary mathematics endeavours to elaborate meethods of general
induction employed both in natural sciences and in social and philosophical sciences.

8 Magyar Filozoéfiai Szemle 725
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