A variancia-meghatarozas hibai kilonbodzo tipusu
valoszinisegeloszlasoknall

STEINER FERENC2

A variancia (az L"-norma minimalis értékének négyzete, azaz a szorasnégyzet) a klasszikus statisztika egyik
alapmennyisége, ezért meghatarozasi hibainak az ismerete minél tébb hibaeloszlas-tipusra vonatkozban alapvetd
fontossagl. Kulonodsen igaz ez a klasszikus geostatisztikara, ahol a varianciaval definialt (altaldban y(h)-valjelélt,
szemivariogramnak is nevezett) variogramfundamentalis szerepetjatszik.

Ha a szorast (oVARt) valasztjuk a VAR-ral jel6lt variancia meghatarozasi hibdjanak a jellemzésére, nagy n

mintaelemszamoknal ezt egyszer(ien szamithatjuk <VAR =AVARI4n -ként, mivel a varianciak Avar aszimptotikus

szérasat a klasszikus statisztika (a negyedik momentum segitségével) szintén egyszer(iformulaval adja meg. E dol-
gozatban azonban fény deril arra, hogy Avar értéke aféldtudomanyok hibaeloszlasainak kb. csak egynegyedére
véges, és végtelen értékl az irodalom szerint a geostatisztikdban leggyakrabban varhaté eloszlastipusra is.
Eszerint a (szerencsére csak latszélagos) ellentmondas szerint a y(h) variogramgérbe pontjainak szamitasanal az
esetek tobbségében olyan nagy hibaval szembesiliink, amely mar a szamitasi eredmény realitdsanak a kérdését is
felveti.

A jelen dolgozat kimutatja, hogy ha a sz6rés helyett a variancidk hibait interszextilis félterjedelmukkel mérjik,
minden olyan tipusra teljestilének talaljuk a nagy szamok torvényét (azaz a hiba az n mintaelemszam ndvelésekor
csokken), amelyre a variancianak maganak véges az értéke.

F. Steiner: Errors of the variance-determinations for different parent distribution types

As the variance (the square of the minimum L”-norm, i.e., the square of the scatter) is one of the basic charac-
teristics of the conventional statistics, it is ofpractical importance to know the errors of its determination for dif-
ferent parent distribution types. This statement is outstandingly validfor the geostatistics because the y(h) vario-
gram (called also as semi-variogram) is defined as the halfvariance of some quantity difference (e.g. difference of
ore concentrations infunction ofthe h distance of the measuring points) and this y(h)-curve plays a basic role in

the classical geostatistics.
| f the scatter (0VAR is chosen to characterise the determination uncertainties of the variance (denoted the latter

by VAR), this can be easily calculated as the quotient AyAR/*Jn (ifthe number n of the elements in the sample is

large enough); for the so-called asymptotic scatter Avar a simpleformula is known (containing thefourth moment).
The present paper shows that the Avar hasfinite value unfortunately onlyfor about a quarter of distribution types
occurring in the earth sciences, it must be especially accentuated that Avar has infinite valuefor that distribution

type which mostfrequently occurs in the geostatistics.

It is proven by the present paper that the law of large numbers is always fulfilled (i.e., the error always de-
creases if n increases) for the error-determinations if the semi-intersextile range is accepted (instead of the scat-
ter); the single (quite natural) condition is the existence of the theoretical variancefor the parent distribution.

1. Bevezetés

A mult szdzad kozepén dél-afrikai aranybanyak készlet-
szamitasara KRIGE szakmai (elsésorban banyasz-) kérok-
ben nagy visszhangot kivaltd, szellemes eljarast vezetett le
valdszin(iségelméleti alapon a sziikségképpen csak diszkrét
pontokban ismert érckoncentracié-értékek interpolalasara.
Az Uj médszert elméletileg is tanulmanyoztak (ill. megala-
poztak), valamint gyakorlatilag is tovabbfejlesztették
(el6bbire  Matheron [1965], utobbira Journarl,
HUiJBREGTS [1978] szolgélhat példaként); a Iétrejott ered-
mény a klasszikus geostatisztika gerincének tekinthet6.

Az ezen a szakteriileten dolgozék aligha igénylik a
maodszer ismertetését; tobbi olvasomnak legyen szabad
tankényvemet [Steiner 1990] ajanlanom, ahol magyar
nyelven az eljaras ismertetése (valészinliségelméleti leve-
zetéssel és egy példa részletes bemutatdsaval egyitt)
megtalalhat6. Ebbdl kiderll, hogy a krigelés kulcsfogal-
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ma a (szemivariogramnak is nevezett) variogram, amely-
nek definicidja:

y(h) =1vAR\z(x)-Z (i +h)\, @

ahol Z a (pl. térbelileg) interpolalandé jellemz6 mennyiség
(érctartalom vagy egyéb), az x -tartomany a vizsgalt térrészt
definialja, a szogletes zardjelben pedig azon pontparokra
vonatkozd jellemz6 mennyiségek értékkiilonbsége szere-
pel, amely pontok h tavolsagra vannak egymast6l. VAR
nyilvan a varianciat jelenti, ami kéztudomasuan a szoras-
négyzettel, azaz a minimalis értékld L2-norma négyzetével
azonos. A y(h) kulcsszerepe a krigelés veégrehajtasakor
abban all, hogy a y(h) maximalis értékéb6l az aktudlis h
ponttavolsaghoz tartozo y(h)-1 levonva, az ilyen tavolsag-
ban mérhet6 Z értékparok (c,rval jel6lt) kovarianciait kap-
juk (Id. pl. Steiner [1990] 291. oldalan a 8.6 abrat), mar-
pedig ezek a cikértékek annak a Krige-matrixnak az elemei,
amelynek (ill. inverzének) alapjan az interpolacio vég-
eredménye: a vizsgalt térrész barmely, be nem mért pontja-
ra vonatkozo Z érték mar elemi Gton szdmithato.
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A fentiekb8l kovetkezik, hogy akar specialisan
krigeléskor, akar a cimben megjeldlt, sokkal altalanosabb
témakorben is a klasszikus statisztika kells kdzepén va-
gyunk: az L2 eltérésnorma iménti felmeriilése mar erre
figyelmeztethetett. Marpedig e sorok iréja az elmult évek-
ben-évtizedekben nem a  Kklasszikus, azaz az

fG(x) =(2m)"Y2a" Leexp[-x2/2(72] val6szinliség-s(irliség-
fuggveény( hibaeloszlasok gyakori (vagy plane kizardlagos)
eléfordulasat feltételezd statisztika teriiletén tevékenykedett
(fGjeldlésében a G index arra utal, hogy a Gauss-féle tipus-
rol, az Un. normaleloszlas slirliségfliggvényérél van szo,
amelynek fenti kifejezésében o a variancia gyoket, a sz6-
rast, azaz az L2-norma minimalis értékét jelenti), hanem a
statisztikat a gyakorlat igényeinek megfelel6 sokkal na-
gyobb altalanossaggal mlvelte, hibaeloszlasként tulnyo-
méban az

a>1 (2

s(ir(iségfiggvényekkel definialt szupermodell valamelyik
tipusat feltételezve. (Mar a (2) kinalta sokféle f f x)-tipus is
jelzi az altalanossag meértékét, egyben azt is, hogy ez az
fQx) kizarolagos el6forduldsat feltételez6 klasszikus
szemlélet altalanositasa is egyben, hiszen bizonyithatd,
hogy a-"00 esetén fa—/G, azaz a Gauss-tipus is az

fa(x) szupermodell elemének tekinthet6.) Miért e ,,palfor-
dulas” a szerz6 részér6l a klasszikus statisztika iranyaban?

E kérdés megvalaszolasa el6tt legyen szabad a szerzének
egy teljesen szubjektiv, ezért aprd betlis bekezdést ideiktatnia,
— taldn kismértékben a Szitasi [2000]-b8l vett kdvetkez6
megjegyzés hatasara is: ,,...en tényleg, soha, sehol nem olvas-
tam olyan utasitast, hogy a tudomanyos szdvegnek egyben ...
feltétlenll unalmasnak is kell lennie— Abban a szerencsé-
ben volt részem, hogy egyetemi tanulméanyaim soran a valo-
szinliség elméletét Szokefalvi-Nagy Béla professzor el6ada-
sdban hallgathattam annak kovetkezményeként, hogy Riesz
professzorral kozosen irt konyvilkk [Riesz, Székefalvi-Nagy
1952] megjelenésével egy csapasra lett fiatalon vilaghirGve,
igy a JATE Matematikai Intézete nem tehette meg, hogy bizo-
nyos targyak el6adasat ne 6rd bizza és az viszont nyilvan
azonnal nem volt megoldhatd, hogy ezek mind abbdl a téma-
korbél valok legyenek, amelyek vilaghiressé tették. Nem tud-
hatom, hogy a valdszinliségelméletet mennyire szivesen adta
el6 — feltehetéen szivesebben, mint az abrdzold geometriat,
amelynek ezt megel6z6en kényszer(ien szintén el6addja volt,
— de nagyon jol jartam, hogy olyan zsenit6l (és nem a klasz-
szikus valdszinliségelmélet lezartsagaban bigott modon hivé
kozépkadertdl) ismertem meg a valdsziniiségelmélet alapjait,
aki bizonyos tavolsagtartassal és az 6ra oly jellemz6 csipds
megjegyzésekkel sem fukarkodva adta el6 ezt a targyat. Nehéz
lenne megitélni, hogy a fentieknek milyen mértékben volt sze-
repe abban (valami tudat alatti csatornan keresztil), hogy egy
zsenge tanarsegédként irt cikkem [Steiner 1959] szakmai tar-
talmanak statisztikai komponense az L2-norma alkalmazasatol
val6 elszakadast jelentette, — és raadasul ezzel a lépéssel egy
Egyed-féle j6 alapgondolat [Egyed 1955] megszabadult a
gyakorlati alkalmazhat6sagot is mar idénként megkérdgjelez6
nagy bizonytalansagtdl, amelyet az 1955-0s cikkben az L2-
alapu statisztika alkalmazasa okozott. Sietek hozzatenni, hogy
az idézett cikkem frdsakor csak ajézan paraszti ész logikajat
kovettem, és ez teljesen dsztondsen vezetett engem a legkisebb
négyzetek klasszikus elvétdl val6 eltérésre. Tobb évtized ta-
volabol is halaval tartozom Egyed professzornak, aki ezt a
klasszikus statisztikatol valo 6szténds elszakadasomat egy be-
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szélgetésiink soran tudatossa tette bennem, bizonyara ezzel is
el6készitve a talajt ahhoz, hogy mar 1965-ben (gravitacios té-
makdrben) irt kandidatusi értekezésemben batorkodtam Ki-
mondani a legnagyobb reciprokok elvét (Id. pl. Steiner (ed.)
[1997], 367. oldal), amelynek alapjan robusztus és rezisztens
eljarasok szérmaztathatok akarhany ismeretlen paraméter
meghatarozasara altalanos esetben is. Alig titkolhaté biszke-
séggel teszem hozza, hogy egyetlen évvel korébban jelent meg
az a dolgozat [Huber 1964], amelyet startként szokés elfogad-
ni a robusztus statisztika fejl6déstorténetében, de ez a Huber-
cikk még nem szolgélt &ltalanos esetekre alkalmazhat6 algo-
ritmusokkal: belil marad a helyparaméter-meghatarozasok
problémakaorén.

A fenti apro betls bekezdés el6tt feltett kérdést az tette
latszélag indokolttd, hogy a klasszikus statisztika egy
alapmennyisége e dolgozat vizsgdlodasanak a targya. A
vizsgalati moédszer azonban a klasszikus statisztikaénal
tagabb horizont( lesz, nemcsak az eredményesség érdeké-
ben, hanem azért is, mivel egyre tdbb geofizikus kolléga
bir mar a klasszikusnal altalanosabb statisztikai szemlélet-
tel (Id. pl. az Lr norman alapulé mdédszerek egyre nagyobb
térhoditasat), ennek megfeleléen a ,,normalis eloszlas szé-
les kor(felléptét” (PrEKOPA [1962], 289. oldal 5. szoveg-
sor) is feltehet6en egyre kevesebben tételezik fel, a modem
statisztika eszkdztara pedig — latszélagos ellentmondéso-
kat feltirva — esetleg olyan esetekben is elbizonytalanit-
hatja a gyakorlati szakembert, amikor az nem indokolt.
Amennyire lehet, ilyen eseteknek elejét kell venni (Ggy
érzem, hogy ennek el6segitése kotelessége a gyakorlati
statisztika altalanos szemléleti elméletével foglalkozo
szakembereknek). A variogram-, vagy altalanosabban a
variancia-meghatarozasok vonatkozéasaban a jelen dolgozat
ezt a célt kivanja elérni.

2. A variancia becslése

Az (1) egyenletben szereplé y(h)-t, vagy altalanosan:
valamilyen £ valdszin(iségi valtozé pontos variancia-értékét
nyilvan csak becsilni tudjuk, ha (mint a gyakorlatban
szinte mindig) csak n db xt mérési adatra timaszkodhatunk.
A pontos érték persze egyszerlien meghatarozhaté az fix)
valdszinlség-striisegfuggvény ismeretében a kovetkez6
integrallal:

VAR(S)= J=B)(3)

ahol E a £ vérhatd értéke, azaz E = Jxf(x)ax . Ha x sta-

tisztikai ingadozést jelent, az esetek talnyomo tdbbségéeben
indokolt a zérus értékre szimmetrikus f(x)-et varni (a (2)-
ben definiélt szupermodell mindegyik hibatipusmodellje
ilyen, de az (I)-ben szerepl6 Z differencidkra is ez all), s
ekkor egyszer(ien

VAR = J x2f(x)dx @)
a variancia pontos értékét definial6 formula. Minték eseté-
ben (azaz n db, az/(jt)-b&l véletlenszerlien kapott xt adatra)
a (4) formulat a statisztikdban megszokott szabalyokkal
irjuk &t 6sszegformulava:
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tudva persze azt, hogy a bal oldal most mar nem pontos
értéket jelent, csupan annak becslését. (A y(h) (1) kifeje-
zésében minden rdgzitett h tdvolsaghoz az (5)-beli jc,-k az
0sszes lehetséges modon képzett Z kiilldnbségeket jelentik
— tehat csak kozvetve van kozik az (I)-beli, radiusz-
vektor értelm{ £ vektorhoz, — és ha a bemért pontok
k6z6tt n(h) db, egymastol h tavolsagra lev6é pontpéar van, a
VAR-becslés (5) kifejezésébe n helyett nyilvan n(h)-t kell
irnunk mindkét helyen. igy szamitjdk a gyakorlatban az
Osszes lehetséges /i-hoz y(h) értékeit — pl. valamely
adott, mondjuk térbeli pontracs sarokpontjaiban mért
Z értékek alapjan. A becslésjelleg miatt nem véarhaté sima
gorbe; az ingadozd pontokat ezért célszerlien analitikusan
adott formula szerinti gorbét feltételezve egyenlitik ki,
talan leggyakrabban a szférikus modellnek nevezett
y(h) =C\L5 h/H -0,5(/i/#)3) fuggvényt alkalmazva a
0<h<H tartomanyon, ahol H hatastavolsagot jelent: ez
az érték az a legkisebb h tavolsdga azon pontparoknak,
amelyeknél a mért Z értékek kovariancidja mar zérus. Ha
h>H , y(h)=C, Id. Gjra a Steiner [1990] 291. oldalan a
8.6 abrat. Hogy egy ilyen megnyugtatéan sima gorbe mi-
lyen nagymértékben ingadoz6 pontok Kkiegyenlitésébdl
adodott, azt talan néha jobb nem is tudni; mindenesetre az
imént idézett konyv 296. oldalanak 8.9 abrajan els6 pilla-
natban ijeszté pontfelh6t latunk. A pontok ilyen mértéki
diszperzidja azonban nem tekinthetd tipikusnak: a krigelés
részletes, ugyanakkor attekinthet6 bemutatasa szikseégkép-
pen dsszességében is Kisszamu Z adatot igényelt, igy az-
utdn az n(h) értékek nagyon kicsinyek lettek, kdvetkezés-
képpen heurisztikusan is indokoltnak fogadhatjuk el az (5)
szerint szamitott pontok nagy statisztikai ingadozasat.
Emellett nagy, a vizsgalt térrész méretével dsszemérhet6 h
értékeknél az (5) szerinti szdmitasoknal torzitas is felléphet
az n(hy« extrém Kicsiny volta miatt, mégpedig a y(h) pont-
becslések csokkenését eredményezve. A klasszikus statisz-
tikdb6l azonban régéta ismert a torzitdsmentes
varianciabecslés formulja is, amely altalanos esetben

alakban irhat6, ahol x az xrk szamtani atlagat jelenti. Az
alabb ismertetend6 Monte Carlo-szamitdsok mindegyiké-
ben igy tortént a VAR-becslések szamitasa.

3. A varianciabecslések aszimptotikus szorasa

Ha valamely statisztikai mennyiséget elég sok adatbol
szadmitunk ki, akkor ennek a b-veljeldlt becslésnek a ~-vel

jeldlt szorasat szerencsés esetben ob- Aln/n -ként szamit-

hatjuk (ahol A-t a b aszimptotikus szérdsanak nevezzik és
n az adatok szdma).

A (4)-ben definialt VAR kifejezést a klasszikus statiszti-
k&ban mésodik centralis momentumnak is nevezik és ekkor
m2-veljeldlik. Az r-edik centrdlis momentum (mr) kifejezés
per analogiam
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de ezek a momentumok origora szimmetrikus fix) sr(iség-
fliggvényeknél, amelyekkel a hibaeloszlasokat is modellez-
zuk, nyilvan csak paros r-eknél szolgéltatnak zérustdl elté-
ré értékeket.

A variancia A”-ral jeldlt aszimptotikus szérasanak
formuldja a kdvetkezé (Id. pl. Cramer [1945]):

Avar = Vm4~m2 > (8)

teht csak az r-4-hez és r=2-hgz tartoz6 momentumok
ismerete sziikséges Avar meghatarozdsahoz.

Vegylk alapul hibaeloszlasként a (2)-ben definialt f ax)
szupermodell valamely a-hoz tartozd tipuséat standardizalt
alakban, azaz S=1-et helyettesitve. Az utébbi lényegtelen,
azaz eredményekre hatdssal nem levd, pusztan egyszer(ibb,
igy egyben attekinthet6bb irdsmodot lehetévé tevé mivelet
interpretalhaté Ggy, hogy, mivel x egységét tetsz6legesen
véalaszthatom meg, igy standardizéalaskor csupan az torté-
nik, hogy torténetesen az S skalaparamétert valasztom jc
egysegének. (Ha vizsgalodasaink utan az eredeti egység-
rendszerre akarunk visszatérni, akkor a standardizalt esetre
vonatkozé VAR-1 Avar-t, vagy barmilyen, x2 dimenzidju
jellemz6t 6 -tel kell szoroznunk.)

A (2) szupermodell alapulvétele altalaban is, igy most is
nemcsak azert el6nyds, mert a tipusok rendkiviili sokféle-
segét kindlja (a gyakorlat szamara tdlnyomoéan maér tdl
rovid szarnyl modellnek bizonyuld Gauss-tipustol egészen
az extrém nagy sulyu szamytartomanyokkal rendelkez6
tipusokig), hanem azért is, mert fax) egyszer(i analitikus
alakja gyakran vezet elemien egyszer(i formulakra. Ut6bbi-
ra talan az egyik legmeggy6z6bb példa éppen a (7) szerint
szamitott mseknek az fa(x) szupermodellre addd6 formu-
l4ja:

(Id. pl. Steiner (ed.) [1997] 52. oldalan a (2-5) formulat).
Azonnal lathaté (9)-bél, hogy maganak a variancianak
(azaz ra2-nek) az értéke

formulét fogjuk alkalmazni.
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