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A variancia (az L^-norma minimális értékének négyzete, azaz a szórásnégyzet) a klasszikus statisztika egyik 
alapmennyisége, ezért meghatározási hibáinak az ismerete minél több hibaeloszlás-típusra vonatkozóan alapvető 
fontosságú. Különösen igaz ez a klasszikus geo statisztikára, ahol a varianciával definiált (általában y(h)-val jelölt, 
szemivariogramnak is nevezett) variogram fundamentális szerepet játszik.

Ha a szórást (oVAR-t) választjuk a VAR-ral jelölt variancia meghatározási hibájának a jellemzésére, nagy n
mintaelemszámoknál ezt egyszerűen számíthatjuk <JVAR = A VARI 4n  -ként, mivel a varianciák A var aszimptotikus
szórását a klasszikus statisztika (a negyedik momentum segítségével) szintén egyszerű formulával adja meg. E dol­
gozatban azonban fény derül arra, hogy A var értéke a földtudományok hibaeloszlásainak kb. csak egynegyedére 
véges, és végtelen értékű az irodalom szerint a geo statisztikában leggyakrabban várható eloszlástípusra is. 
Eszerint a (szerencsére csak látszólagos) ellentmondás szerint a y(h) variogramgörbe pontjainak számításánál az 
esetek többségében olyan nagy hibával szembesülünk, amely már a számítási eredmény realitásának a kérdését is 
felveti.

A jelen dolgozat kimutatja, hogy ha a szórás helyett a varianciák hibáit interszextilis félterjedelmükkel mérjük, 
minden olyan típusra teljesülőnek találjuk a nagy számok törvényét (azaz a hiba az n mintaelemszám növelésekor 
csökken), amelyre a varianciának magának véges az értéke.

F. Steiner: Errors of the variance-determinations for different parent distribution types

As the variance (the square o f the minimum L^-norm, i.e., the square o f the scatter) is one o f the basic charac­
teristics o f the conventional statistics, it is o f practical importance to know the errors o f its determination for dif­
ferent parent distribution types. This statement is outstandingly valid for the geostatistics because the y(h) vario­
gram (called also as semi-variogram) is defined as the half variance o f some quantity difference (e.g. difference o f 
ore concentrations in function o f the h distance o f the measuring points) and this y(h)-curve plays a basic role in 
the classical geostatistics.

I f  the scatter (oVAR) is chosen to characterise the determination uncertainties o f the variance (denoted the latter 
by VAR), this can be easily calculated as the quotient AyAR / *Jn (if the number n o f the elements in the sample is
large enough); for the so-called asymptotic scatter A var a simple formula is known (containing the fourth moment). 
The present paper shows that the A var has finite value unfortunately only for about a quarter o f distribution types 
occurring in the earth sciences, it must be especially accentuated that A var has infinite value for that distribution 
type which most frequently occurs in the geo statistics.

It is proven by the present paper that the law o f large numbers is always fulfilled (i.e., the error always de­
creases if n increases) fo r the error-determinations if the semi-intersextile range is accepted (instead o f the scat­
ter); the single (quite natural) condition is the existence o f the theoretical variance fo r the parent distribution.

1. Bevezetés
A múlt század közepén dél-afrikai aranybányák készlet­

számítására KRIGE szakmai (elsősorban bányász-) körök­
ben nagy visszhangot kiváltó, szellemes eljárást vezetett le 
valószínűségelméleti alapon a szükségképpen csak diszkrét 
pontokban ismert érckoncentráció-értékek interpolálására. 
Az új módszert elméletileg is tanulmányozták (ill. megala­
pozták), valamint gyakorlatilag is továbbfejlesztették 
(előbbire M a th ero n  [1965], utóbbira Jo u r n a l , 
HuiJBREGTS [1978] szolgálhat példaként); a létrejött ered­
mény a klasszikus geostatisztika gerincének tekinthető.

Az ezen a szakterületen dolgozók aligha igénylik a 
módszer ismertetését; többi olvasómnak legyen szabad 
tankönyvemet [Steiner  1990] ajánlanom, ahol magyar 
nyelven az eljárás ismertetése (valószínűségelméleti leve­
zetéssel és egy példa részletes bemutatásával együtt) 
megtalálható. Ebből kiderül, hogy a krigelés kulcsfogal­
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ma a (szemivariogramnak is nevezett) variogram, amely­
nek definíciója:

y(h) = I v A R \ z ( x ) - Z ( i  + h)\,  (1)

ahol Z a (pl. térbelileg) interpolálandó jellemző mennyiség 
(érctartalom vagy egyéb), az x -tartomány a vizsgált térrészt 
definiálja, a szögletes zárójelben pedig azon pontpárokra 
vonatkozó jellemző mennyiségek értékkülönbsége szere­
pel, amely pontok h távolságra vannak egymástól. VAR 
nyilván a varianciát jelenti, ami köztudomásúan a szórás­
négyzettel, azaz a minimális értékű L 2-norma négyzetével 
azonos. A y(h) kulcsszerepe a krigelés végrehajtásakor 
abban áll, hogy a y(h) maximális értékéből az aktuális h 
ponttávolsághoz tartozó y(h)-1 levonva, az ilyen távolság­
ban mérhető Z értékpárok (c,rval jelölt) kovarianciáit kap­
juk (ld. pl. Steiner  [1990] 291. oldalán a 8.6 ábrát), már­
pedig ezek a cik értékek annak a Krige-mátrixnak az elemei, 
amelynek (ill. inverzének) alapján az interpoláció vég­
eredménye: a vizsgált térrész bármely, be nem mért pontjá­
ra vonatkozó Z érték már elemi úton számítható.
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A fentiekből következik, hogy akár speciálisan 
krigeléskor, akár a címben megjelölt, sokkal általánosabb 
témakörben is a klasszikus statisztika kellős közepén va­
gyunk: az L2 eltérésnorma iménti felmerülése már erre 
figyelmeztethetett. Márpedig e sorok írója az elmúlt évek- 
ben-évtizedekben nem a klasszikus, azaz az
f G(x) = (2 л;)"1/2 a"1 • exp[-x 2/2(72J valószínűség-sűrűség- 
függvényű hibaeloszlások gyakori (vagy pláne kizárólagos) 
előfordulását feltételező statisztika területén tevékenykedett 
(fG jelölésében a G index arra utal, hogy a Gauss-féle típus­
ról, az ún. normáleloszlás sűrűségfüggvényéről van szó, 
amelynek fenti kifejezésében о a variancia gyökét, a szó­
rást, azaz az L2-norma minimális értékét jelenti), hanem a 
statisztikát a gyakorlat igényeinek megfelelő sokkal na­
gyobb általánossággal művelte, hibaeloszlásként túlnyo­
móan az

а>  1 (2)

sűrűségfüggvényekkel definiált szupermodell valamelyik 
típusát feltételezve. (Már a (2) kínálta sokféle f f x)-típus is 
jelzi az általánosság mértékét, egyben azt is, hogy ez az 
f G(x) kizárólagos előfordulását feltételező klasszikus 
szemlélet általánosítása is egyben, hiszen bizonyítható, 
hogy a-^oo  esetén f a —> / G, azaz a Gauss-típus is az
f a(x) szupermodell elemének tekinthető.) Miért e „pálfor- 
dulás” a szerző részéről a klasszikus statisztika irányában?

E kérdés megválaszolása előtt legyen szabad a szerzőnek 
egy teljesen szubjektív, ezért apró betűs bekezdést ideiktatnia,
— talán kismértékben a Szilasi [2000]-ből vett következő 
megjegyzés hatására is: „...én tényleg, soha, sehol nem olvas­
tam olyan utasítást, hogy a tudományos szövegnek egyben ... 
feltétlenül unalmasnak is kell l e n n i e — Abban a szerencsé­
ben volt részem, hogy egyetemi tanulmányaim során a való­
színűség elméletét Szőkefalvi-Nagy Béla professzor előadá­
sában hallgathattam annak következményeként, hogy Riesz 
professzorral közösen írt könyvük [Riesz, Szőkefal vi-Nagy 
1952] megjelenésével egy csapásra lett fiatalon világhírűvé, 
így a JATE Matematikai Intézete nem tehette meg, hogy bizo­
nyos tárgyak előadását ne őrá bízza és az viszont nyilván 
azonnal nem volt megoldható, hogy ezek mind abból a téma­
körből valók legyenek, amelyek világhíressé tették. Nem tud­
hatom, hogy a valószínűségelméletet mennyire szívesen adta 
elő — feltehetően szívesebben, mint az ábrázoló geometriát, 
amelynek ezt megelőzően kényszerűen szintén előadója volt,
— de nagyon jól jártam, hogy olyan zsenitől (és nem a klasz- 
szikus valószínűségelmélet lezártságában bigott módon hívő 
középkádertől) ismertem meg a valószínűségelmélet alapjait, 
aki bizonyos távolságtartással és az őrá oly jellemző csípős 
megjegyzésekkel sem fukarkodva adta elő ezt a tárgyat. Nehéz 
lenne megítélni, hogy a fentieknek milyen mértékben volt sze­
repe abban (valami tudat alatti csatornán keresztül), hogy egy 
zsenge tanársegédként írt cikkem [Steiner 1959] szakmai tar­
talmának statisztikai komponense az L2-norma alkalmazásától 
való elszakadást jelentette, — és ráadásul ezzel a lépéssel egy 
Egyed-féle jó alapgondolat [Egyed 1955] megszabadult a 
gyakorlati alkalmazhatóságot is már időnként megkérdőjelező 
nagy bizonytalanságtól, amelyet az 1955-ös cikkben az L2- 
alapú statisztika alkalmazása okozott. Sietek hozzátenni, hogy 
az idézett cikkem írásakor csak a józan paraszti ész logikáját 
követtem, és ez teljesen ösztönösen vezetett engem a legkisebb 
négyzetek klasszikus elvétől való eltérésre. Több évtized tá­
volából is hálával tartozom Egyed professzornak, aki ezt a 
klasszikus statisztikától való ösztönös elszakadásomat egy be­

szélgetésünk során tudatossá tette bennem, bizonyára ezzel is 
előkészítve a talajt ahhoz, hogy már 1965-ben (gravitációs té­
makörben) írt kandidátusi értekezésemben bátorkodtam ki­
mondani a legnagyobb reciprokok elvét (ld. pl. Steiner (ed.) 
[1997], 367. oldal), amelynek alapján robusztus és rezisztens 
eljárások származtathatók akárhány ismeretlen paraméter 
meghatározására általános esetben is. Alig titkolható büszke­
séggel teszem hozzá, hogy egyetlen évvel korábban jelent meg 
az a dolgozat [Huber 1964], amelyet startként szokás elfogad­
ni a robusztus statisztika fejlődéstörténetében, de ez a Huber- 
cikk még nem szolgált általános esetekre alkalmazható algo­
ritmusokkal: belül marad a helyparaméter-meghatározások 
problémakörén.

A fenti apró betűs bekezdés előtt feltett kérdést az tette 
látszólag indokolttá, hogy a klasszikus statisztika egy 
alapmennyisége e dolgozat vizsgálódásának a tárgya. A 
vizsgálati módszer azonban a klasszikus statisztikáénál 
tágabb horizontú lesz, nemcsak az eredményesség érdeké­
ben, hanem azért is, mivel egyre több geofizikus kolléga 
bír már a klasszikusnál általánosabb statisztikai szemlélet­
tel (ld. pl. az Lr normán alapuló módszerek egyre nagyobb 
térhódítását), ennek megfelelően a „normális eloszlás szé­
les körű felléptét” (PrÉKOPA [1962], 289. oldal 5. szöveg­
sor) is feltehetően egyre kevesebben tételezik fel, a modem 
statisztika eszköztára pedig — látszólagos ellentmondáso­
kat feltárva — esetleg olyan esetekben is elbizonytalanít­
hatja a gyakorlati szakembert, amikor az nem indokolt. 
Amennyire lehet, ilyen eseteknek elejét kell venni (úgy 
érzem, hogy ennek elősegítése kötelessége a gyakorlati 
statisztika általános szemléletű elméletével foglalkozó 
szakembereknek). A variogram-, vagy általánosabban a 
variancia-meghatározások vonatkozásában a jelen dolgozat 
ezt a célt kívánja elérni.

2. A variancia becslése
Az (1) egyenletben szereplő y(h)-t, vagy általánosan: 

valamilyen £ valószínűségi változó pontos variancia-értékét 
nyilván csak becsülni tudjuk, ha (mint a gyakorlatban 
szinte mindig) csak n db xt mérési adatra támaszkodhatunk. 
A pontos érték persze egyszerűen meghatározható az fix) 
valószínűség-sűrűségfüggvény ismeretében a következő 
integrállal:

oo

VAR(S)= j(x-E)(3)

ahol E a £ várható értéke, azaz E = J x f ( x ) á x  . Ha x sta­

tisztikai ingadozást jelent, az esetek túlnyomó többségében 
indokolt a zérus értékre szimmetrikus f(x)-et várni (a (2)- 
ben definiált szupermodell mindegyik hibatípusmodellje 
ilyen, de az (l)-ben szereplő Z differenciákra is ez áll), s 
ekkor egyszerűen

VAR = J  x 2f (x ) d x  (4)
—OO

a variancia pontos értékét definiáló formula. Minták eseté­
ben (azaz n db, az/(jt)-ből véletlenszerűen kapott xt adatra) 
a (4) formulát a statisztikában megszokott szabályokkal 
írjuk át összegformulává:
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(5) (7)

tudva persze azt, hogy a bal oldal most már nem pontos 
értéket jelent, csupán annak becslését. (A y(h) (1) kifeje­
zésében minden rögzített h távolsághoz az (5)-beli jc,-k az 
összes lehetséges módon képzett Z különbségeket jelentik 
— tehát csak közvetve van közük az (l)-beli, rádiusz­
vektor értelmű £  vektorhoz, — és ha a bemért pontok 
között n(h) db, egymástól h távolságra levő pontpár van, a 
VAR-becslés (5) kifejezésébe n helyett nyilván n(h)-t kell 
írnunk mindkét helyen. így számítják a gyakorlatban az 
összes lehetséges /i-hoz y(h) értékeit — pl. valamely 
adott, mondjuk térbeli pontrács sarokpontjaiban mért 
Z értékek alapján. A becslésjelleg miatt nem várható sima 
görbe; az ingadozó pontokat ezért célszerűen analitikusan 
adott formula szerinti görbét feltételezve egyenlítik ki, 
talán leggyakrabban a szférikus modellnek nevezett 
y(h) = C\L,5 h /H  -0,5(/í / # ) 3J függvényt alkalmazva a 
0 < h < H  tartományon, ahol H  hatástávolságot jelent: ez 
az érték az a legkisebb h távolsága azon pontpároknak, 
amelyeknél a mért Z értékek kovarianciája már zérus. Ha 
h> H  , y(h)=C, ld. újra a Steiner  [1990] 291. oldalán a 
8.6 ábrát. Hogy egy ilyen megnyugtatóan sima görbe mi­
lyen nagymértékben ingadozó pontok kiegyenlítéséből 
adódott, azt talán néha jobb nem is tudni; mindenesetre az 
imént idézett könyv 296. oldalának 8.9 ábráján első pilla­
natban ijesztő pontfelhőt látunk. A pontok ilyen mértékű 
diszperziója azonban nem tekinthető tipikusnak: a krigelés 
részletes, ugyanakkor áttekinthető bemutatása szükségkép­
pen összességében is kisszámú Z adatot igényelt, így az­
után az n(h) értékek nagyon kicsinyek lettek, következés­
képpen heurisztikusán is indokoltnak fogadhatjuk el az (5) 
szerint számított pontok nagy statisztikai ingadozását. 
Emellett nagy, a vizsgált térrész méretével összemérhető h 
értékeknél az (5) szerinti számításoknál torzítás is felléphet 
az n(h)~к extrém kicsiny volta miatt, mégpedig a y(h) pont­
becslések csökkenését eredményezve. A klasszikus statisz­
tikából azonban régóta ismert a torzításmentes 
varianciabecslés formulája is, amely általános esetben

alakban írható, ahol x  az xrk számtani átlagát jelenti. Az 
alább ismertetendő Monte Carlo-számítások mindegyiké­
ben így történt a VAR-becslések számítása.

3. A varianciabecslések aszimptotikus szórása
Ha valamely statisztikai mennyiséget elég sok adatból 

számítunk ki, akkor ennek a b-ve 1 jelölt becslésnek a ^-vel
jelölt szórását szerencsés esetben o b -  А! л/п -ként számít­
hatjuk (ahol А-t a b aszimptotikus szórásának nevezzük és 
n az adatok száma).

A (4)-ben definiált VAR kifejezést a klasszikus statiszti­
kában második centrális momentumnak is nevezik és ekkor 
m2-ve 1 jelölik. Az r-edik centrális momentum (mr) kifejezés 
per analogiam

de ezek a momentumok origóra szimmetrikus fix) sűrűség- 
függvényeknél, amelyekkel a hibaeloszlásokat is modellez­
zük, nyilván csak páros r-eknél szolgáltatnak zérustól elté­
rő értékeket.

A variancia A ^ -ra l  jelölt aszimptotikus szórásának 
formulája a következő (ld. pl. Cram ér  [1945]):

A v a r  =  V m 4 ~  m 2 > ( 8 )

tehát csak az r - 4-hez és r=2-höz tartozó momentumok 
ismerete szükséges A var meghatározásához.

Vegyük alapul hibaeloszlásként a (2)-ben definiált f a(x) 
szupermodell valamely a-hoz tartozó típusát standardizált 
alakban, azaz S= 1-et helyettesítve. Az utóbbi lényegtelen, 
azaz eredményekre hatással nem levő, pusztán egyszerűbb, 
így egyben áttekinthetőbb írásmódot lehetővé tevő művelet 
interpretálható úgy, hogy, mivel x egységét tetszőlegesen 
választhatom meg, így standardizáláskor csupán az törté­
nik, hogy történetesen az S skálaparamétert választom jc 
egységének. (Ha vizsgálódásaink után az eredeti egység­
rendszerre akarunk visszatérni, akkor a standardizált esetre 
vonatkozó VAR-1, A var-t, vagy bármilyen, x2 dimenziójú 
jellemzőt ó^-tel kell szoroznunk.)

A (2) szupermodell alapulvétele általában is, így most is 
nemcsak azért előnyös, mert a típusok rendkívüli sokféle­
ségét kínálja (a gyakorlat számára túlnyomóan már túl 
rövid szárnyú modellnek bizonyuló Gauss-típustól egészen 
az extrém nagy súlyú számytartományokkal rendelkező 
típusokig), hanem azért is, mert f a(x) egyszerű analitikus 
alakja gyakran vezet elemien egyszerű formulákra. Utóbbi­
ra talán az egyik legmeggyőzőbb példa éppen a (7) szerint 
számított mseknek az f a(x) szupermodellre adódó formu­
lája:

(ld. pl. Steiner  (ed.) [1997] 52. oldalán a (2-5) formulát).
Azonnal látható (9)-ből, hogy magának a varianciának 

(azaz ra2-nek) az értéke

formulát fogjuk alkalmazni.
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