
Az L2-, Li- és P-norma szerinti statisztikai eljárások
aszimptotikus hatásfokainak összehasonlítása1
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A statisztikai elvek és normák fogalmát, valamint kölcsönös kapcsolatukat röviden összefoglaló 1. pont után a 
2. pont a hagyományos, L2-normára épülő statisztikát jellemzi kvantitatívan az Lr normát alapul választóval össze­
hasonlítva, mégpedig az e(L2/L}) relatív statisztikai hatásfokoknak az „általánosított Gauss-szupermodell” hibatí­
pusaira történő megadásával. Ha nincsenek kiugrók (outlierek, durva hibájú adatok), akkor e szupermodell jelen­
tős típustartományán az L2-norma alkalmazása kedvezőbb, mint az Lr normáé. A 3. pont a P-normán alapuló sta­
tisztikát hasonlítja össze az Lj-norma szerintivel, megadva az e(P/Lj) relatív hatásfok értékeit és görbéjét a harang 
alakú hibaeloszlás-típusok f c(x)-szel jelölt „teljes szupermodelljére”; az e(P/Lj) értékek szignifikánsan nagyobbak 
100%-nál az egész f c(x) szupe rmodé lire. Ennek gazdaságossági következménye az, hogy a P-normára alapuló eljá­
rások az eredmények azonos pontosságát kisebb mérési adatszámmal érik el, mint az Lr módszerek.

F. Steiner: Comparison of the L2-, Lx- and P-norm based statistical procedures in respect of their asymp­
totic efficiencies

After the Introduction in Section 2 the conventional (L2-based) statistics is compared with the Lj-based one, 
giving the values o f the relative efficiencies (i.e., e(L2/Lj)) for the “generalised Gaussian supe rmodéi” o f errors. I f  
no outliers exist, L2 works better than L} does in a great type-domain o f this supermodel. In Section 3 the P-based 
statistics is compared with the Lr based one, showing the curve o f the relative efficiencies e(P/Lj) being for all er­
ror types o f the “complete supermodel” f c(x) significantly greater than 100%. As economical consequence the fo l­
lowing can be formulated: to achieve the same accuracy, P-based procedures need less data than Lj-based ones 
for all bell-shaped f c(x) error distributions.

1. Bevezetés: statisztikai elvek és normák
Ezt az összeállítást a legszívesebben azzal kezdeném, 

hogy „ kezdetben vala a legkisebb négyzetek elve ” — de ezt 
aligha tehetem, ha arra gondolunk, hogy ezt az elvet alig 
több, mint 200 évvel ezelőtt mondták ki. Másrészt azonban 
amióta mérést valaha is végeztek, ezt legalább háromszor 
megismételte a mérést végző mérnök vagy tudós, akár 
kimondta (vagy nem is ismerte) azt a frappánsan tömör 
megállapítást, hogy „egy mérés nem m é r é s helyes érték­
ként azután az n darab xt mérési adatból azok számtani

1 nátlagát, azaz az x = — /  xt mennyiséget fogadta el. Ez az 
n ~

1 = 1

utóbbi (szinte mechanikusan, emberemlékezet óta) végzett 
művelet azonban éppen a legkisebb négyzetek elvének 
követelményét kielégítő értékre vezet, azaz a mért jc,-k x 
számtani átlagát mint jó értéket elfogadni ekvivalens a 
legkisebb négyzetek elvének ösztönös gyakorlati alkalma­
zásával, — márpedig ez valóban ugyanolyan réginek te­
kinthető, mint amikor egyáltalán a mérések elkezdődtek. 
Ilyen szempontból ezt az elvet valóban a kezdetektől alkal­
mazták.

Mit is mond ki ez az elv?
Akár szóban, akár formulával akarjuk akármelyik sta­

tisztikai alapelvet, így a legkisebb négyzeteset is megadni, 
az „eltérésnek” nevezett és Xr vel jelölt mennyiségek bizto­
sítják a legáttekinthetőbb felírást, ill. megfogalmazást. Az 
Xi eltérés egyszerűen az xt mért és a neki megfelelő, -vei 
jelölt számított értéknek nevezett mennyiség eltérése:
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temváros

Ez a pl. a geofizikai inverzió esetében a szó igazi ér­
telmében számított érték: valamely adekvát geometriai 
modellnek a hatását adja ugyanarra az y- koordináta­
vektorral megadott pontra, amelyben a mérés az xt értéket 
eredményezte. Az yt vektor terepmérés esetén kétkompo­
nensű, térbeli méréskor háromkomponensű, — a legegy­
szerűbb esetben, a szelvénymérés esetében viszont egy- 
komponensű, amikor persze elegendő a mérési pont egyet­
len koordinátáját vektorjel nélkül, csupán yt -vei jelölni.

Szel vény mérés sei persze csak kétdimenziós, azaz a 
szelvényirányra merőleges irányban elnyúlt szerkezetek 
(vagy ha tetszik, hatók) paramétereit tudjuk meghatározni. 
Az elképzelhető legegyszerűbb 2-D modell gravitációs 
hatók esetében a vízszintes henger, M  tengelymélységgel, 
R sugárral, és a szelvénymérés kezdőpontját választva a 
vízszintes y-tengely origójának, a henger tengelyének ettől 
való Y-nal jelölt vízszintes távolságával jellemezve. Ha 
felhagyott, talajvízszint feletti, ismert a  sűrűségű kőzet­
ben kihajtott egyetlen vágat jellemző adatait kell meghatá­
roznunk, a ^  számított értéket jól ismerten a

(2)

formulából nyerjük ( fi Gal-ban, ha <7 ismert értékét t/m3- 
ben, a hossz dimenziójú mennyiségeket pedig m-ben he­
lyettesítjük). Ha az eddig általánosan xt -vei jelölt mennyi­
séget, mikrograviméteres mérés eredményéről lévén szó, 
gj -vei jelöljük, akkor az X i eltérés kifejezése jelen eset-
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szernek, ha az X,-knek általános eltérés értelmük van, 
hiszen az egyes elvek szerinti eltérésjellemzőnek nyilván 
n-tői függetlennek és xt -dimenziójúnak kell lennie. Ezeket
az eltérésjellemzőket normáknak nevezik és egy csoportju­
kat a következő kifejezés definiálja:lesz (a gravimétermérés bázisállomását vízszintesen kellő­

en nagy távolságban felvéve, a mért xf = g{ értékek, üreg­
hatásról lévén szó, persze ugyanúgy negatív előjelűek lesz­
nek, mint a számított értékek).

Valamely statisztikai alapelv követelményét teljesítve 
kapjuk meg az ismeretlen pl,p 2,...9p i,...9pJ modellpara-
méterek (jelen esetben az M, R és Y) valódi értékeit. (Két 
párhuzamos vágat esetén természetesen hat „valódi” para­
méterértéket kell meghatároznunk, Id. a 10.22 ábrát a 
Steiner (ed.) [1997] 254. oldalán.) Ha adekvát modellt 
vettünk fel, ekkor a ^  számított értékek helyes értékeknek
tekinthetők, amikor is az X t eltérések (amelyeket ilyenkor 
megkülönböztetésül reziduáloknak nevezünk) a mérések 
hibáit szolgáltatják.

Nyilvánvaló, hogy ha a modellparamétereknek (jelen 
esetben az M , R é s Y )  nem a valódi értékeit szerepeltetjük a 
számított -ben, az X t eltérések abszolút értéke az esetek 
többségében (a reziduálokhoz viszonyítva) növekedni fog, 
azaz ezek az |Х,| abszolút értékek összességükben lesznek
nagyobbak. A statisztikai alapelvek éppen abban különböz­
nek egymástól, hogy más és más kifejezést adnak meg az 
|Xf-| eltérésösszesség nagyságának a mérésére, és ezek
minimális értékére vezető modellparamétereket fogadják el 
a legvalószínűbb („valódi”) értékeknek. Ezen kifejezések, 
ill. minimum-követelmények közül két példa:

alakban írható fel.
Ha X f reziduál értelmű (azaz a ^  -t helyes modellpa-

raméter-értékekkel számítottuk), jogosan merül fel az az 
igény, hogy a statisztikai elvekben szereplő kifejezéseknek 
a minimumhelyét változatlanul hagyó módosításaival hiba­
jellemzőket adjunk meg. Ezek a módosítások akkor is cél­

Azonnal észrevesszük, hogy /? = 2 -re

követelményt teljesítve határozzuk meg az ismeretlen pj
paramétereket (modellparamétereket inverzió esetén, vagy 
pl. polinom együtthatókat regressziós feladatoknál), de jól 
láthatóan a kiugrók (az outlierek, azaz a durva hibájú xt -k,
amelyek extrém nagy |Хг| -kre vezethetnek,) az -norma 
(11) kifejezését kevésbé torzítják, mint a -normában 
szereplő összeget, így kiugrók esetén a (10) követelmény 
teljesítése esetleg megtévesztő pj -két eredményezhet
akkor is, amikor ez a hatás a (12) követelmény esetén elha­
nyagolható.

Ami a minimumhely meghatározást illeti, a számítás­
technika által nyújtott, rohamosan növekvő lehetőségek 
egyre inkább a „globális optimalizáció”-nak nevezett, ab­
szolút minimumhely meghatározó algoritmusok valame­
lyikének, például az SA (simulated annealing) módszernek 
az alkalmazását teszik célszerűvé (magyar nyelvű leírása 
pl. Kis [1996]), akármelyik norma minimumhelyét akaijuk 
is meghatározni. Az idézett cikk az -re és az Ц, -re
egyaránt mutat be példákat, — de a feladat jellegéből, a 
hiba típusától, valamint esetleg egyéb követelményeinktől 
függően a Steiner (ed.) [1997] 20. oldalán található táblá­
zat tíz normája közül bármelyiket választhatjuk; a robusz­
tusság és rezisztencia szempontjából pl. egyaránt előnyös 
(különösen földtudományi feladatoknál) az eltérések
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egyenletet teljesítő, „dihézió”-nak nevezett mennyiség 
kétszeresét alkalmazzuk ó-ként, azaz ekkor a legkisebb 
szorzatok elvének követelménye

adódik, ami a (4) bal oldalán álló kifejezésből л-nel való 
osztás és négyzetgyökvonás, azaz a minimumhelyét válto­
zatlanul hagyó (és végül л-független és xt -dimenziójú
eltérésjellemzőt eredményező) műveletek után adódik. A 
legkisebb négyzetek elvének követelményét tehát

alakban is felírhatjuk.
A (8) kifejezés legegyszerűbb alakját nyilván a p = 1 

választással kapjuk:



normájának az alapul választása (£ a (6)-ot kielégítő, 
dihéziónak nevezett mennyiség). A globális optimalizáció 
egyrészt nem igényel a valósághoz közel álló startmodellt 
(ezt a sajátságát Szűcs [1997a] az A5.4 és A5.5 ábrákon 
nagyon meggyőzően mutatja be), az ismeretlen paraméte­
rek nagy száma sem jelent problémát (Szűcs [1997b]-ben, 
mélyfúrási geofizikai példa keretében, 18 paraméter meg­
határozása történik SA módszerrel,) és végül: a meghatáro­
zandó paramétereknek, a számított ^  értékben való sze­
replésüket illetően, semmiféle analitikus kikötést nem kell 
teljesíteniük. Ez utóbbival kapcsolatban feltétlenül meg 
kell egy speciális esetet említeni, mégpedig azt, hogy az 
ismeretlen paraméterektől való lineáris függés esetén az 
L2 -norma minimumhelyének meghatározása egyetlen 
lineáris algebrai egyenletrendszer megoldását igényli, de 
ilyen esetekben még a legkisebb szorzatok elvének megfe­
lelő R-norma alapul választásánál is csak lineáris algebrai 
egyenletrendszerek megoldása szükséges, iterációs lépé­
senként azonban változó súlyt alkalmazva (pl. Steiner 
[1990] 313. oldal). Regressziós feladatoknál ez a feltétel 
gyakran teljesül (hogy az inverziónál szinte sohasem, azt a 
legegyszerűbb gravitációs modell (2) formulájából is lát­
juk), így az L2  alapul választása számítástechnikai kény- 
szerűség volt az elmúlt évtizedekig, akkor is, ha más norma 
alkalmazása sokkal megbízhatóbb eredményekre vezetett 
volna, hiszen még akár csak néhány évtizeddel ezelőtt is a 
fentiekben említett iterációs eljárások sem voltak rutinsze­
rűen alkalmazhatók, a globális optimalizáció általánosan 
használható (tehát lineáris függést nem feltételező) mód­
szereiről nem is beszélve. A klasszikus statisztika a fentiek 
miatt támaszkodott szükségképpen az -normára, vagy 
másképpen fogalmazva: a legkisebb négyzetek elvére.

Térjünk vissza a (8)-ban definiált Lp -normacsaládhoz.

Kimutatható, hogy a (8) szerinti általános Lp -norma mi­
nimumhelyét keresni akkor a legelőnyösebb, ha a mérése­
ket terhelő hibák „általánosított Gauss-típusúak” 
(Tarantola [1987] 26. oldal), azaz standard sűrűségfügg­
vényüket az

(14)

kifejezés adja meg (persze a p  indexnek az Lp indexével 
kell megegyeznie a legkedvezőbb esetben). Azonnal látjuk 
( F(1 / 2) azonos lévén J n  -vei), hogy p = 2 esetén Gauss- 
típusú sűrűségfüggvény adódik:

ján), így ennek előfordulása hibaeloszlásként a földtudo­
mányban már eléggé valószínűtlen. Hasonló mondható az 
egyenletes eloszlásra is, amely (14)-ből а p -> °о határ­
esetben adódik. Az alábbi, az L, - és L2 -normát összeha­
sonlító vizsgálatainkat mégis a (14) „általánosított Gauss- 
típuscsalád” 1 / 2 < p < típusparaméter-tartományára 
végezzük el, tehát valamivel általánosabban, mint az föld- 
tudományi szempontból szükséges lenne. Az összehason­
lításhoz az f p(x) szupermodell alapul választása azért
kézenfekvő, mert ez a típuscsalád egyaránt tartalmazza az 
L^-re optimális Gauss-típust (ld. (15)), valamint az Ц -re 
optimális Laplace-típust (ld. (16)).

2. Az Ц -norma és L2 -norma összehasonlítása 
relatív hatásfokok segítségével az általánosított 

Gauss-típuscsaládra
Az összehasonlítás akkor lesz a legáttekinthetőbb, ha a 

legegyszerűbb esetet vesszük alapul: az n darab függetlenül 
nyert x{ adat egyetlen (Г-vel jelölt és helyparamétemek 
nevezett) ismeretlenre vonatkozó közvetlen mérés eredmé­
nye. Ekkor ( X t =xt - T  lévén) Ц és alakja

ill.

(17)

(18)

Ha nem lenne közismert, akkor is könnyen levezethet­
nénk, hogy az Ц -re vonatkozó (12) minimumkövetel­
ményt a med-del jelölt mintamedián, az L2 -re vonatkozó 
(10)-et pedig az x -sál jelölt számtani átlag teljesíti.

Két becslést (jelen esetben a T-re vonatkozó becsléseket) 
relatív hatásfokukkal a legcélszerűbb összehasonlítani, ezt 
pedig (ld. pl. Steiner [1990] (5-103) formuláját) a két 
becslésre vonatkozó aszimptotikus szórásnégyzetek hánya­
dosaként célszerű számítanunk. (Az abszolút hatásfokok 
aránya ugyanazt a relatív hatásfok értéket szolgáltatja, — 
amit felidézni talán nem is felesleges, — de a számításokat 
az abszolút hatásfokokkal végezve felesleges többletmun­
kát vállalunk, amennyiben csak összehasonlítás a célunk, 
mint jelen esetben is.)

Az Lj norma minimumát kielégítő med aszimptotikus 
szórása unimodális, szimmetrikus f ( x )  sűrűségfüggvény 
esetén

(19)

Itt az /  argumentumában a mintamediánok által becsült,
med

az f ( x ) á x  = 0,5 által definiált „valódi értéket” kell érte­

nünk, — de ez szimmetrikus esetben úgyis ismert: egybeesik 
a szimmetriaponttal, azaz standard (T = 0 és S = 1) esetben 
az origóval egyezik meg:
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Ez utóbbinak a sűrűségfüggvénye már nem differenciál­
ható a szimmetriapontban (az origóban), de tovább csök­
kentve p-1, pl. Vi értékűre, a sűrűségfüggvény már tűszerű­
én hegyes lesz az origóban (Id. Steiner (ed.) [1997] 9.14.

ábráján az f ne(x) = görbét, vagy az f G, és f ne
összehasonlítását a Steiner, Hajagos [2000a] első ábrá-



(20)

A (19) formulát pl. Steiner [1990] 5.6 táblázatából ol­
vashatjuk ki, s ugyanott (a második sorban) látjuk, hogy az 
x  számtani átlagok aszimptotikus szórása (amelyet most 
Aj -sál jelölünk), megegyezik az anyaeloszlás szórásával.

Az A| aszimptotikus szórásnégyzet tehát a (14)-ben defi­
niált f p(x) általánosított Gauss-típusú eloszlásra

(21)

[Stein er , Hajagos 2000a (4) formula], míg (20)-ból és 
(14)-ből azonnal beláthatjuk, hogy ugyanerre az eloszlás­
családra

(22)

a mintamediánok aszimptotikus varianciája. Ha tehát 
eiL^I Ц)  -gyei jelöljük a hagyományosan alkalmazott Z2 - 
norma hatásfokát az Ẑ  -norma hatásfokához viszonyítva az 
egyes, p  típusparaméterekkel jellemzett hibaeloszlásokra, a 
relatív hatásfok kifejezése Á^ed és A| hányadosa lesz:

távolságok függvényében mutatja be. A két görbe metszés­
pontja a /7 = 1,407 típusparamétemél van (1. táblázat), 
azaz az egyenletes eloszlástól eddig a hibatípusig a hagyo­
mányos statisztika alkalmazása előnyösebb kiugrómentes 
esetekben, mint az Ẑ  -bázisú statisztikai eljárásoké.

(23)

(Triviális ugyan, de megemlíthető, hogy az Ẑ  -norma 
Z^-höz viszonyított relatív hatásfokát, e ^ / Z ^ j - t  a (23) 
kifejezés reciproka szolgáltatja.) Az abszolút statisztikai 
hatásfokokhoz hasonlóan a relatív hatásfokokat is százalé­
kokban szokás megadni.

A p  —» 0 0 -hez tartozó egyenletes eloszlásra vonatkozó­
an T2  -bázisú hagyományos statisztika háromszor akkora 
hatásfokú, mint az Ц -et alapul választó eljárások, azaz 
e(L2 / L[) = 300 %. Az 7. táblázat a 100 > p > 0,5 tarto­
mányban 18-féle hibaeloszlás-típusra adja meg az 
^(L2/Z1) és ^(Lj/Z^) relatív hatásfokok számértékeit.

A relatív hatásfokok változásait azonban szemléleteseb­
ben mutatják ezen relatív hatásfokok görbéi, amikor is 
célszerű abszcisszaként az f p eloszlástípusnak az ( f u -val

jelölt) egyenletes eloszlástól mért D(Fu,Fp) típustávolsá­
gának választani. A típustávolság általános definícióját 
Steiner (ed.) [1997] 43. oldalán levő formulák adják meg, 
amely jelen esetben a

egyszerű alakban írható (ld. még Stein er , H ajagos 
[2000a] formuláját). A felvett p  típusparaméterekhez tarto­
zó D(Fu,Fp) értékeket az 1. táblázat a negyedik oszlopban
adja meg.

Az ^(Z^/Lj) és relatív hatásfokgörbéket te­
hát az 7. ábra az egyenletes eloszlástól a tű-eloszlásig 
(/7= 0 ,5 ) az egyenletes eloszlástól mért D{Fu,Fp) típus­

у. táblázat Az ún. „általánosított Gauss-szupermodell” (ld. a 
sűrűségfüggvények (14) formuláját) 18 hibaeloszlás-típusára a 

táblázat megadja az egyenletes eloszlástól mért D(FwFp) típus­
távolságokat és az efZ^/Ti) és e(L\/L2) relatív hatásfokokat. Ez 
utóbbi értékeket (a D(Fu,Fp) függvényében) az 1. ábra görbék­

ként mutatja be

Table 1. For 18 distribution types of the so-called “generalised 
Gaussian supermodel” (see Eq. 14) there are given the D(Fu,Fp) 

type-distances from the uniform distribution and the relative 
efficiencies e(L2/L\) and e(L\/L2). These latter values are shown 

vs D(FwFp) as curves in Fig. 1

A geofizikai gyakorlatban (és az ahhoz csatlakozó sta­
tisztikai elméleti vizsgálatokban) azonban az f p hibatípus­
sal összehasonlítva számos előnnyel bír az

fa(x) = - r (« < D  (25) 
yjn - r [ ( tf - l) /2 j

szupermodell típusainak hibamodellként való alkalmazása, 
kézenfekvő tehát felvetni azt a kérdést, hogy melyik f a -
típus vehető a p  = 1,407 -hez tartozó f p típussal gyakorla­
tilag azonosnak? Nyilván a D(Fa,Fp=l>407) típustávolság
minimumát szolgáltató a típusparamétert keressük, amely 
a = 5,56 -nak adódik (maga a minimális típustávolság érték 
0,003666). Érdekességgel bírhat az az összehasonlítás is, 
hogy mennyire közeli értékek az egyenletes eloszlástól 
mért típustávolságok: D(Fa=556,Fu) = 0,0595504 és
D(Fp=l401,Fu) = 0,0595264. Kimondhatjuk tehát, hogy a 
konvencionális statisztika nagyobb hatásfokú az Zj -re 
alapulónál az a > 5,56 típusparaméterekkel jellemzett 
f a(x) -eloszlásokra; ez a típustartomány a teljes Jeffreys-
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