MAGYAR GEOFIZIKA XIV. EVF. 5—6. SZAM

Gyors Fourier transzformacié vizsgdlata

ZSELLER PETER

A digitalis szeizmikus adatfeldolgozds sordn gyakran szitkséges a szeizmikus csatornak spektru-
manalk ismerete. A Fourier transzformdacié elvégzése a szokdsos wton gyakorlatilag lehetetlen az adatok
nagy szama maiatt. A cikk roviden attelinty a Cooley-Tukey algoritmus gyakorlati megvaldsitdasat,
mellyel a transzformdcio szamitdsi idejét a realis kovetelmények kiozé lehet szoritani.

Ilpu yugposoit oGpabomke celicMudecKux OAHHLIX 4ACMO NPUXOOUMCA 3HAMb CReKmpol
celicMudeckux Kananos. B cea3u ¢ GoabwuM 065eMOM OAHHBIX HEGOIMONCHO NPOEOOUMb MPAHCPHOD-
mayur pypoe 00biaHLIM Crocobom. B pabome daemes kopomxuil 0630p npaKxmuyecko2o ocyujecms-
saenus arzopumma Cooley — Tukey, no3604st01e20 COKpAmMuMb 6peMa 6blMUCACHUL N0 mMpaHcHop-
Mayuu 6 cO0MEeMCMEULL ¢ PeAAbHbIMU Mped 08aAHUAMIL.

Im Laufe der digitalen sezsmichen Datanverarbeitung bendtigen wir vielfach die Kenninis
des Spektrums der sezsmischen Kandle. Die Ausfithung der Fouerier-Transformation auf dem
ublichen Weg ist praktisch unmdglich wegen der grossen Zahl der Daten. Im Aufsatze werd die pra-
ktische Verwirklichung des Cooley — Tukeyschen Algoritmus kurz behandelt, wobez die zur Berech-
nung der Transformation benitigte Zeitspanne zwischen realen Grenzen gehallen werden kann.

Digitalis adatrendszerek sziiréséhez jelentds segitséget nyijt az adatrend-
szer Fourier transzformdltjanak az ismerete. Ilyenkor a szlirés szorzdssal
végezhetS el, az adatrendszer és a szilird silyfiiggvényének spektrumat kell
osszeszorozni. Id6tartomanyban ez konvolacidképzésnek felel meg, de a sziir
stulyfiiggvényének meghatarozasahoz itt is fel kell hasznalni a Fourier transz-
formaciot.

Egy ¢(t) idéfuggvény Fourier transzformaltja a kovetkezd:

6(f) = [gltye-rnieds
\

vény inverz Fourier transzformacié-

A G(f) frekvenciafiiggvénybdl az idsfiigg
val kaphaté vissza:

oo

gt) = [ 6(f) & df

Mintavételezett adatrendszerek esetében a Fourier transzformaciét numeriku-
san kell végrehajtani.

oo

GnAf) = 5 glm At)e~i2=af atnm 4y

M= —co

oo

gmAt) = 3 G(nAf) el 24l atum ff

ahol 4¢ az id6beli, Af a frekvenciatartomanybeli mintavételi tavolsag.
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Vegyiik figyelembe, hogy digitélis adatrendszerek Fourier transzformaltja

periodikus. Egy periédus hossza idétartomanyban: MAt = ]1—, frekvencia-

tartomanyban: N Af = AL
¢

Tekintsiik a frekvenciabeli mintavételt egységnyinek. Ekkor N = M és
az el6bbi osszefiiggések a kovetkezdk lesznek:

M

; . 2n
—j — nm
G(n Af) 2 > gmAatye M (1)
M
me M
2
M
ry i =nm
gmAt) = 3 Gndf)e ™ (2)
M
R

A gyors Fourier transzformdcio

A tobbezer pontbél 4ll6 adatrendszerek transzformaéldsa sziikségessé tette
a Fourier transzformacié miiveleti sebességének a megnovelését. Az algoritmus
kidolgozéasa Cooley és Tukey nevéhez flizédik.

A kovetkezSkben vazlatosan éattekintjilk az algoritmus alkalmazdsat, az
osszefiiggések bizonyitasa nélkiil.
A bizonyitasok az irodalomban megtalalhatok.
. 2n
AL
Legyen az (1)-ben szerepls e ™ = w.

Ekkor az (1) matrix alakban igy irhato:
[Gn] = [w"][gm] ' (3)

ahol [G,] és [g,,] M elembdl allé oszlopvektorok [wnm], pedig egy M X M alakt

matrix.
A Cooley — Tukey algoritmus ala.p]a, hogy ha M = 2k, akkor a [w"™]méat-

rixot £+ I méatrix szorzatara bontjak fel:.
W=W,- W, W, -, .. W W,

Nézziik meg ezt a felbontéast egy egyszerti peldan Legyen M = 22 = 4.
Ekkor:

. 2on
—gies

4

w=e
Vegyiik észre, hogy
i 2n dq
wh=e * =eiti=] (¢=0,1,2,... M)
Ezért
w+pP — P
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A transzformécié matrixa a kovetkezd lesz:

w® w® w® wl w® w® w® w g L Ll [ |
W = w® w' w? ws 1% w® w' w? w = 1w w w
w® w? wt we w® w? w® w? 1 w21 w?
w® wd wb w? w® wd w? wl 1 wd w? w

Ez a matrix a kovetkez6 harom métrix szorzatdra bonthatd:
W=W,-W,.-W,

ahol:
P10
w,=f 010 1
10 w2 0
01 0 w2
Il 000
w,=( 1v00
00 1w
00 1 wi
1000
w,=[ 0010
0100
0001

A felbontéas helyességérdl a matrixok Osszeszorzasiaval meggyo6z6dhetiink.
A (3)-ban jelolt Fourier transzformaciét tehat gy kell elvégezniink, hogy
el8szor a [g,,] oszlopvektorral (jobbrél) megszorozzuk a W, matrixot, az ered-
ménnyel megszorozzuk a W, matrixot, ennek eredményével pedig a W, mat-
rixot:
G = Wy[W,(W,9)] (4)
A (4) kifejezés végrehajtisa azért konnyebb, mint a (3), mert a W, és W,
matrixoknak egy-egy soraban csak két nullatél kiilonbozd elem van, az egyik
mindig egyes, a masik egy komplex szdm, w valamilyen hatvinya. Az utolsé,
W, matrix alkalmazasa pedig csak az adatok atrendezését jelenti.
Legyenek az egyes részeredmény oszlopvektorok G° és G'. Trjuk fel
ezeket:
Gy =g + 'y,
G} -~ 1 +uw’g,
Gy = go+ug,
Gy =g, +wygs

Ezekbdl:
Gy =G+ R

G = G9+uP QY
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G} = G+ w* QY
Abrézoljuk G oszlopvektor elemeinek az indexét bindrisan, £ darab biten

(£ most 2 volt, mert 4 = 22). A W, matrix alkalmazdsa nem més, mint G* vek-
tor elemeinek az inverz bindris dtrendezése.

Ezt dgy kapjuk meg, hogy a vektor elemeinek az indexét bindrisan
abrazoljuk, és a kozéppontjukra nézve tiikrozziik. (Esetiinkben a koézéppont
a két bit kozott van.)

Ezutdn az egyes elemeket az ily mdédon invertalt index altal kijelolt

helyre tessziik.

Hsetiinkben az indexek:

(0) 00 00 (0)
(1) 01 ezek invertaltja: 10 (2)
(2) 10 01 (1)
(3 il 11 (3)
Tehat a Fourier transzforméltakat a G' vektorbdl igy kapjuk:

G =G

G =G

G, = G}

Gy = G}

A szabélyok az altalanos esetben is hasonléak, mint az el6bbi egyszeri
példanal. Tehat, ha M = 2k, akkor a transzforméci6 £ darab szamitasi 1épésb6l
és egy atrendezésbdl all. Miden egyes 1épés eredményét gy kapjuk, hogy az
el6z6 1épés eredményének egyik elemét megszorozzuk egy w hatvannyal, egy
masikat pedig hozzdadunk. Az adatok indexei a teljes algoritmus alatt fontos
szerepet jatszanak. Ha az adatrendszer hossza M = 2k, akkor az indexeket,
melyek 0-t61 M — I-ig mennek, k£ darab biten abrazolhatjuk. Az &altaldanos
szabalyok a kévetkezSket mondjdk ki:

Ha M = 2k, akkor a transzformacié % darab szémitési lépéshdl és egy

inverz bindris atrendezésbdl all. Az m-edik szamitasi 1épésben (m = 1,2, ... k)
az n idex(i elemet a kovetkezdképpen kapjuk az m— I-edik lépés eredmé-
nyébdol.

Mint mér az el6z8kben lattuk, az m— I-edik lépés egy elemét meg kell
szorozni valamilyen w hatvdnnyal, és hozza kell adni az m— I-edik 1épés egy
masik elemét.

1. Awkitev§jét tgy kapjuk, hogy a bindrisan abrazolt n» indexet £ — m hellyel
jobbra toljuk tgy, hogy a megiiresedd helyekre nulldkat tesziink, a lecsordul6
bitek pedig elvesznek. Ezutin az igy kapott szdmot a mér ismertetett médszer
szerint invertaljuk.

Ez a szdm lesz az alkalmazandé w kitevdje.

2. Az igy kapott w hatvidnnyal meg kell szorozni az m— I-edik lépés
eredményének azt az elemét, melynek indexe n, ha n binaris dbrizoladsinak
m-edik bitjén egyes 4ll (a bitek szdmozésat balrél, egytsl kell kezdeni). Ha
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ezen a helyen nulla all, a szorzandé indexét ugy kapjuk meg, hogy ezt a bitet
egyesre valtoztatjuk.

3. Az el6z8kben elGallitott szorzathoz hozza kell adni az m — I-edik 1épés
eredményének azt az elemét, melynek indexe », ha n bindris abrazoldsanak
m-edik bitjén nulla all. Ha ezen a helyen egyes all, a hozzaadandé elem indexét
ugy kapjuk meg, hogy ezt a bitet nullara valtoztatjuk.

Alkalmazzuk ezeket a szabalyokat M = 4 = 2% esetre! Az indexek: 00,
01, 10, 11. Az els6 1épésben alkalmazandé w hatvanyok: 00, 00, 10, 10. A szor-
zandé elemek indexei: 10, 11, 10, 11.

A hozziadandé elemek indexei: 00, 01, 00, 01.

A masodik 1épésben a w hatvanyok (¢ — m = 0, tehat nem kell az indexe-
ket tolni, csak invertalni): 00, 10, 01, 11.

A szorzanddk indexei: 01, 01, 11, 11. A hozzaadanddéké: 00, 00, 10, 10.

Ezt mutatja az 1. dbra. A szorzast nyilak, az Osszeaddst vonalak jelzik.

A zaréjelekben az alkalmazott szorzék lathaték.

1. dbra. Az FET algoritmus alkalmazdsa négy-pontos adat-  ndexek m=1 m=2
rendszer transzformaldséra (04] = (IS =< (1)
Puc. 1. Ilpumenenue anropurma FET pist tpanchopmanun 0/ “\‘\>‘<’ (1) = (w)
YeTHIPEX-TOUEUHOIT CHCTEMBI JAHHBIX 0 LMW s == W)
Abb. 1. Anwendung des FFT-Algoritmus zur Transforma- n (w?) (w)
tion eines Vierpunkt-Datensystemy

Az algoritmus alkalmazasa jelentSs idényereséget jelent a hagyomanyos
moédszerrel szemben. Ha a Fourier transzforméciét a hagyomanyos modszer
szerint akarjuk végrehajtani, M = 2 adat esetén M? komplex szorzast kell
végezniink. Az FFT algoritmussal 2M% komplex szorzassal kapjuk meg az

eredményt. A ketts aranya:
M2 ok—1

2ME k

Ez egy 2K —s adatrendszerre kb. 100-szoros idényereséget jelent.

Igazi id6nyereséget az FET egységek alkalmazasa jelent. Ezek specidlis
szamitogépek, melyek a szorzast és az osszeadast gyorsitva végzik el.

Kiilonbo6z6 gyartmanya FFT egységek az algoritmust més-més ton hajt-
jak végre a memoriakapacitis kihasznélasa, és a minél nagyobb idényereség
érdekében.

T4jékoztatasul kozoljik az OKGT GKU-ben miikod6 FFT egység mfi-
kodési idejét msec-ban.

1. tabldzat — mabauya — Tabelle
Miikodési id6k msec-ban.

Miikddési méd
Az adatrendszer
hossza Fourier Inverz
transzformalds transzformélis Safirés
2 K 35 40 80
4 K 65 90 176
8 K 130 200 365

195



FFT alkalmazdsa adatrendszerek transzformdcidjdra és sziirésekre

Az FFT-vel val6 szamolds soran tobb gyakorlati probléma vetddik fel.
A problémék egy része abbél adédik, hogy nem folytonos fiiggvényekkel,
hanem digitalis adatrendszerekkel dolgozunk. A digitdlis adatrendszerek
spektruma periodikus. Mivel a spektrumot is digitélis formdban &llitjuk eld,
az ezekbdl inverz Fourier transzformiciéval visszadllitott adatrendszer is
periodikus lesz. Egy periédus hossza idStartoméanyban:

1

7 e il 1
af

frekvenciatartomanyban:
1
At

ahol Af a frekvenciatartomanybeli, At az id6tartomdnybeli mintavételi té-
volsag.

Ha az adatrendszeriink helyesen volt mintavételezve, ez a periodikussag
nem okoz problémét. A helyes mintavételezés ugyanis azt jelenti, hogy az adat-
rendszerrel ekvivalens folytonos fiiggvény Fourier transzforméltja nem ,,ldg
tul” a peribdus hataran. Pontosabban fogalmazva, akkor helyes a mintavétele-
zés, ha a fiiggvény transzformaltja egy f; hatarfrekvencia felett zérus, és

F 1

I

ugyanez érvényes az inverz esetre is:
1

=10, ha " E =tk 68 ity = ———
(%) H H 24f

(t)
& Ha, a mintavételi torvény nem teljesiil,

/ transzformaltakban torzulasok lépnek fel.
/ ; Legyen az adatrendszeriink a ¢(¢) folyto-

nos fiiggvény mintavételezett forméja. Ek-

d(t)=£8(t-kat) r kor az adatrendszer a ¢(¢) fiiggvény, és egy

olyan Dirac-delta sorozat szorzata, mely a

l l [ l I “ 1 ' ‘ I ' ' I ] mintavételi helyek kivételével mmdenutt nul-
, =t la (2. dbra).

9k Mivel az idGtartoméanybeli szorzés frek-

venciatartoménybeli konvoliciénak felel meg,
felel meg a g, adatrendszer spektrumét Ggy

I | l l I | | I l kapjuk, hogy konvolvaljuk g(¢) Fourier transz-
l [ Sty - Formalit d(b) ixanszrormalbifival.

2. dbra. Folytonos fiiggvény mintavételezése Dirac-delta sorozat segitségével
Puc. 2. B3siTue BbIGOPOK U3 HeNpepbIBHOI QVHKIMHU MPHU MOMOIM cepuu [lupax-aenbra
Abb. 2. Probeentnahme einer kontinuirlichen Funktion mit Hilfe einer Dirac-Delta-Serie
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A d(t) fuggvény spektruma szintén egy Dirac-delta sorozat:

D=Lt 6[f—%]

Sy e
Tehat, ha g(f) spektruma G(f), akkor g, spektruma:
] k
G* = — Gl = 5
h==3 [f At] (5)

Ez latszik, hogy At szerint periodikus.

Masrészt viszont a G*(f) figgvényt ugy kapjuk, hogy G(f)-et egy-egy
periédussal eltoljuk és Osszeadjuk.

A periédus hossza a mintavételi tavolsagtél fiigg. Ha ezt rosszul valasz-

tottuk, és az osszeadandd G(f) = 0, ha f > j, azaz G(f) ,,kilog” a periédus-
t .

bdl, a kilégé részek osszeadédnak és a spektrum eltorzul (3. dbra).

A kovetkezs példa ezt a torzulast illusztrdlja (4. dbra). Legyen a transz-
formélandé fiiggvény egy négyszogfiiggvény. Ennek a Fourier transzformaltja
egy sinus cardindlis figgvény. Az a dbrdan négyszogfiiggvény, a, b dbrdn a fiigg-
vény transzformaltjai lathaték, kiillonbozd mintavétel mellett.

3. dbra. A helytelen mintavételezés
torzité hatdsa

Puc. 3. Uckakaromuii adexr Hern-
PaBHJILHOI'0 B3SITHS BBIOOPOK

Abb.'3. Verzerreffekt einer unrichtigen -0 forl o

Probeentnahme 24t At
G753

4. dbra. Négyszogfiiggvény Fourier
transzformaltja, kiilonbézé mintavé-
telezés esetén

Puc. 4. Tpanchopmanust Pvpbe npsi-
MOVTOJIbHOM (DVHKIMM IIPH Pasiuy-
HBIX 1arax BeIOOPOK

Abb. 4. Fourier-Transformierte einer
Viereck-Funktion im Falle verschie-
dener Probeentnahmen

Az el6bbi négyszogfiiggvény vizsgalata azért érdekes, mert tulajdon-
képpen soha nem tudunk ugy mintavételezni, hogy a mintavételi torvény
teljesiiljiin, ugyanis nem tudunk megadni egy olyan nagy f, felsé hatarfrekven-
ciat, hogy

sinc2fT =0 legyen,ha |f| > fy

A valésigban is mindig ehhez hasonlé esettel dllunk szemben. Ilyenkor

nem tudunk méast mondani, mint, hogy a g(¢) fiiggvényt akkor mintavételeztitk

helyesen, ha At < 51— , és g(t) spektrumanak abszolit értéke |G(f)| < ¢, ha
H
|f| = fu» ahol ¢ egy elhanyagolhatéan kicsi érték.

197



Szeizmikus gyakorlathan a tapasztalatok szerint az igy vélasztott felsd
hatérferkvencia nem nagyobb, mint 250 Hz, ezért a 0,002 sec-os mintavételi
tavolsag megfeleld.

Az informdaciot hordozé hasznos jelek frekvencidja a 20—60 Hz-es tarto-
ményba esik. Ez a nagyobb, 4, esetleg § msec-os mintavételt is lehetGvé tenné.
Az 4ttérés a 2 msec-os mintavételrsl nagyobbra nem lehet az adatok kihagydsa,)
mert ez)a mintavételi torvény megsértését jelentené, ami az (5) szerinti dssze-/
adodasi jelenséget hoznd létre.

Ilyenre mutat példat az 4. dbra.

Alf)

P

5. dbra. A helytelen adatritkités hatésa egy
szeizmikus csatorna amplitudésprektrumara

Puc. 5. Bausgnue HenpaBUIILHOTO pa3perke-
HUSI IaHHBIX HAa aMILJIMTYAHBIH CIeKTp ceiic-
MHYEeCKOI'0 KaHaja

i N s < Abb. 5. Einfluss einer unrichtigen Datenver-
S 500 100725 50 200 250 diinnung an das Amplitudenspektrum eines
v et seismischen Kanals

Ha példdul egy 2 msec-os mintavétellel digitalizalt adatrendszerbdl min-
den mdsodik adatot kihagyunk, az eredetiben 200 Hz-es zaj az Gjban tgy
jelentkezik, mintha 50 Hz-es lenne. Ezért a ritkitdst tigy kell végrehajtani,
hogy elGszor egy feliilvags sziirGvel a kritikus frekvencidkat eltavolitjuk. Ez az
eltdvolitds természetesen torténhet analdg szfirSkkel is, még a felvétel készi-
tésekor. Felhasznédlhatjuk az FFT egybeget is az el6bbiekben leirt rltkltasra,
de stiritésre is. Az OGKT GKU-ben iizemels FFT egység 2K-s, 4K-s és 8K-s
adatrendszerrel tud dolgozni. A frekvenciaskildt mindig Ggy vélasztja meg,
hogy a teljes f = 0 — fxyquist iIntervallumot kitoltse. Ezért egy ritkitdsi miivele-
tet a kovetkezSképpen hajthatunk végre: a ritkitandé csatornit elészor (a csa-
tornahosszt6l fiiggéen 4K vagy 8K tizemmoédban) Fourier transzformaljuk.
Ezutén fele akkora adathosszban (2K vagy 4K iizemmédban) inverz Fourier
transzformajuk. Tegyiik fel, hogy 2 msec-os mintavételli volt az eredeti csa-
tornank.

Ekkor a spektrumot 0 — 250 Hz-ig éllitja el az FFT. Amikor fele akkora
adathosszt transzformélunk vissza, akkor tulajdonképpen Kkisziirjik a 725 Hz
feletti spektrum tartoményt. Mivel a 125 Hz-es Nyquist frekvencidhoz 4 msec-os
idétartoméanybeli mintavételi tdvolsag tartozik, az eredmenyunk mar a fele
olyan hossza kiritkitott adatrendszer Tesz.

Hasonlé eljardst kovethetiink az adatrendszerek siiritésekor. Ilyenkor az
adatrendszer Fourier transzformdaldasa utdn a spektrumot kiegészitjik nullak-
kal, mégegyszer olyan hossztra. Ezutdn ezt a kétszeres hosszisigira kiegészi-
tett adatrendszert transzformaljuk vissza.

Ha a bemenetiink 2 msec-os mintavételezésii volt, a spektrumot 0— 250
Hz-ig kapjuk meg. Ezt kiegészitjiik 500 Hz-ig nullakkal, ezért az inverz transz-
formaécié utan I msec-os lesz az id6beli mintavételi tavolsag. Mivel frekvencia-
tartoményban egy négyszogablakot alkalmaztunk, ez az eljirds a sinus cardi-
nalisos interpoldciénak felel meg.
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Kétvaltozés Fourier transzformdcio

Az FET egység segitségével kétvaltozés Fourier transzformécio is végre-
hajthaté. Egy kétvaltozos g(x, y) fiiggvény Fourier transzforméltja:

oo oo

G((p, y)) == f J' g(x,y) e— 1 2a(ex-+yy) dxdy

Jeloljitk az @ szerinti Fourier transzformaltakat F.{. ..}-szel, az y szerintit
F{... }nal
Ekkor
G(p,y) = FAF [9(x, y)]}

fgy felbontva a miivelet az FFT egységgel végrehajthato. Maga a transz-
formaldsra forditott id6 viszonylag rovid (az OKGT GKU FFT egységén
egy 2K-szor 2K-s adatrendszer transzforméciés ideje kb. 2,5 perc), de ehhez
hozzé kell adni az adatmozgatésok idejét, ami a haszndlt perifériaktél fiiggden
az el6bbinek sokszorosa lehet. A 6. és 7. dbra egy g(x, y) fiiggvény kétvaltozos
Fourier transzforméaciéjanak megvaldsitasat mutatja.

’ v 9
%)
s v 2@ | A ‘ T @)
Ly /’ \% v /ﬂ\‘ "
, :
1 CHR.
G (99) {\/ ‘E v } Gt )
P ORBY P G@N NP 9 HA % T
o T T
= —y— _l - _l o <\ ;} _\ /
: )

P n@Y Ve @Y e 7,60 Y
E:___: M=Te ‘—| ——| S @9) Ty (O
v @ 9 - ¢
6. dbra. Kétvaltozdés Fourier transzformécié 7. dbra. Kétvéltozdés Fourier transzformalt va-
megvalésitasa két 1épésben 16s és képzetesrészének eldallitédsa
Puc. 6. Ocymecrienue Tpanchopmanuu ®y-  Puc. 7. PopmupoBanne aelicTBUTENBHON 1
phe C IBVMSI ITepEeMEHHBIMH B IBa IIpUema MHHUMOIT yacreit Tpancopmanra Pypbe
Abb. 6. Verwirklichung einer zweiverinder- Abb. 7. Realisation des reellen und imaginéren
lichen Fourier-Transformation in zwei Schrit- Teiles einer zweiverdnderlichen-Fourier-Trans-
ten formierten

ElGszor konstans y-ok mellett az o valtozé szerint transzforméltunk,
ebbdl egy v, (¢, y) valds és egy v,(p, y) képzetes adatrendszert kapunk.

Ezeket tovabb transzformdlva az y valtoz6 szerint, kapjuk a y,., Voo Vi
Vi adatrendszereket. (A » index a valds, a & a képzetes részre utal.)

Ebbdl a négy adatrendszerbdl a 7. dbra szerint allithatjuk el a g(z, y)
fiiggvény Fourier transzformaltjanak @, (p, p) valds és Gy (¢, p) képzetes részét,
ugy, hogy az egyes elemeket a bekarikazott elGjelekkel osszeadjuk.
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