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esélynek, véletlennek, jaj de soknak,
hogy létre j6jjon ez ...

Paul Géraldy™

Dolgozatomban a valoszinGségi valtozok kozotti kapcsolat elemzésének egy sajatos, az informacidel-
méletre éplild mddszerét mutatom be. A valoszinGségi valtozok kapcsolatanak elemzésére nagyon sokfé-
le modszer ismeretes.[8] Ezek egyike a kopula-fliggvényeken alapul.[3,6] Rovid emlékesztetdiil: a kopu-
la-fliggvény egy specidlis figgvény, amellyel j6I modellezhetdk az ismeretlen egyuttes eloszlasok és jol
irja le két val6szinGiségi valtozd kozotti 6sszefliggés mértékét is.[6,12] Ezt figyelembe véve kifejezziik az
entrépiara épuld mutatokat a kopula fliggvény segitségével és bemutatunk egy mdédszert, amely az infor-
maécidelméletben hasznalt mutatdkat 6tvozi a kopula-figgvénnyel. A médszer eldnyeirdl a dolgozat vé-
gén lévd kovetkeztetésekben szélunk.

Kulcsszavak: Entropia, feltételes entropia, kopulafiiggvény.

1. Az entrépia szerepe a sztochasztikus kapcsolatok elemzéséhen

Ebben a részben emlitést teszek az informacidelmélet néhéany alapfogalmardl és néhany fébb tulaj-
donsagarol. Induljunk ki abbél az ismert k6zmondasbadl, miszerint ,Madarat tollardl, embert baratjarél
lehet megismerni”. Tegyuk f6l, hogy van egy szdmunkra ismeretlen ember. Amikor nem tudunk semmit
rola, akkor a bizonytalansagunk vele szemben maximalis. TegyUk fél, hogy megtudjuk kik a legjobb
baratai, ezzel az informécidval a bizonytalansdgunk vele szemben csdkken. Tehat egy tényezd hatasat
aszerint is lehet jellemezni, hogy ismerete mennyi olyan informéciét szolgéltat, amellyel csdkkenti bi-
zonytalansagunkat.

Vegyunk egy masik példat. Feldobunk egy kockat. Az a kérdésiink: hany pont szerepel a kocka felsd
oldalan? Ha tudjuk, hogy egy szabalyos kockaval dobtunk, akkor minden pontszdmnak a valészinGsége
1/6, tehat a bizonytalansdgunk maximalis lesz. Ha példaul tudjuk, hogy a kocka Osszes oldalan 3 pont
talalhato, akkor biztosak lehetlink benne, hogy a kérdéstinkre 3 pont a valasz, tehat bizonytalansagunk
nulla. A kdvetkezd definicio és a megjegyzések ennek a gondolatmenetnek adnak elméleti hatteret.
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Ahogyan az el6z6 példakkal is érzékeltettiik, az entrdpia az informacié bizonytalansaganak mértékét
fejezi ki.[8] Diszkrét esetben a kévetkezBképpen definialjuk:

Definici6 1.1. [9]:

Legyen X egy diszkrét valoszinQségi valtozo, amely az x, értékeket veszi fol a kovetkezd valoszinlségi

eloszlassal:
Xo ... X% E
X p =1

Az X eloszlasbol kovetkezo:

H (X) :_Z plog, p

bizonytalansagot Shannon-féle entropianak nevezik.
Megjegyzések:

* Ha X egy s szamu értéket felvevd, diszkrét valdszin(ségi valtozé, amely minden értéket ugyanazzal

a p= 1 , Oi=1.s val6szinOséggel vesz fol, akkor az entrépiaja:
S

=1 1 > 1 =1 1
H(X) :_Zglogzg:_zlogzs\/gz_logzU£:_|092EZ|0925

* Havanolyani(i=1.s),amelyre p =10 p, =0 Ok#i,

akkor az entropia értéke H (X) =—1[llog, 1 = 0. Ez azt fejezi ki, hogy ebben a specialis esetben
a bizonytalansag nulla.

Az el6z6 két megjegyzés az entrdpia altal felvehetd maximalis illetve minimalis értékre szolgalhat
példaként.
Az entrOpia az ezek altal meghatarozott zart intervallum barmely értékét folveheti, vagyis

0<H(X)<log,s.

Minél kdzelebb all az entrépia értéke a nullahoz, annél kisebb az informécié bizonytalansaga, minél
kozelebb van a felsdé hatadrhoz, annal bizonytalanabb az informécio.

Legyen X ésY két diszkrét vagy folytonos valészinOségi valtozé. X és Y értékkészleteit felosztjuk egyenld
intervallumokra a kovetkez® particiokkal: {Xi} =05 {yj} i=o71 - (Ezekhez az intervallumokhoz val6 hoz-
zatartozas egy teljes eseményrendszert alkot). Jel6lje pP; annak a val6szinGsegét, hogy egy, a sokasagbol

véletlenszerQen kivalasztott, egyednek az x koordinataja az xi*_l; xi*l_ intervallumba, az y koordinataja
pedig az [y'j]_l; ij|_ intervallumba esik. Az aldbbi tdblazat tartalmazza X és Y egyuttes val6szinQségeloszlast.
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- Perem
XIY —(y, 1,y,] “ dosdas
KX = (Xim_l;xim] Pi TR
Perem-eloszlas| ... P .1
i=1, 2,...s;j=1,2...t;
Megjegyzések:

¢ Haasokasag egyedeit jellemzd két valdszinlségi valtozoé diszkrét, vagy egy minta adatai allnak rendel-
kezésiinkre, akkor a tablazatban 1évd valészinlségek a relativ gyakorisagok segitségével becsilhetdk.

* Atablazat adatai alapjan kdnnya ellendrizni a fliggetlenséget. Ha ez nem allna foénn, akkor félme-
ral a kovetkezo kérdés: Hogyan hat az X-hez fz6dd bizonytalansag csokkenésére annak az ismerete,
hogyY [ K ? (Visszatérve a dobodkockas példankra, felmerilhet a kdvetkezd kérdés: Hogyan hat a do-
bott pontszamhoz f0z6d6 bizonytalansagra, ha tudjuk, hogy paros szamot dobtunk?)

TekintsUk a kévetkezd valészinGségeloszlast:
X X X X
H(l K; .o K o K

Y ) —
X/(YDKj)_Hp(lelKT) plk2 7)) o plk k) plk k) )R

A font megjelend valoszin(ségekkel a kovetkezdket jeloltik:
X Y)_ 0., 0 o..0k-
p(Ki /Kj )— P(XD(Xi—l’Xi J/ yD(yj—l’ yjb

Az 6sszeguk a kdvetkezd:

Zp(KiX/KjY):l

Kiszamoljuk X /(Y U KjY)vaIészinﬂségi valtozo entropiajat:
H(X/YOK) = —Z p(K /K] )log, p(K* /1K),

AH (X /Y Qd KJ-) j :ﬂ entrépidk egy valoszin(ségi valtozo értékeit képezik, amely killonb6z6 érté-
keket vehet fol, attol fiiggben, hogy Y melyik intervallumba esik.

h(X/Y):Eﬁ(XlYDKf) . HxrvokY) (X/YDK)
H o p

H ahOIZpJ
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Definicio 1.2;

z06képpen jeloljuk: .
H(X/Y)=M(A(X/Y))=> H (x/voOK! ), =

=1

= JtZ P %Z pl(i*/ K} )iog, |0(KiX/KJ-Y)El

Hasonl6 médon definialhaté (Y/X) feltételes entrépidja is, ezt H (Y / X) -nek jeloljuk.

(X,Y) valoszinGségi valtozok egylittes eloszlashoz tartozé bizonytalansagot a kézos entropia
fejezi ki:

H(X,Y) = —Z Z P(x(K"ésyOK)log, P(xO K *ésyOK))
1=1 =

H(X,Y)= _2 ]Z p; 109, p;

Definicio 1.3 [7]:

s t
H(X,Y) = _Z ]Z P; 1002 Py X és Y kozos entropiajanak neveziink.
Néhany ismert eredményt, dsszefliggést emlitiink meg:
T 1.3.1 [7]: A koz6s entropia és a feltételes entropia kozott a kdvetkezd dsszefliggés all fonn:
H(X,Y)=H(X/Y)+H(Y)=H(Y/X)+H(X).
T 1.3.2 : Abban az esetben, hogy X és Y fiiggetlenek:
H(X,Y)=H(X)+H(Y).
Jelolés: A fuggetlenség esetére jellemzd entropiat H D(X,Y) -al jeloljuk.
T1.3.3 [7]: HY(X,Y) 2 H(X,Y)

Ebbdl a tulajdonsagbdl kiindulva bevezethetd a kévetkezd fogalom:

Definici6 1.4 [7]:

Al1(X,Y)=H ’ (X ,Y)— H (X, Y) mennyiséget informéacionyereségnek nevezink.

-z

val a kévetkezBképpen fejezhetd ki:

1(X,Y)=HX)-H(XIY)=H(Y)-H(Y/X).

A fenti tulajdonsagbdl latszik, hogy | (X,Y) < H(X) . Ezt figyelembe véve a kovetkezd fogalomhoz

jutunk:
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Definicio 1.5. [7]:

A kovetkezd szamot:

[(X,Y) _ H(X)-H(X/Y) —1- H(X/Y)
H (X) H (X) H (X)
feltételes relativ informéacionyereségnek neveziink.

F(X /1Y) =

Ennek az értéke azt fejezi ki, hogy az egyik valdszinlségi valtozénak az ismerete mennyire csokkenti
— az eredeti bizonytalansdgahoz képest — a masik valdszinségi valtozénak a bizonytalansagat. A relativ
feltételes informacidnyereség tulajdonsagai a kévetkezok:

T15.1 [7]: 0<r(X/Y)<1
T 1.5.2 [7]: r(X/Y) akkor és csak akkor veszi fol a nulla értéket, ha X és Y flggetlenek.

Ha nem tudjuk azt, hogy melyik val6szinGségi valtozo hat a masikra, vagy melyik vesz fél eldbb értéke-
ket, akkor hasznosnak bizonyul egy szimmetrikus mutatd hasznalata. Induljunk ki az informéacionyere-
ség definici6jabol, azt 2-vel megszorozva:

21(X,Y) = 2H(X,Y) = 2H (X,Y) = 2(H (X) + H(Y)) =2H(X,Y) =
= 2H(X)+ 2H(Y) = (H(X/Y) + H(Y))=(H(Y/ X) + H(X)) =
=H(X) +H(Y) - (H(X/Y)+H(Y/X))

Tehat:
21(X,Y) = H(X) +H(Y) =[H(X 1Y) +H(Y/ X)].

Ebbdl kifejezhetlink egy relativ szimmetrikus mutatot:

Definici6 1.6. [7]:

A szimmetrikus relativ informaciényereség-egytitthatd kifejezi a két valészin(ségi valtozé egyuttes
val6szinGségi eloszlasboél szarmazé bizonytalansagot.

21(X,Y)  _;_ HXIY)+H(Y/X)
H(X)+H(Y) H(X)+H(Y)

A szimmetrikus informéacidnyereség egyttthat6 a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:
T1.6.1[7]: 0<R(X,Y) <1

R(X,Y) =

T1.6.2 [7]: X ésY flggetlenek akkor és csak akkor, ha R(X,Y)=0.

T1.6.3 [7]: Ha a két valoszin(ségi valtoz6 kozotti kapesolat ,,erds”, akkor H(X/Y) illetve H(Y/X) ,kis”
értékeket vesznek fol, ebbdl kovetkezik, hogy R(X,Y) értéke kozelit 1-hez.

Az entrépia alapjan bevezetett r(X/Y) illetve R(X,Y) mutatdk segitségével jellemezhetd két valdszin(-
ségi valtozo egyiranyu illetve szimmetrikus kapcsolata. Ennek a linearis korrelacios egyitthatoval szem-
beni nagy elénye a mésodik tulajdonsagban rejlik.

Az entropian alapulé mutatok mindségi ismeérvek kapcsolatanak jellemzésére is alkalmazhatdk, azzal
a feltétellel, hogy ezeknek az értékei lefedjék az egész sokasagot és, hogy egy egyedhez hozzarendelhetd
legyen egy és csak egy min&ségi ismérvvaltozat.
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2. A kopulak szerepe a sztochasztikus kapcsolatok entropia segitségevel
torténd elemzésehen

Ebben a részben megmutatjuk, hogyan illeszthetfk a kopulak az el6z6kben bemutatott gondolat-
menethez. A kopulafliggvények alkalmasak nagyon sokfajta olyan egyiittes eloszlas modellezésére, amely
eleget tesz a valosag szabta specidlis kivAnalmaknak is. Ezért hasznosnak bizonyul a kopulakat beépiteni
az informécidelméletbe.

Itt megemlitjtik a kopula figgvény definicidjat, illetve a kopula-elmélet centralis tételét, a Sklar-
tételt, amely 6sszekdti, a kopula fiiggvényt a peremeloszlas-fliggvényeken keresztil az egyuttes eloszlas-
fuggvénnyel:

Definici6 [10]:
A kétdimenzi6s kopula-fiiggvényt a kdvetkezGképpen értelmezzik:
c:lo1 ~[o e
eleget tesz a kdvetkezd tulajdonsagoknak:
1) 0 uvOl c(u0)=c(ov)=0
20 uvOl Clul)=u c@v)=v
30 u,u,,v,v, Ol u <u,, v, <V,
Cluz,V2) - Cluz, v )~ Cluy,v, )+ Cluy, v )2 0

Sklar-tétel [10] : Ha X és Y folytonos valészintségi valtozok F : R* - [04], F(x,y)

egylttes eloszlasfliggvénnyel és F,F,:R - [0;]] , Fl(x)illetve F, (y) peremeloszlas-
flggvényekkel akkor létezik egy
oy 112 .
c:[61* - [o1]

kopula fiiggvény, amelyre igaz, hogy

*

Ou,vO[od]  c(u,v)=F (Fl["l] (u), F (v))
Forditva: Ha C: [0; :I_]2 - [0; ;il , egy kopula, akkor létezik egyetlen egy egyuttes eloszlasfiggvény

F(x,y) , adott F (x) és F.(y) peremeloszlasokkal, amelyre teljesul:

Ox, yOR  F(x, y)=C(F,(x) F,(y) (@

Legyen X és Y két folytonos valészinQségi valtozo, Fl(x), F, (y) ismert eloszlasfiiggvényekkel. Le-
gyen F(x,y) az egyuttes eloszlasfliggvény illetve f (x, y) az egyuttes sGrQség figgvény, amelyek ismeret-
lenek is lehetnek. Jel6lje C(u,v[)] az egyluittes eloszlasnak megfeleld kopula-fliggvényt, amelyet pl. az
adatokra valo illesztésbdl kaphatunk meg.[5]

" F [1] el az altalanositott inverz fuggvényt jel6ltiik. Abban az esetben, hogy a peremeloszlasok
szigorian novekvok, ez egybeesik a szokvanyos inverz fliggvénnyel.
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A tovabbiakban kifejezzik az elsd részben bemutatott fogalmakat a kopulafiiggvény segitségével. Eh-
hez sziikség lesz a kdvetkezd valoszinliségekre:

b = el k)Pl 0 LY 807 )= vk
¥ 92c(u,v) W =R ut =R

AT I T b S e

l

u VJ? aZC(u,V)

— " dud

(K /K )Jel P(x D( i-110 X )YD(yJ_l, Yi ))= Ujlvjl oudv uav
(Y O (yi—11 Yi )) Vi =V

Ezeket felhasznalva az els6 részben bevezetett fogalmak a kdvetkezok lesznek:

Definicio 2.1":

X-re vonatkozdan a Shannon-féle entropia a (2) jel6lésekkel a kdvetkezd lesz:

Z[ Uiy D]ng( '—1)].

Definici6 2.2" :

A k6z6s entrdpia kifejezése a egyittes eloszlasfuggvényhez tartozé kopula-figgvény segitségével a
kovetkezd lesz:

H(X,Y)= Z Z % I'l" ;J(‘;V") dudvE EIO ac(;vv)d dv%_

Definicio 2.3":
A feltételes entréopia X/Y, az egyittes eloszlasnak megfeleld kopula segitségével a kovetkezb :

H w i OZC(u V) H
o Ds i“ J a CUV @] Ilv_rl auav d d
————"dudv{log, —

H(X /Y)= JZ%Z%J’J’ Y
H

O
O,
v—v O
O
£

* A csillaggal jel6lt definicidk a szerzotdl szarmaznak.
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Definicio 2.4
Az informécionyereség, az egyuttes eloszlashoz tartozé kopulafliggvénnyel kifejezve, a kovetkezd:
(0]

1(X,Y) =~ S (Uio _uio—l)IOQZ(uic _uio—l)_ z (VJ ~Vi- )|092( —1)+

1=1 =1

I:II:I]:I

vi
1 V]

udv U udv

E] —1Vj-1

55 12 oo S

Definicié 2.5":

A relativ feltételes entrdpia, a egyuttes eloszlashoz tartozé kopulat ismerve a kovetkezd:

0 u® v
| Du " GZC(U,V)dudV[D
s ¢ Huw v 62C(u V) 0 EUI v-°I ouov N
z J’ I—dua\; dUdVaOQZDI_l |_1O o
LR v g U ViTVia
g .
(X/Y)=1 U
S
(Uio -u; —1)'092(Uio - uio—l)
2
i=1
Definicid 2.6":

A szimmetrikus relativ informaciényereség, a kopula-fliggvény segitségével kifejezve a kdvetkezd:

O DU ¥ [
o J,OCuv)ddm
S El'ip VI aZC( dudvEI ouov 5
;;E@[VJ: dudv 50925 Y/ VA %
O 0 m
[ [ 1]

R(X/Y)=1- _

;( i -1)|ng( —1)+ JZ(V} —v‘}_l)|ogz(\,]f _V}—l)
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Kovetkeztetések:

1) Az 6sszes kijelentés, amelyet az elsd részben tettiink, helytallé a masodik részben a kopulak segit-
ségével bevezetett fogalmakra is.

A masodik részben a kopulakkal kifejezett fogalmak a kévetkezd szempontok miatt hasznosak :

¢ Akopuldk nagyon hasznos eszkdznek bizonyultak az egyittes eloszlas modellezésére [4,6] mivel
az 6sszefuggések nagy skalajat képesek modellezni. Az utébbi id6ben egyre gyakrabban hasznaljak
Oket tobb tudomanyos terileten is, mint példaul pénziigyekben, hidrolégiaban, bioldgiaban, szo-
cioldgiaban. Kutatasok folynak a kopuldknak mintara valé illesztésével kapcsolatban is. ([3,6]).

¢ Azitt bevezetett képletek akkor is hasznalhatdk, ha csak egy minta adatai alinak rendelkezéstinkre.
Ebben az esetben az adatokra egy megfeleld kopulat illesztlink, majd egy tablazatba helyezve dket,
ki lehet szdmolni az itt bevezetett entrépia-mutatokat.

2) Ha az egytittes eloszlast kopula segitségével modelleztiik, és a peremeloszlas-fliggvényeket nem
lehet zart alakban el®allitani (példaul a normalis eloszlas esetében), akkor elegendd a eloszlasfliggvény

értékeit az intervallumok végpontjaiban ismerniink ahhoz, hogy az altalunk bevezetett entrépias képle-
teket hasznalhassuk.
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