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Kovács Edith Alice*

KAPCSOLATOK AZ INFORMÁCIÓELMÉLET
TÜKRÉBEN: SZTOCHASZTIKUS
KAPCSOLATOK ELEMZÉSE ENTRÓPIÁVAL,
KOPULÁK SEGÍTSÉGÉVEL**

... össze kellett hatni ezer oknak,
esélynek, véletlennek, jaj de soknak,

hogy létre jöjjön ez ...
Paul Géraldy***

Dolgozatomban a valószínûségi változók közötti kapcsolat elemzésének egy sajátos, az információel-
méletre épülõ módszerét mutatom be. A valószínûségi változók kapcsolatának elemzésére nagyon sokfé-
le módszer ismeretes.[8] Ezek egyike a kopula-függvényeken alapul.[3,6] Rövid emlékesztetõül: a kopu-
la-függvény egy speciális függvény, amellyel jól modellezhetõk az ismeretlen együttes eloszlások és jól
írja le két valószínûségi változó közötti összefüggés mértékét is.[6,12] Ezt figyelembe véve kifejezzük az
entrópiára épülõ mutatókat a kopula függvény segítségével és bemutatunk egy módszert, amely az infor-
mációelméletben használt mutatókat ötvözi a kopula-függvénnyel. A módszer elõnyeirõl a dolgozat vé-
gén lévõ következtetésekben szólunk.

Kulcsszavak: Entrópia, feltételes entrópia, kopulafüggvény.

1. Az entrópia szerepe a sztochasztikus kapcsolatok elemzésében

Ebben a részben említést teszek az információelmélet néhány alapfogalmáról és néhány fõbb tulaj-
donságáról. Induljunk ki abból az ismert közmondásból, miszerint „Madarat tolláról, embert barátjáról
lehet megismerni”. Tegyük föl, hogy van egy számunkra ismeretlen ember. Amikor nem tudunk semmit
róla, akkor a bizonytalanságunk vele szemben maximális. Tegyük föl, hogy megtudjuk kik a legjobb
barátai, ezzel az információval a bizonytalanságunk vele szemben csökken. Tehát egy tényezõ hatását
aszerint is lehet jellemezni, hogy ismerete mennyi olyan információt szolgáltat, amellyel csökkenti bi-
zonytalanságunkat.

Vegyünk egy másik példát. Feldobunk egy kockát. Az a kérdésünk: hány pont szerepel a kocka felsõ
oldalán? Ha tudjuk, hogy egy szabályos kockával dobtunk, akkor minden pontszámnak a valószínûsége
1/6, tehát a bizonytalanságunk maximális lesz. Ha például tudjuk, hogy a kocka összes oldalán 3 pont
található, akkor biztosak lehetünk benne, hogy a kérdésünkre 3 pont a válasz, tehát bizonytalanságunk
nulla. A következõ definíció és a megjegyzések ennek a gondolatmenetnek adnak elméleti hátteret.

* Fõiskolai docens, Általános Vállalkozási Fõiskola

** Az elõadás elhangzott az „Országos Felsõoktatási Matematika, Fizika és Számítástechnika”
konferencián Pécsen, 2006 augusztusában.

*** Kosztolányi Dezsõ fordítása



12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123

144

Ahogyan az elõzõ példákkal is érzékeltettük, az entrópia az információ bizonytalanságának mértékét
fejezi ki.[8] Diszkrét esetben a következõképpen definiáljuk:

Definíció 1.1. [9]:

Legyen X egy diszkrét valószínûségi változó, amely az x
I 
értékeket veszi föl a következõ valószínûségi

eloszlással:

1,
21

21 =





∑
i

i
i

i
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xxx
X
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.

Az X eloszlásból következõ:

∑−=
i

ii ppXH 2log)( .

bizonytalanságot Shannon-féle entrópiának nevezik.

Megjegyzések:

• Ha X egy s számú értéket felvevõ, diszkrét valószínûségi változó, amely minden értéket ugyanazzal

a                                                  valószínûséggel vesz föl, akkor az entrópiája:

• Ha van olyan i (i=1..s), amelyre                                                  ,

akkor az entrópia értéke 01log1)( 2 =⋅−=XH . Ez azt fejezi ki, hogy ebben a speciális esetben
a bizonytalanság nulla.

Az elõzõ két megjegyzés az entrópia által felvehetõ maximális illetve minimális értékre szolgálhat
példaként.

Az entrópia az ezek által meghatározott zárt intervallum bármely értékét fölveheti, vagyis

sXH 2log)(0 ≤≤ .

Minél közelebb áll az entrópia értéke a nullához, annál kisebb az információ bizonytalansága, minél
közelebb van a felsõ határhoz, annál bizonytalanabb az információ.

Legyen X és Y két diszkrét vagy folytonos valószínûségi változó. X és Y értékkészleteit  felosztjuk egyenlõ

intervallumokra a következõ partíciókkal: { } { }
tjjsii yx

,0

*
,0

* , == . (Ezekhez az intervallumokhoz való hoz-

zátartozás egy teljes eseményrendszert alkot). Jelölje ijp  annak a valószínûségét, hogy egy, a sokaságból

véletlenszerûen kiválasztott, egyednek az x koordinátája az [ [**
1; ii xx −  intervallumba, az y koordinátája

pedig az  [ [∗∗
− jj yy ;1  intervallumba esik. Az alábbi táblázat tartalmazza X és Y együttes valószínûségeloszlást.
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i=1, 2,…s; j=1,2…t; 

X/Y � ( ]∗∗
−= jj

Y
j yyK ;1  

 
� 

Perem 
eloszlás    

�   �   �  

( ]∗∗
−= ii

X
i xxK ;1  

� ijp  � .ip  

�   �   �  

Perem-eloszlás  � jp.  � 1  

• A táblázat adatai alapján könnyû ellenõrizni a függetlenséget. Ha ez nem állna fönn, akkor fölme-
rül a következõ kérdés: Hogyan hat az X-hez fûzõdõ bizonytalanság csökkenésére annak az ismerete,
hogy

Y
jKY ∈ ? (Visszatérve a dobókockás példánkra, felmerülhet a következõ kérdés: Hogyan hat a do-

bott pontszámhoz fûzõdõ bizonytalanságra, ha tudjuk, hogy páros számot dobtunk?)

Tekintsük a következõ valószínûségeloszlást:
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A fönt megjelenõ valószínûségekkel a következõket jelöltük:
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Az összegük a következõ:
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Kiszámoljuk )/( Y
jKYX ∈ valószínûségi változó entrópiáját:
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A ( )jKYXH ∈/ tj ,1=     entrópiák egy valószínûségi változó értékeit képezik, amely különbözõ érté-

keket vehet föl, attól függõen, hogy Y melyik intervallumba esik.

Megjegyzések:
• Ha a sokaság egyedeit jellemzõ két valószínûségi változó diszkrét, vagy egy minta adatai állnak rendel-

kezésünkre, akkor a táblázatban lévõ valószínûségek a relatív gyakoriságok segítségével becsülhetõk.
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Definíció 1.2:

A ( )YX /�  valószínûségi változó várható értékét, (X/Y)  feltételes entrópiának nevezzük és a követke-
zõképpen jelöljük:

=

( ) ( )∑ ∑
= =






 −⋅=

t

j

s

i

Y
j

X
i

Y
j

X
ij KKpKKpp

1 1
2. /log/ .

Hasonló módon definiálható (Y/X) feltételes entrópiája is, ezt )/( XYH -nek jelöljük.

(X,Y) valószínûségi változók együttes eloszláshoz tartozó bizonytalanságot a közös entrópia
fejezi ki:

 Definíció 1.3 [7]:

∑∑
= =

−=
s

i

t

j
ijij ppYXH

1 1
2log),(  X és Y közös entrópiájának nevezünk.

Néhány ismert eredményt, összefüggést említünk meg:

T 1.3.1  [7]: A közös entrópia és a feltételes entrópia között a következõ összefüggés áll fönn:

)()/()()/(),( XHXYHYHYXHYXH +=+= .

T 1.3.2  : Abban az esetben, hogy X és Y függetlenek:

H(X,Y)=H(X)+H(Y).

Jelölés: A függetlenség esetére jellemzõ entrópiát ),( YXH ∗ -al jelöljük.

T 1.3.3  [7]: ),(),( YXHYXH ≥∗

Ebbõl a tulajdonságból kiindulva bevezethetõ a következõ fogalom:

Definíció 1.4  [7]:

A ( ) ),(,),( * YXHYXHYXI −= mennyiséget információnyereségnek nevezünk.

T 1.4.4. [7]: Az információnyereség egyik valószínûségi változó entrópiájával és a feltételes entrópiá-
val a következõképpen fejezhetõ ki:

I(X,Y)=H(X)-H(X/Y)=H(Y)-H(Y/X).

A fenti tulajdonságból látszik, hogy )(),( XHYXI ≤ . Ezt figyelembe véve a következõ fogalomhoz
jutunk:

∑∑

∑∑

= =

= =

−=

∈∈∈∈−=

s

i

r

j
ijij

Y
j

X
i

Y
j

X
i

s

i

r

j

ppYXH

KyésKxPKyésKxPYXH

1 1
2

2
1 1

log),(

)(log)(),(

( ) ( )∑
=

⋅∈==
t

j
j

Y
j pKYXHYXMYXH

1
./)/()/( �



12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123
12345678901234567890123456789012123456789012345678901234567890121234567890123456789012345678901212345678901234567890123

147

Definíció 1.5. [7]:

A következõ számot:

)(

)/(
1

)(

)/()(

)(

),(
)/(

XH

YXH

XH

YXHXH

XH

YXI
YXr −=−==

feltételes relatív információnyereségnek nevezünk.

Ennek az  értéke azt fejezi ki, hogy az egyik valószínûségi változónak az ismerete mennyire csökkenti
– az eredeti bizonytalanságához képest – a másik valószínûségi változónak a bizonytalanságát. A relatív
feltételes információnyereség tulajdonságai a következõk:

T 1.5.1  [7]: ( ) 1/0 ≤≤ YXr

T 1.5.2  [7]:  r(X/Y) akkor és csak akkor veszi föl a nulla értéket, ha X és Y függetlenek.

Ha nem tudjuk azt, hogy melyik valószínûségi változó hat a másikra, vagy melyik vesz föl elõbb értéke-
ket, akkor hasznosnak bizonyul egy szimmetrikus mutató használata. Induljunk ki az információnyere-
ség definíciójából, azt 2-vel megszorozva:

( ) ( )
( ))/()/()()(

)()/()()/()(2)(2

),(2))()((2),(2),(2),(2

XYHYXHYHXH

XHXYHYHYXHYHXH

YXHYHXHYXHYXHYXI

+−+=
=+−+−+=

=−+=−= ∗

Tehát:

[ ])/()/()()(),(2 XYHYXHYHXHYXI +−+= .

Ebbõl kifejezhetünk egy relatív szimmetrikus mutatót:

Definíció 1.6.  [7]:

A szimmetrikus relatív információnyereség-együttható kifejezi a két valószínûségi változó együttes
valószínûségi eloszlásból származó bizonytalanságot.

)()(

)/()/(
1

)()(

),(2
),(

YHXH

XYHYXH

YHXH

YXI
YXR

+
+−=

+
= .

A szimmetrikus információnyereség együttható a következõ tulajdonságokkal rendelkezik:
T1.6.1 [7]: 0 ≤ R(X,Y) ≤ 1

T1.6.2 [7]:  X és Y függetlenek akkor és csak akkor, ha R(X,Y)=0.

T1.6.3  [7]: Ha a két valószínûségi változó közötti kapcsolat „erõs”, akkor H(X/Y) illetve  H(Y/X) „kis”
értékeket vesznek föl, ebbõl következik, hogy R(X,Y) értéke közelít 1-hez.

Az entrópia alapján bevezetett r(X/Y) illetve R(X,Y) mutatók segítségével jellemezhetõ két valószínû-
ségi változó egyirányú illetve szimmetrikus kapcsolata. Ennek a lineáris korrelációs együtthatóval szem-
beni nagy elõnye a második tulajdonságban rejlik.

Az entrópián alapuló mutatók minõségi ismérvek kapcsolatának jellemzésére is alkalmazhatók, azzal
a feltétellel, hogy ezeknek az értékei lefedjék az egész sokaságot és, hogy egy egyedhez hozzárendelhetõ
legyen egy és csak egy minõségi ismérvváltozat.
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2. A kopulák szerepe a sztochasztikus kapcsolatok entrópia segítségével
történõ elemzésében

Ebben a részben megmutatjuk, hogyan illeszthetõk a kopulák az elõzõkben bemutatott gondolat-
menethez. A kopulafüggvények alkalmasak nagyon sokfajta olyan együttes eloszlás modellezésére, amely
eleget tesz a valóság szabta speciális kívánalmaknak is. Ezért hasznosnak bizonyul a kopulákat beépíteni
az információelméletbe.

Itt megemlítjük a kopula függvény definícióját, illetve a kopula-elmélet centrális tételét, a Sklar-
tételt, amely összeköti, a kopula függvényt a peremeloszlás-függvényeken keresztül az együttes eloszlás-
függvénnyel:

Definíció [ ]10 :

A kétdimenziós kopula-függvényt a következõképpen értelmezzük:

[ ] [ ]1;01;0: 2 →C  és

eleget tesz a következõ tulajdonságoknak:

1) ( ) ( ) 0,00,, ==∈∀ vCuCIvu

2) ( ) ( ) vvCuuCIvu ==∈∀ ,11,,

3) 21212121 ,;,,, vvuuIvvuu ≤≤∈∀

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,, 11211222 ≥+−− vuCvuCvuCvuC

Sklar-tétel [ ]10 : Ha X és Y  folytonos valószínûségi változók                            ,

együttes  eloszlásfüggvénnyel és                                          ,                                               peremeloszlás-

függvényekkel akkor létezik egy

[ ] [ ]1;01;0: 2 →C
kopula függvény, amelyre igaz, hogy

*

Fordítva: Ha  [ ] [ ]1;01;0: 2 →C  , egy kopula, akkor létezik egyetlen egy együttes eloszlásfüggvény

F(x,y) , adott F
1
(x) és F

2
(y) peremeloszlásokkal, amelyre teljesül:

                                       (1)

Legyen X és Y két folytonos valószínûségi változó, ( ) ( )yFxF 21 ,  ismert eloszlásfüggvényekkel. Le-
gyen F(x,y) az együttes eloszlásfüggvény illetve ( )yxf ,   az együttes sûrûség függvény, amelyek ismeret-
lenek is lehetnek. Jelölje ( )vuC ,  az együttes eloszlásnak megfelelõ kopula-függvényt, amelyet pl. az
adatokra való illesztésbõl kaphatunk meg.[5]

*   -el az általánosított inverz függvényt jelöltük. Abban az esetben, hogy a peremeloszlások
  szigorúan növekvõk, ez egybeesik a szokványos inverz függvénnyel.

[ ]1,0: 2 →RF ( )yxF ,

[ ]1;0:, 21 →RFF ( ) ( )yFxF 21 illetve

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )( )vFuFFvuCvu 1
2

1
1 ,,1;0,

−−=∈∀

( ) ( ) ( )( )yFxFCyxFRyx 21 ,,, =∈∀

[ ](F 1−
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A továbbiakban kifejezzük az elsõ részben bemutatott fogalmakat a kopulafüggvény segítségével. Eh-
hez szükség lesz a következõ valószínûségekre:
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Definíció 2.1* :

X-re vonatkozóan a Shannon-féle entrópia a (2) jelölésekkel a következõ lesz:
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Definíció 2.2* :

A közös entrópia kifejezése a együttes eloszlásfüggvényhez tartozó kopula-függvény segítségével a
következõ lesz:
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Definíció 2.3*:

A feltételes entrópia X/Y, az együttes eloszlásnak megfelelõ kopula segítségével a következõ :

* A csillaggal jelölt definíciók a szerzõtõl származnak.
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Definíció 2.4*:

Az információnyereség, az együttes eloszláshoz tartozó kopulafüggvénnyel kifejezve, a következõ:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∑∑ ∫ ∫∫ ∫

∑∑

= =

=
−−

=
−−


























∂∂
∂⋅

∂∂
∂+

+−−−−−−=

− −− −

s

i

o

j

u

u

v

v

u

u

v

v

o

j
jjjj

s

i
iiii

i

i

j

j

i

i

j

j

dudv
vu

vuC
dudv

vu

vuC

vvvvuuuuYXI

1 1

2

2

2

1
121

1
121

.
,

log
,

loglog),(

1 11 1

�

�

�

�

�

�

�

�

��������

Definíció 2.5*:

A relatív feltételes entrópia, a együttes eloszláshoz tartozó kopulát ismerve a következõ:
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Definíció 2.6*:

A szimmetrikus relatív információnyereség, a kopula-függvény segítségével kifejezve a következõ:
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Következtetések:

1) Az összes kijelentés, amelyet az elsõ részben tettünk, helytálló a második részben a kopulák segít-
ségével bevezetett fogalmakra is.

A második részben a kopulákkal kifejezett fogalmak a következõ szempontok miatt hasznosak :

• A kopulák nagyon hasznos eszköznek bizonyultak az együttes eloszlás modellezésére [4,6] mivel
az összefüggések nagy skáláját képesek modellezni. Az utóbbi idõben egyre gyakrabban használják
õket több tudományos területen is, mint például pénzügyekben, hidrológiában, biológiában, szo-
ciológiában. Kutatások folynak a kopuláknak mintára való illesztésével kapcsolatban is. ([3,6]).

• Az itt bevezetett képletek akkor is használhatók, ha csak egy minta adatai állnak rendelkezésünkre.
Ebben az esetben az adatokra egy megfelelõ kopulát illesztünk, majd egy táblázatba helyezve õket,
ki lehet számolni az itt bevezetett entrópia-mutatókat.

2) Ha az együttes eloszlást kopula segítségével modelleztük, és a peremeloszlás-függvényeket nem
lehet zárt alakban elõállítani (például a normális eloszlás esetében), akkor elegendõ a  eloszlásfüggvény
értékeit  az intervallumok végpontjaiban ismernünk ahhoz, hogy az általunk bevezetett entrópiás képle-
teket használhassuk.
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