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Lipécz György*

AMIKOR MINDENKI NYER**

Egy valószínûségi árfolyam-paradoxonról és rokonairól

A filozófia nélkülözhetetlen ahhoz, hogy a matematika mélyére hatolhassunk.
A matematika nélkülözhetetlen ahhoz, hogy a filozófia mélyére hatolhassunk.
A matematika és a filozófia nélkülözhetetlen ahhoz, hogy bárminek a mélyére
hatolhassunk.

Leibniz

Az alábbiakban paradoxonokról lesz szó, de nem feloldhatatlan ellentmondásokról és ezért nem is a
szó legszorosabb értelmében vett paradoxonokról, hanem olyan érdekes problémákról, amelyek csak
látszatra hordoznak ellentmondást.  Vagy azért, mert egy helyes gondolatmenet eredménye meglepõ,
sõt, elsõ látásra elfogadhatatlan, vagy éppen fordítva, egy helytelen gondolatmenet vagy egy hamis ered-
mény látszik meggyõzõnek.

A paradoxonok mindig valamilyen fogalomalkotási vagy következtetési zsákutcát jelentenek.  Gyakran
az okozza a megoldhatatlan – vagy megoldhatatlannak látszó – nehézséget, hogy egy önmagában helyes
modellt helytelenül akarunk a valóságra alkalmazni.  A paradoxonok jelentõsége abban áll, hogy látszólag
jól ismert fogalmakat, módszereket, feltételeket és következtetéseket  újra kell gondolnunk.

1. A két boríték paradoxona

Ez a paradoxon a fizikus Schrödingertõl származik.
Van két boriték.  Mindkettõben pénz van, az egyikben kétszer annyi, mint a másikban.  Hogy mennyi

pénz van bennük, és hogy melyikben van a több, azt nem lehet tudni.  Kinyithatjuk az egyiket és megnéz-
ve, hogy mennyi van benne, dönthetünk, hogy maradunk-e ennél vagy inkább a másikat választjuk. Úgy
tûnik, mindegy, hogy váltunk vagy sem. Van azonban – a paradoxon szerves tartozékaként  – egy felkínált
gondolatmenet, ami szerint mindenképpen váltani kell.

Ha a kinyitott boritékban levõ összeg x, akkor 50-50% esélye van annak, hogy a másik borítékban 2x
vagy  x/2  összeg van.  Tehát a másik boríték várható értéke:
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azaz, 1,25 x. Azaz, a másik borítékban levõ összeg várható értéke mindig nagyobb, mint amit kinyitot-
tunk.  Ami elég érdekes. Mert ha mindig a másikat érdemes választani, akkor érdemes már elõszörre a
másikat.  Ez olyan, mint amikor két ikertestvér közül bármelyiket kérdezi az ember, hogy „Te melyik
vagy?” mindig azt a választ kapjuk, hogy „Én a másik vagyok!”

* Tanszékvezetõ fõiskolai tanár, Általános Vállalkozási Fõiskola

** A szerzõ a cikk megírásához nyújtott segítségért köszönettel tartozik Horváth József
matematikus közgazdásznak (Corvinus Egyetem) és Kovács Edith matematikusnak (ÁVF).
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A felkínált megoldás hibája a következõ:  helytelen az az állítás, miszerint ha a kinyitott borítékban
levõ összeg x, akkor 50-50% esélye van annak, hogy a másik boritékban 2x  vagy  x/2  összeg van.  Ez az
állítás megalapozatlan.  Mint alább látni fogjuk, nem lehetetlen, de a feladat szûkös információiból erre
nem lehet következtetni.

Amit biztosan tudunk, az csak ennyi: kiválasztván véletlenszerûen az egyik borítékot, két eset lehetsé-
ges, vagy a kisebbik összeg van a boritékban, vagy a nagyobb.  Mivel egyforma borítékokról van szó,
ennek valóban 50-50% az esélye. De ha ez éppen a kisebbik összeg, akkor 100%, hogy a másikban a
nagyobb összeg van, és 0%, hogy a kisebbik. Ugyanígy, ha a borítékban a nagyobbik összeg van, akkor a
másikban biztosan a kisebb van.

MEGOLDÁS

Legyen tehát y a kisebb összeg és 2y a nagyobb. Annak van 50-50% esélye, hogy a kinyitott boritékban
y vagy 2y lesz.

• Ha nem váltunk, akkor vagy y-t vagy 2y-t találunk, a várható érték 0,5 y + 0,5 (2y).
azaz,  1,5y.

• Ha váltunk, akkor y helyett a 2y-t fgjuk választani; ha pedig 2y volt a boritékban, (ezt persze mindig
csak utólag tudjuk meg), akkor a 2y helyett az y-t. A várható érték a cserével 1,5y.

A várható érték cserével vagy anélkül  1,5y. Ellentmondás tehát nincs.

2. A Siegel-paradoxon

A Siegel-paradoxon nagyon hasonló az elõzõ kétborítékos paradoxonhoz, ebben is szerepel egy vá-
lasztási lehetõség,  de itt a feladat  maga tartalmazza, hogy váltás esetén milyen valószínûséggel mennyit
nyerünk vagy vesztünk. A paradoxon a következõ. Tegyük fel: mai árfolyamon 1 � = 1 $.  A kérdés az,
érdemes-e a $-tulajdonosnak ma eurót vennie, és holnap újra $-ra visszaváltania, ha holnapra a $ árfolyama

• 50% eséllyel a felére csökken,
• 50 % eséllyel viszont a kétszeresére nõ?

A felkínált megoldás: váltás esetén 1 $-ból várhatóan 1,25 $ lesz, mert

= 1,25 x

A $-tulajdonosnak tehát érdemes váltania. A várható érték számítása itt helyes, hiszen a feltételek a
feladatban egyértelmûen adottak. A probléma az, hogy az euró-tulajdonosnál ugyanez a gondolatmenet
elmondható. Tehát az euro-tulajdonosnak is érdemes cserélni. Hogy lehet, hogy mindketten nyernek?

A SIEGEL-PARADOXON MEGOLDÁSA

Két fõszereplõnk van, a Dolláros és az Eurós. Mindkettõnek legyen két egységnyi pénze, a Dolláros-
nak $, az Eurósnak  �.

Legyen továbbá két váltóhely,
• az 1. nap mindegyikben 1:1 arányban váltanak,
• a 2. napon  az egyik váltóhelyen  1:2, a másikban 2:1 arányban megy az átváltás.

Ez utóbbi feltétel reprezentálja az eltérõ árfolyamok 50-50%-os esélyét.

Mindkét szereplõ az elsõ napon cserél.  A váltóhelyeken 1:1  arányú a forgalom.
Másnap a Dolláros ember (akinek most 2 eurója van),  1  �-ért az elsõ helyen kap ½ $-t, a másik helyen

1 euróért 2 $-t. Ez 2,5 $, tehát 0,5 $ nyereség.  Honnan van ez a nyereség?  Mivel az Eurós embernek nem
volt dollárja , az ügyletre a váltóhelyek fizettek rá, mégpedig az elsõ váltóhely  ½  $-t nyert, a másik 1 $-t
veszített,  ketten együtt ½ $-t veszítettek.

Az Eurós ember másnap  a 2  dollárjáért 2,5  �-t kapott, nyert tehát ½  �-t, ezt szintén a váltóhelyeknek
kellett fizetnie. Itt pont fordítva, az elsõ váltóhely veszített 1 eurót, a második nyert felet, együttesen fél
eurót veszítettek.
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Tehát: a váltóhelyek fizettek rá a boltra. Az elsõ hely fél $-t nyert és 1 �-t veszített, a második fél �-t
nyert és 1 $-t veszített.  Összesen vesztettek fél  �-t és fél $-t, pont annyit, amennyit az egyének nyertek.

Megjegyzendõ: ha idõben egymás után történik az árfolyam váltás, tehát pl. a második napon a $ a
felére esik, a harmadik napon  a félrõl a 2x-esre, akkor persze átlagosan nem változott az árfolyam és
ekkor természetesen mértani átlagot számolunk nem pedig számtanit.

Fogalmazzuk meg a megoldást váltóhelyek feltételezése nélkül! Ha csak két szereplõ van, akkor  az
amerikai fél csak az európaitól vehet eurót, és fordítva. Így más oldalról is szembetûnik, hogy miben áll a
feladat paradox volta.

Legyen most is két pénzegysége mindkettõnek. Nézzük, mi történik, ha mindketten váltanak. Ha a
tranzakciókat végtelen sokszor ismétlik, akkor:

A dolláros szereplõ
• az esetek felében 1 dollárt kap vissza, (ekkor az eurós ember nyer 1 dollárt),
• az esetek másik felében 4 dollárt kap vissza, ( de ekkor a másik veszít 2 $-t)
• tehát átlagban valóban 2,5 dollárt kap vissza. Ezt az európaitól kapta, aki tehát átlagban

veszített 0,5 $-t.

• Viszont az esetek felében ad 1 eurot,
• Az esetek másik felében 4 eurot,
• átlagban 2,5 eurót, tehát a dolláros fél a 0,5 dolláros „nyereségét” 0,5 euroért „vásárolja meg”.

És ez a 0,5 �-s kiadás a másik többletbevétele.

A veszteséget elképzelhetjük mindkét fél oldalán puszta tartozásként, de úgy is, hogy feltesszük, mindkét
félnek eredetileg is volt idegen valutája a két egység saját valután kívül. A pénztechnikai megoldás a
feladat matematikai tartalmát nem befolyásolja.

A feladatbeli konkrét szituációból következett, hogy a játék 0 összegû. A felkínált gondolatmenet elsõ
hallásra meggyõzõnek mutatta ennek az ellenkezõjét, de a játék valóban 0 összegû.

3.  A két borítékos feladat, a Siegel- és a szentpétervári paradoxon

A Siegel-paradoxon döntõ mozzanata, hogy itt rögzítve volt az ½ x és a 2x eloszlása.
Ez a két borítékos paradoxon esetén a felkínált megoldásban csupán önkényes feltételezés volt, a

feladatban nem szerepelt.  A két borítékos paradoxonhoz tartozó felkínált  gondolatmenet helytelen, de
nem eleve képtelenség. A hamis gondolatmenet feltételez egy konkrét eloszlást ½ x és a 2x között, ami a
feladatban nem szerepel, de éppenséggel szerepelhetne. Hogy mi módon, arra az egyik lehetséges példát
éppen a  a Siegel paradoxon szolgáltatja.

Más módon is elképzelhetõ azonban az ½ x és a 2x közötti valamilyen valószínûségeloszlás: úgy, hogy
egyik esemény valószínûsége se legyen nulla. Egy ilyen lehetõség a szentpétervári paradoxonhoz kap-
csolódik. Ennek segítségével a feladat átalakítható, kiegészíthetõ oly módon, hogy a hamis megoldási
javaslat – legalábbis a kiindulópontot tekintve – helyessé váljék.

A szentpétervári paradoxon a következõ:  egy pénzérmét addig dobálunk, amíg fej nem lesz.  Ha k-
adikra lett elõször fej, akkor 2k  összeget nyerünk. Kérdés, hogy egy ilyen játékért milyen belépõdíjat
lennénk hajlandók fizetni. Erre az egyik lehetséges és szokásos válasz, hogy a játék várható értéke lenne
a méltányos díj.  A pénzdobálás mindennapi tapasztalata alapján elsõ hallásra néhány száz, vagy esetleg
néhány ezer Ft összegre tippelnénk, a játék várható értéke azonban – könnyen ellenõrizhetõ módon –
végtelen.

A paradox jelleg pusztán abban áll, hogy az eredmény meglepõ.  Matematikai szempontból azonban
semmi ellentmondás nincs. Ezért matematikailag nincs is mit megoldani rajta. Amit ehhez hozzá lehet
fûzni, az már nem tiszta matematika, hanem közgazdaságtan, ill. döntéselmélet.  Mivel végtelen a várható
érték, ezért alkalmatlan valóságos nagybani szerencsejátéknak, és azok, akik meg akarják oldani, valójá-
ban azon dolgoznak, hogyan lehet a játékszabály átalakításával, pótlólagos szabályok bevezetésével  játsz-
ható és igazságos vagy méltányos játékot alkotni. 

A szentpétervári paradoxon ötlete alapján feltölthetõk úgy a borítékok, hogy bármely összeget talá-
lunk a borítékban, a másik boríték várható értéke mindig nagyobb legyen. Ha pedig a várható érték
alapján döntünk, akkor mindig érdemes váltani.
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A KÉT BORÍTÉK FELTÖLTÉSE A SZENTPÉTERVÁRI PARADOXON ÖTLETE ALAPJÁN
(Amikor a 2x és a ½ x valószínûsége egyidejûleg pozitív lehet.)
A feltöltés a következõ módon történhet:
Feldobnak egy érmét, ha írás, akkor addig dobják fel, amíg fej nem lesz. Ha k-adikra lesz fej, akkor 2k

Ft-ot tesznek az egyik borítékba, és  2k–1    összeget (tehát a felét) a másikba. (Ez a két boríték a k-adik
borítékpár.)

Az érme nem feltétlenül szabályos.
A fej valószínûsége: q
Az írás valószínûsége: 1 – q

k-adik (k+1)-edik
boríték-pár boríték-pár

Pénzösszeg kk 2;2 1− 12;2 +kk

Valószínûség ( ) qq k 11 −− ( ) qq k−1

A borítékokban található összegek valószínûségi változók. Jelöljük õket  � 
1
-gyel és  � 

2
-vel!  (Az 1-es

index a kisebbik összeget jelenti.) Az elsõ öt boríték-pároshoz tartozó  valószínûségeket az alábbi táblázat
tartalmazza.

          � 
2

 � 1 20 21 22 23 24 25

  20 1/3

  21 2/9

  22 4/27

  
23 8/81

 
 24 16/243

  
25
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A BORÍTÉKPÁROK VALÓSZÍNÛSÉGELOSZLÁSA

1. pár  2. pár 3. pár  4. pár     5. pár

Pénz-
összeg

(1,  2)  (2,  4) (4,  8)  (8,  16)     (16,  32)

Való-
színûség =













10

3

1

3

2
   =













21

3

1

3

2
  =













32

3

1

3

2
     =













43

3

1

3

2
   =


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
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





54

3

1

3

2
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Legyen
• A  az az esemény, melyben a kinyitott borítékban található összeg a nagyobbik.
• B  az az esemény, melyben a kinyitott borítékban található összeg a kisebbik.

Ha a talált összeg 2k,  akkor:

( ) qqAP k 11)( −−=

( ) qqBP k−= 1)(
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Annak a valószínûsége, hogy egy borítékpáros egyik tagjából 2k  összeg kerül elõ,

( ) ( ) qqqqBAP kk −+−=∪ − 11)( 1

Feltéve, hogy egy borítékból 2k  összeg került elõ, mi a valószínûsége annak, hogy ez az összeg a
nagyobbik?

( )
( ) ( ) qqqqq

qq

BPAP

AP
XAP kk

k
k

−
=

−+−
−=

+
== −

−

2

1

11

1

)()(

)(
)2( 1

1

Feltéve, hogy egy borítékból 2k  összeg került elõ, mi a valószínûsége annak, hogy ez az összeg a
kisebbik?

( )
( ) ( ) q

q

qqqq

qq

BPAP

BP
XBP kk

k
k

−
−=

−+−
−=

+
== − 2

1

11

1

)()(

)(
)2( 1

A váltás esetén a várható érték:

q

q

qq

q

qq

q
M kkkk

−
−⋅=





−

+
−
−=

−
+

−
−= −−+

2

25,2
2

2

1
2

2

1
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Hogy érdemes-e váltani, ahhoz a matematika két segítséget nyújt. A fenti képletek alapján két fontos
kérdésre kaphatunk egyértelmû választ:

• Csere esetén minek nagyobb a valószínûsége, annak, hogy nyerünk, vagy annak, hogy vesztünk?
• Mennyi a másik  boríték várható értéke?

A válaszok nem feltétlenül határozzák meg egyértelmûen a döntésünket.  Aki az elsõ kérdés alapján
kívánna dönteni, nem feltétlenül fog ugyanarra a döntésre jutni, mintha a másik kérdés alapján tenné
ezt, vagy esetleg a két kérdés egyidejû figyelembevétele alapján.

Az elsõ kérdést szemügyre véve, látható, hogy  ezek a valószínûségek nem függnek a  k értékétõl.  A q
értékétõl ugyan függnek, de az mindenképpen igaz marad, q értékétõl függetlenül is, hogy nagyobb
annak a valószínûsége, hogy a cserével rosszabbul járunk. (Azt az esetet, hogy q = 0, nyugodtan ki-
zárhatjuk, hiszen az azt jelentené, hogy a fej dobásának valószínûsége nulla.)

Ha a várható értéket tartjuk elsõdlegesnek, akkor már a q értéke megfordíthatja a döntést, mivel a
várható érték képletében szereplõ tört értéke q-tól függ.

o Ha q = 0,5, akkor a tört értéke 1, és akkor a várható érték pont 2k, tehát közömbös,
hogy cserélünk-e.

o Ha q < 1, akkor a tört nagyobb 1-nél, és ez esetben érdemes cserélni.

o Ha q > 1,  akkor a tört kisebb 1-nél, és akkor nem érdemes cserélni.

A fenti két szempont alapján egy egyén döntése bármi lehet. Dönthet úgy is, hogy cserél, és maradhat
az eredeti boríték mellett is.  Hogy milyen szempontok hogyan befolyásolhatják az egyén döntését, hogy
az egyéni különbségek mibõl fakadnak, az persze nagyon fontos kérdés, de már nem tisztán – vagy egyál-
talán nem – matematikai kérdés.
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A KÉT BORÍTÉK ÉS A SZENTPÉTERVÁRI PARADOXON
– TETSZÕLEGESEN NAGY KÜLÖNBSÉG ESETÉN

A legfontosabb tanulságokat az elõzõeknél enyhébb feltételek esetén is leszûrhetjük.  Ennek érdeké-
ben most tegyük föl, hogy mindkét borítékba – egymástól függetlenül – a következõ eljárás szerint teszik
bele a pénzt.  Feldobnak egy érmét, ha írás, akkor mégegyszer feldobják, amíg fej nem lesz.  Ha k-adikra
lesz elõször fej, akkor 2k  Ft-ot tesznek a boritékba.

Elhagytuk tehát azt a feltételt, hogy az egyik borítékban a másiknak a kétszerese van. A két borítébeli
összegek közti különbség bármilyen nagy lehet, a nullától a végtelenig.

A játék innen ugyanaz.  Rámutatunk egy borítékra, majd megnézve az összeget, dönthetünk, hogy
inkább a másik borítékbeli (még nem ismert) összeget választjuk.

A döntéshez most is két kérdést vehetünk szemügyre:
o Mekkora a valószínûsége annak, hogy a cserével nyerünk?
o Mekkora a másik boríték várható értéke?

Mindenekelõtt:  már az is paradox, hogy a borítékbeli összegek várható értéke végtelen, miközben a
borítékban csak véges összeg lehet.

A k értéke is mindkét borítékban véges. A várható érték végtelen, a boritékban levõ összeg pedig
bármilyen nagy, de véges.

Az elsõ feladat tehát: megnézzük, mennyi a valószínûsége annak, hogy – a másik borítékot választva –
abban több pénz lesz.  Ha az elsõre választott boríték feltöltésekor k-adik dobásra jött ki elõször fej, akkor
az a kérdés, hogy mi annak a valószínûsége, hogy (k+1)-edikre vagy annál késõbb jön a fej:
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(Ez egy  12

1
+k  -nel kezdõdõ mértani sor összege.)

Az eredmény önmagában is érdekes: annak, hogy pontosan  k-adikra jön ki fej, ugyanannyi a valószí-
nûsége, mint annak, hogy annál késõbb.

Látható, hogy  k >1 esetén a  p  kisebb, mint 50 %. A k növekedésével a nyerés esélye rohamosan
csökken.  Tehát kisebb a valószínûsége annak, hogy nyerünk a cserével, mint annak, hogy nem nyerünk
vagy kifejezetten veszítünk.  Ennek alapján dönthetünk úgy, hogy nem érdemes cserélni.

A másik lehetséges döntési kritérium a várható érték.  Itt elég arra gondolni, hogy  a cserével elérhetõ
összeg várható értéke végtelen, míg az eredeti összeg véges. Eszerint – pusztán a várható érték kritériuma
alapján – érdemes cserélni.

Egy valóságos egyén egy valóságos döntésnél feltehetõen mindkét szempontot figyelembe venné:
hogy a cserével elérhetõ várható érték ugyan végtelen, viszont nagyon kicsi  a valószínûség is, hogy jól
járunk a cserével.

***

Több változatban is elemeztük, (ideértve a Siegel-paradoxont is), hogy miként változik az eredmény,
ha ismerjük a borítékok feltöltésének valószínûségeloszlását. Ha viszont nincs információnk róla, ahogy a
kiinduló feladatban sem volt, akkor valójában nincs érdemi lehetõségünk dönteni a cserérõl. Ettõl még lehet,
hogy egy kockázatkerülõ egyén, aki a biztosat mindig többre becsüli a bizonytalannál, azonnal elfogadja az
elsõ borékban talált 1 millió Ft-ot, és nem kockáztatja, hogy esetleg csak a felét kapja meg. Ezek a szempont-
ok azonban túlmutatnak a matematikán és méginkább az adott feladat egyszerû feltételein.
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