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Egy valdsziniisegi arfolyam-paradoxonrol és rokonairol

A filozofia nélkiildzhetetlen ahhoz, hogy a matematika mélyére hatolhassunk.
A matematika nélktilézhetetlen ahhoz, hogy a filozéfia mélyére hatolhassunk.
A matematika és a filozéfia nélkulézhetetlen ahhoz, hogy barminek a mélyére
hatolhassunk.

Leibniz

Az alabbiakban paradoxonokrdl lesz sz6, de nem feloldhatatlan ellentmondéasokrol és ezért nem is a
sz6 legszorosabb értelmében vett paradoxonokrél, hanem olyan érdekes problémakrél, amelyek csak
latszatra hordoznak ellentmondast. Vagy azért, mert egy helyes gondolatmenet eredménye meglepd,
sOt, elsd latasra elfogadhatatlan, vagy éppen forditva, egy helytelen gondolatmenet vagy egy hamis ered-
mény latszik meggy6zonek.

A paradoxonok mindig valamilyen fogalomalkotéasi vagy kovetkeztetési zsakutcat jelentenek. Gyakran
az okozza a megoldhatatlan — vagy megoldhatatlannak latsz6 — nehézséget, hogy egy &nmagaban helyes
modellt helytelenidl akarunk a valésagra alkalmazni. A paradoxonok jelentdsége abban all, hogy latszélag
jol ismert fogalmakat, médszereket, feltételeket és kdvetkeztetéseket Ujra kell gondolnunk.

1. A ket horiték paradoxona

Ez a paradoxon a fizikus Schroédingertdl szarmazik.

Van két boriték. Mindkettdben pénz van, az egyikben kétszer annyi, mint a masikban. Hogy mennyi
pénz van benniik, és hogy melyikben van a tébb, azt nem lehet tudni. Kinyithatjuk az egyiket és megnéz-
ve, hogy mennyi van benne, dénthetiink, hogy maradunk-e ennél vagy inkabb a masikat valasztjuk. Ugy
tanik, mindegy, hogy valtunk vagy sem. Van azonban — a paradoxon szerves tartozékaként — egy felkinalt
gondolatmenet, ami szerint mindenképpen valtani kell.

Ha a kinyitott boritékban levd 6sszeg x, akkor 50-50% esélye van annak, hogy a masik boritékban 2x
vagy x/2 6sszegvan. Tehat a mésik boriték varhato értéke:
1 1x
Z2x+ =2
2 22
azaz, 1,25 x. Azaz, a mésik boritékban levd dsszeg varhato értéke mindig nagyobb, mint amit kinyitot-
tunk. Ami elég érdekes. Mert ha mindig a masikat érdemes valasztani, akkor érdemes mar eldszérre a
masikat. Ez olyan, mint amikor ket ikertestver kozll barmelyiket kérdezi az ember, hogy ,,Te melyik
vagy?” mindig azt a valaszt kapjuk, hogy ,,En a masik vagyok!”
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A felkinalt megoldas hibaja a kévetkezd: helytelen az az allitds, miszerint ha a kinyitott boritékban
levd Gsszeg x, akkor 50-50% esélye van annak, hogy a masik boritékban 2x vagy x/2 6sszeg van. Ez az
allitds megalapozatlan. Mint alabb latni fogjuk, nem lehetetlen, de a feladat szikos informaciéibdl erre
nem lehet kdvetkeztetni.

Amit biztosan tudunk, az csak ennyi: kivalasztvan véletlenszerlen az egyik boritékot, két eset lehetsé-
ges, vagy a kisebbik 6sszeg van a boritékban, vagy a nagyobb. Mivel egyforma boritékokrdl van szé,
ennek valéban 50-50% az esélye. De ha ez éppen a kisebbik 6sszeg, akkor 100%, hogy a mésikban a
nagyobb dsszeg van, és 0%, hogy a kisebbik. Ugyanigy, ha a boritékban a nagyobbik 6sszeg van, akkor a
masikban biztosan a kisebb van.

MEGOLDAS

Legyen tehat y a kisebb 6sszeg és 2y a nagyobb. Annak van 50-50% esélye, hogy a kinyitott boritékban
y vagy 2y lesz.
¢ Ha nem valtunk, akkor vagy y-t vagy 2y-t taldlunk, a varhat6 érték 0,5 y + 0,5 (2y).
azaz, 1,5y.
¢ Havaltunk, akkor y helyett a 2y-t fgjuk valasztani; ha pedig 2y volt a boritékban, (ezt persze mindig
csak utdlag tudjuk meg), akkor a 2y helyett az y-t. A varhaté érték a cserével 1,5y.

A vérhat6 érték cserével vagy anélkl 1,5y. Ellentmondas tehéat nincs.

2. A Siegel-paradoxon

A Siegel-paradoxon nagyon hasonlo az el6z8 kétboritékos paradoxonhoz, ebben is szerepel egy va-
lasztési lehetBség, de itt a feladat maga tartalmazza, hogy valtas esetén milyen valdszinGséggel mennyit
nyertink vagy vesztink. A paradoxon a kovetkezd. Tegylk fel: mai arfolyamon 1 € = 1 $. A kérdés az,
érdemes-e a $-tulajdonosnak ma eur6t vennie, és holnap Gjra $-ra visszavéltania, ha holnapra a $ rfolyama

*  50% eséllyel a felére csdkken,

* 50 % eséllyel viszont a kétszeresére nd?

A felkinélt megoldas: valtas esetén 1 $-bol varhatéan 1,25 $ lesz, mert

1 1x
—2X+=—= =1,25x
2 22

A $-tulajdonosnak tehat érdemes véltania. A varhat6 érték szamitasa itt helyes, hiszen a feltételek a
feladatban egyértelmQen adottak. A probléma az, hogy az euré-tulajdonosnal ugyanez a gondolatmenet
elmondhat6. Tehat az euro-tulajdonosnak is érdemes cserélni. Hogy lehet, hogy mindketten nyernek?

A SIEGEL-PARADOXON MEGOLDASA

Két fGszerepldnk van, a Dollaros és az Eurds. Mindkettdnek legyen két egységnyi pénze, a Dollaros-
nak $, az Eurdsnak €.
Legyen tovabba két valtohely,
* az 1. nap mindegyikben 1:1 aranyban véaltanak,
* a2.napon az egyik valtéhelyen 1:2, a masikban 2:1 ardnyban megy az atvaltas.
Ez utobbi feltétel reprezentélja az eltérd arfolyamok 50-50%-0s esélyét.

Mindkét szerepld az elsd napon cserél. A valtdhelyeken 1:1 aranyu a forgalom.

Masnap a Dollaros ember (akinek most 2 eurdja van), 1 €-ért az elsd helyen kap %2 $-t, a masik helyen
leurdeért2 $-t. Ez 2,5 $, tehat 0,5 $ nyereség. Honnan van ez a nyereség? Mivel az Eurés embernek nem
volt dollarja , az Ggyletre a valtohelyek fizettek ra, mégpedig az elsd valtéhely Y2 $-t nyert, a masik 1 $-t
veszitett, ketten egyitt %2 $-t veszitettek.

Az Eurés ember masnap a2 dollarjaért 2,5 €-t kapott, nyert tehat %2 €-t, ezt szintén a valtéhelyeknek
kellett fizetnie. Itt pont forditva, az elsd valtohely veszitett 1 eurét, a masodik nyert felet, egyittesen fél
eurot veszitettek.
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Tehat: a valtohelyek fizettek ra a boltra. Az elsd hely fél $-t nyert és 1 €-t veszitett, a masodik fél €-t
nyert és 1 $-t veszitett. Osszesen vesztettek fél €-t és fél $-t, pont annyit, amennyit az egyének nyertek.

Megjegyzendd: ha id6ben egymas utan toérténik az arfolyam valtas, tehat pl. a méasodik napon a $ a
felére esik, a harmadik napon a félrdl a 2x-esre, akkor persze atlagosan nem valtozott az arfolyam és
ekkor természetesen mértani atlagot szamolunk nem pedig szamtanit.

Fogalmazzuk meg a megoldast valtéhelyek feltételezése nélkil! Ha csak két szerepld van, akkor az
amerikai fél csak az eurdpaitdl vehet eurét, és forditva. Igy mas oldalrél is szembetdnik, hogy miben all a
feladat paradox volta.

Legyen most is két pénzegysége mindkettdnek. Nézzuk, mi torténik, ha mindketten véltanak. Ha a
tranzakcidkat végtelen sokszor ismétlik, akkor:

A dollaros szerepld

* az esetek felében 1 dollart kap vissza, (ekkor az eurés ember nyer 1 dollart),

* az esetek masik felében 4 dollart kap vissza, ( de ekkor a masik veszit 2 $-t)

¢ tehat atlagban valdban 2,5 dollart kap vissza. Ezt az eurdpaitdl kapta, aki tehat atlagban
veszitett 0,5 $-t.

* Viszont az esetek felében ad 1 eurot,

e Az esetek masik felében 4 eurot,

e dtlagban 2,5 eurdt, tehéat a dollaros fél a 0,5 dollaros ,,nyereségét” 0,5 euroért ,vasarolja meg”.
Es ez a 0,5 €-s kiadas a masik tobbletbevétele.

Aveszteséget elképzelhetjik mindkét fél oldalan puszta tartozasként, de Ugy is, hogy feltessziik, mindkét
félnek eredetileg is volt idegen valutija a két egység sajat valutan kiviil. A pénztechnikai megoldés a
feladat matematikai tartalmat nem befolyasolja.

A feladatbeli konkrét szituaciobol kdvetkezett, hogy a jaték 0 dsszegd. A felkinalt gondolatmenet elsd
hallasra meggy6z6nek mutatta ennek az ellenkezdjét, de a jaték valdban 0 6sszeg0.

3. A két horitékos feladat, a Siegel- és a szentpétervari paradoxon

A Siegel-paradoxon dontd mozzanata, hogy itt rogzitve volt az %2 x és a 2x eloszlasa.

Ez a két boritékos paradoxon esetén a felkinalt megoldasban csupan 6énkényes feltételezés volt, a
feladatban nem szerepelt. A két boritékos paradoxonhoz tartozé felkinalt gondolatmenet helytelen, de
nem eleve képtelenség. A hamis gondolatmenet feltételez egy konkrét eloszlast 2 x és a 2x kdzott, ami a
feladatban nem szerepel, de éppenséggel szerepelhetne. Hogy mi médon, arra az egyik lehetséges példat
éppen a a Siegel paradoxon szolgéltatja.

Méas modon is elképzelhetd azonban az ¥z x és a 2x kozo6tti valamilyen valoszinOségeloszlas: tgy, hogy
egyik esemény valészinGsége se legyen nulla. Egy ilyen lehetdség a szentpétervari paradoxonhoz kap-
csoldédik. Ennek segitségével a feladat atalakithato, kiegészithetd oly médon, hogy a hamis megoldasi
javaslat — legaldbbis a kiindulépontot tekintve — helyessé valjék.

A szentpétervari paradoxon a kdvetkezd: egy pénzérmét addig dobalunk, amig fej nem lesz. Ha k-
adikra lett el®szor fej, akkor 2¢ Osszeget nyeriink. Kérdés, hogy egy ilyen jatékért milyen belépddijat
lennénk hajlandék fizetni. Erre az egyik lehetséges és szokasos valasz, hogy a jaték varhato értéke lenne
a méltanyos dij. A pénzdobéalas mindennapi tapasztalata alapjan elsé hallasra néhany szaz, vagy esetleg
néhany ezer Ft dsszegre tippelnénk, a jaték varhat6 értéke azonban — kénnyen ellendrizhetd mdédon -
végtelen.

A paradox jelleg pusztan abban all, hogy az eredmény meglepd. Matematikai szempontbdl azonban
semmi ellentmondés nincs. Ezért matematikailag nincs is mit megoldani rajta. Amit ehhez hozza lehet
fazni, az mar nem tiszta matematika, hanem kézgazdasagtan, ill. déntéselmélet. Mivel végtelen a varhato
érték, ezért alkalmatlan valésagos nagybani szerencsejatéknak, és azok, akik meg akarjak oldani, valoja-
ban azon dolgoznak, hogyan lehet a jatékszabaly atalakitasaval, potldlagos szabalyok bevezetésével jatsz-
hat6 és igazsagos vagy méltanyos jatékot alkotni.

A szentpétervari paradoxon Otlete alapjan feltdlthetdk gy a boritékok, hogy barmely 6sszeget tala-
lunk a boritékban, a masik boriték varhaté értéke mindig nagyobb legyen. Ha pedig a varhat6 érték
alapjan déntiink, akkor mindig érdemes valtani.
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A KET BORITEK FELTOLTESE A SZENTPETERVARI PARADOXON OTLETE ALAPJAN

(Amikor a 2x és a ¥z x val6szinGsége egyidejlleg pozitiv lehet.)

A feltoltés a kovetkezd modon torténhet:

Feldobnak egy érmét, ha iras, akkor addig dobjak fel, amig fej nem lesz. Ha k-adikra lesz fej, akkor 2*

Ft-ot tesznek az egyik boritékba, és 2! @sszeget (tehat a felét) a méasikba. (Ez a két boriték a k-adik
boritékpar.)

Az érme nem feltétlenil szabélyos.
A fej valoszinOsége: q
Az irds valoszinOsége: 1-q¢

k-adik (k+1)-edik

boriték-par boriték-par
Pénzosszeg A 2k X 2kt
Val6szinQség (1 - q)"'lq (1_ Q)k q

A boritékokban talalhatd dsszegek valészinGiségi valtozok. Jeléljuk dket il-gyel és @2-veI! (Az 1-es

index a kisebbik dsszeget jelenti.) Az elsd 6t boriték-paroshoz tartozé val6szinQségeket az aldbbi tablazat
tartalmazza.

X 20 21 2 2 2 25

20 1/3

2 2/9

22 4/27

23 8/81

24 16/243

25




A BORITEKPAROK VALOSZINUSEGELOSZLASA

* A az az esemény, melyben a kinyitott boritékban talalhato 6sszeg a nagyobbik.

* B az az esemény, melyben a kinyitott boritékban talalhaté 6sszeg a kisebbik.

Ha a talélt 6sszeg 2%, akkor:

P(A) =(1-a)"q

P(B) = (L-0)‘q

1. par 2. par 3. par 4. par 5. par
gigzzég 1. 2 2, 4) 4, 8) (8, 16) (16, 32)
Valo-
e | 2R mR- miE- EiR- ER-
_1 _2 _ 4 _8 _ 16
3 9 27 81 243
A boritékparok valésziniiségeloszlasa (%)
35,0 333
30,0
25,0
20,0
15,0
10,0
5,0
0,0
2 3 4 5
A k Kitevo értékei
Legyen
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Annak a valészinGisége, hogy egy boritékparos egyik tagjabol 2« 6sszeg keril eld,

P(ADB) =(1-q)"q+({-q)q

Feltéve, hogy egy boritékbdl 2« 6sszeg kerllt eld, mi a valészinGsége annak, hogy ez az dsszeg a
nagyobbik?

_o-  PA . @-qfq _ 1
P(AX =2 P(A+P(B) ([-q)"q+@-a)q 2-q

Feltéve, hogy egy boritékbol 2« 6sszeg kerllt eld, mi a valoszinGsége annak, hogy ez az 6sszeg a
kisebbik?

_n. PB _  @-q)fq  _1-g
P(Bx =2 P(A+P(B) @-a)7g+@-a)'q 2-qg

A valtas esetén a varhato érték:

M:2k+11_q+2k—1 1 =2k% 1—q+2_1 1 Ezzk S5-2q
2-q 2-q 2-q 2-q 2-q

Hogy érdemes-e valtani, ahhoz a matematika két segitséget nyujt. A fenti képletek alapjan két fontos
kérdésre kaphatunk egyértelma valaszt:

* Csere esetén minek nagyobb a valdszinGsége, annak, hogy nyertink, vagy annak, hogy vesztiink?

* Mennyi amasik boriték varhato értéke?

A valaszok nem feltétlentl hatarozzak meg egyértelmden a dontésiinket. Aki az elsd kérdés alapjan
kivanna donteni, nem feltétlentl fog ugyanarra a dontésre jutni, mintha a masik kérdés alapjan tenné
ezt, vagy esetleg a két kérdés egyideja figyelembevétele alapjan.

Az elsd kérdést szemuigyre véve, lathatd, hogy ezek a valdszinGségek nem fiiggnek a k értékétdl. Aq
értékétdl ugyan figgnek, de az mindenképpen igaz marad, q értékétdl fliggetlentl is, hogy nagyobb
annak a valdszinGsége, hogy a cserével rosszabbul jarunk. (Azt az esetet, hogy q = 0, nyugodtan ki-
zarhatjuk, hiszen az azt jelentené, hogy a fej dobésanak valészinGsége nulla.)

Ha a varhato értéket tartjuk elsddlegesnek, akkor mar a q értéke megfordithatja a dontést, mivel a
varhato6 érték képletében szerepld tort értéke g-tol fligg.
0 Haqg=0,5, akkor a tort értéke 1, és akkor a varhat6 érték pont 2%, tehat k6z6mbos,
hogy cseréliink-e.
0 Haqg <1, akkor a tért nagyobb 1-nél, és ez esetben érdemes cserélni.
0 Haqg=>1, akkor atort kisebb 1-nél, és akkor nem érdemes cserélni.

A fenti két szempont alapjan egy egyén dontése barmi lehet. Donthet Ugy is, hogy cserél, és maradhat
az eredeti boriték mellett is. Hogy milyen szempontok hogyan befolyasolhatjak az egyén déntését, hogy
az egyéni kiilonbségek mibdl fakadnak, az persze nagyon fontos kérdés, de mar nem tisztan — vagy egyal-
taldn nem — matematikai kérdés.
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A KET BORITEK ES A SZENTPETERVARI PARADOXON
~ TETSZOLEGESEN NAGY KULONBSEG ESETEN

A legfontosabb tanulsagokat az el6z6eknél enyhébb feltételek esetén is leszOrhetjiik. Ennek érdeké-
ben most tegylk fél, hogy mindkét boritékba — egymastél figgetlenlil — a kbvetkezd eljaras szerint teszik
bele a pénzt. Feldobnak egy érmét, ha iras, akkor mégegyszer feldobjak, amig fej nem lesz. Ha k-adikra
lesz elGszor fej, akkor 2% Ft-ot tesznek a boritékba.

Elhagytuk tehat azt a feltételt, hogy az egyik boritékban a mésiknak a kétszerese van. A két boritébeli
0sszegek kozti kulonbség barmilyen nagy lehet, a nullatél a végtelenig.

A jaték innen ugyanaz. Ramutatunk egy boritékra, majd megnézve az 6sszeget, donthetiink, hogy
inkabb a masik boritékbeli (még nem ismert) dsszeget valasztjuk.

A dontéshez most is két kérdést vehetiink szemuigyre:
0 Mekkora a valdszin(sége annak, hogy a cserével nyeriink?
0 Mekkora a masik boriték varhaté értéke?

Mindenekel&tt: mar az is paradox, hogy a boritékbeli 6sszegek varhaté értéke végtelen, mikdzben a
boritékban csak véges 6sszeg lehet.

A k értéke is mindkét boritékban véges. A varhat6 érték végtelen, a boritékban levd dsszeg pedig
barmilyen nagy, de véges.

Az elsd feladat tehat: megnézzik, mennyi a valészinGsége annak, hogy — a mésik boritékot valasztva —
abban tobb pénz lesz. Ha az elsdre valasztott boriték feltdltésekor k-adik dobésra jott ki el6szor fej, akkor
az a kérdés, hogy mi annak a valészinQsége, hogy (k+1)-edikre vagy annal kés6bb jon a fej:

1
= 1 + 1 = 2k+1 :i
2k+l 2k+2 1_& 2k
2

1
(Ez egy ok -nel kezddd® mértani sor 6sszege.)

Az eredmény 6nmagaban is érdekes: annak, hogy pontosan k-adikra jon ki fej, ugyanannyi a valoszi-
ndsége, mint annak, hogy annal késébb.

Lathatd, hogy k =1 esetén a p kisebb, mint 50 %. A k ndvekedésével a nyerés esélye rohamosan
csokken. Tehat kisebb a valészinlsége annak, hogy nyertink a cserével, mint annak, hogy nem nyeriink
vagy kifejezetten veszitiink. Ennek alapjan donthetlink agy, hogy nem érdemes cserélni.

A masik lehetséges dontési kritérium a varhato érték. Itt elég arra gondolni, hogy a cserével elérhetd
Osszeg varhaté értéke végtelen, mig az eredeti 6sszeg véges. Eszerint — pusztan a varhato érték kritériuma
alapjan — érdemes cserélni.

Egy valésagos egyén egy valdsagos dontésnél feltehetden mindkét szempontot figyelembe venné:
hogy a cserével elérhetd varhat6 érték ugyan végtelen, viszont nagyon kicsi a valészinQség is, hogy jol
jarunk a cserével.

*kk

Tobb valtozatban is elemeztilk, (ideértve a Siegel-paradoxont is), hogy miként valtozik az eredmény,
ha ismerjik a boritékok feltdltésének valészin(ségeloszlasat. Ha viszont nincs informacidnk rdla, ahogy a
kiindulé feladatban sem volt, akkor valéjaban nincs érdemi lehet8ségtink donteni a cserérdl. Ett6l még lehet,
hogy egy kockazatkeriild egyén, aki a biztosat mindig tébbre becsuli a bizonytalannal, azonnal elfogadja az
els® borékban talalt 1 millio Ft-ot, és nem kockaztatja, hogy esetleg csak a felét kapja meg. Ezek a szempont-
ok azonban tulmutatnak a matematikan és méginkabb az adott feladat egyszer( feltételein.
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