lapultsig 10,4£12 4 ezred ivmasodperc. Ennél pontosabb
mérés végezhetS (107° relativ pontossig) perihélium mé-
résével (Nordtvedt, Anderson és Colombo, 1977).

Gravitacios voroseltolodas

A graviticids voroseltolodas a kibocsatott és elnyelt
elektromagneses rezgések frekvenciakiilonbségében mu-
tatkozik meg. Ez az eltolddas akkor 1ép fel, ha a két pont
kozott a hullimok graviticids potencidlban haladnak. A
voroseltolodas a geometria gorbiltségét jellemzi (3.
tablazat).

Az impulzusmomentum precesszioja
A Fold koril keringd porgettyl tengelye precesszios

mozgist végez annak kovetkeztében, hogy a Fold a ten-
gelye kortl forog. A precesszio szogsebessége [11]:

Q = LGﬁ(rxv) + ,GI |:5,I((D ) —(D]«
ar cr|r

Itt G a graviticios konstants, # a porgettyd helye, v a se-
bessége, m a Fold tomege, ® a Fold szogsebessége és [
a Fold tehetetlenségi nyomatéka. A jobb oldalon az elsé
tag a geodetikus precesszio. A mesterséges hold 500 km
magassaga sarki pélyaja esetén ez a tag 6,9 ivmasod-
perc/év jarulékot ad. A masodik tag a Lense-Thirring-
tag [12] vagy tomegaramtag, amely erre a palyara 0,05
ivmasodperc/év. Ezt a kisérletet Leonard Schiff javasol-
ta 45 évvel ezel6tt [13]. Mesterséges holdra a cseppfo-
ly6s hélium hémérsékletére hiitott porgettylket helyez-
nek el. A négy pingponglabda nagysigt porgettytit ol-
vasztott kvarcbol készitették el a skociai Glasgowban.

Ezek a vildg legpontosabb golyoi. Felsziniiket szuprave-
zeté nidbiumréteg boritja. A porgettytk forgastengelyé-
nek helyzetét a magneses dipélmomentumuk (London-
nyomaték) segitségével mérik. A magneses tér erésségét
1077 Gaussra csokkentik le az erévonalak valtakozo feft-
vasa és Osszeszoritisa Utjan. A modszert van Kann és
Cabrera dolgozta ki. A mtholdat sikeresen Fold koruli
palyara juttattak, és jelenleg folynak a tudomanyos méré-
sek el6késziletei. Ennek sordn a midhold tavesovét a
Pegasus csillagkép egyik csillagara iranyitottdk rd, és 16
paranyi rakéta segitségével ezt az iranyt tartdsan biztosit-
jak. A mérések egy éven at tartanak majd.

A fenti attekintés alatimasztja, hogy a fizikai tudomany
— mint a természettudomanyok és a muszaki tudoma-
nyok altalaban — az ellendrizhetSség és az attekinthets-
ség szilard alapjara épul. Az érvek és a mérések minden-
ki szamara hozzaférhetSk. Ez az atlathatosag teszi kilo-
nosen stabilla fizikai vilagképtinket.
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BOLYGOMOZGAS ES GEOMETRIA 1.

— Maxwell bizonyitisa

Az univerzalis tomegvonzas torvényének
felfedezése

A bolygdmozgis torvényeinek levezetése barmely tan-
konyvben megtalalhato: Newton II. torvényébe beirjuk
az inverz-négyzetes eréképletet, majd az impulzusmo-
mentum megmaradasinak felhasznalasaval kapott radid-
lis egyenlet integraljuk [1, 2]. A torténeti Gt val6jaban for-
ditott volt. A XVIL szdzad masodik felében a tuddsokat
inkabb az izgatta, hogyan magyarazzak a bolygok akkor
mar haromnegyed évszazada — Kepler 6ta — ismert moz-
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gasat? A mechanika alaptorvényeit és az ebbdl kovetkezs
megoldast — az univerzalis tomegvonzas képletét — pedig
épp a bolygdbmozgashol vezette le Sir Isaac Newton [3).
Megjegyzendd, hogy ha a tdmegvonzas torvényének
szabatos kimondasa és meggy$zG bizonyitisa valoban
Newton érdeme, az abban az id6ben szinte a ,levegében
logott” [4]. Azt, hogy a bolygdpilyik ellipszis formaja
kapcsolatban allna a tdmegvonzds torvényével, Robert
Hooke kurator mar 1666-ban felvetette a a Royal Society
tlésén. Sejtése 1674-ban nyomtatisban is megjelent.
1679. november 24-i keltezést levelében Hooke Newton
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1. abra. Ellipszis és vezérkore

véleményét kéri elképzeléseirdl, aki — mint valasziban
irja — ,még csak nem is hallott semmi ilyenrSl”. Newton
1679. december 4-i levele — melyet Hooke olvasott ol a
Royal Society tlésén — alapjin nyilvinvalo, hogy New-
tonnak akkor még fogalma se volt a helyes valaszrol.!
1680 elején Hooke azzal a javaslattal fordult Newtonhoz,
hogy dolgozzik ki egylitt a tomegvonzds torvényét, ne-
vezetesen bizonyitsak az inverz-négyzetes torvényt. In-
ditvanyara Newton soha nem valaszolt (bar Hooke leve-
lét megdrizte).

1684-ben Edmund Halley — aki késGbb a rola elneve-
zett Ustokost folfedezte — Cambridge-be latogatott, hogy
Newtonnal az égi mechanika problémairol értekezzen.
,lgen, a problémat megoldotta, de nem tudja, hova tette
szamitasait; majd elktldi, ha megtalalja” — szabadkozott
Newton. Par honap elteltével, 1684 novemberében, el is
kuldott Halleynek egy 9 oldal terjedelmd, a kérdéses
felfedezéseket tartalmazo értekezést. Annak nyilvanos-
sagra hozatalahoz azonban nem jarult hozz4, mert fejte-
getését maga sem érezte teljesen kielégitGnek. Tovabbi
hirom év elteltével, 1687-ben jelent meg aztin (Halley
koltségérel) a Principia [3], melytSl a modern fizika szii-
letését szamitjuk.

Newton eredetileg egyetlen elSfutdrinak nevét sem
emlitette. Kiaddja, Halley stirgetésére aztin — szinte fog-
hegyr6l — beszurta Wren, Hooke és Halley nevét. Az
utobbi kettérdl mar szoltunk. Az elsG, Sir Christopher
Wren ma, mint London vdrosanak Gjjaépitdje €l a koztu-
datban. O tervezte példaul a St. Paul katedralist. Ha nincs
az 1666-0s nagy tlizvész, ma mint kivalé matematikusra
emlékeznénk ra.

Newton bizonyitasinak paradox vonasa, hogy — bar az
infinitezimalszamitast épp 6 fedezte ol — tételeit geomet-
riailag bizonyitja. Vajon mi ennek az oka? Egyrészt az,
hogy Newton kortarsai nem lehettek még jaratosak New-
ton (és Leibniz) forradalmi Gjitisaiban. Masrészt, az okor
ota a tudomanyos szigor mércéje a geometria volt. A Tu-
domany a Geometria volt. Spinoza is more geometrico,
azaz geometriai modon targyalja Etikdjat.

Jol illusztrilja ezt példaul levelének egy rajza, mely szerint az esG
test, ha a Folddel valo ttkozés nem allitana meg, spirdlis mentén koze-
ledne a Fold kozéppontjahoz.
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Bar a ma altalanosan hasznalt analitikus kozelités [1, 2]
elénye nyilvanvalo, mégis érdekes betekintést nyerhe-
tiink a geometriai érvelés kovetésével. Newton eredeti
fejtegetése ragos olvasnivalo.

Kétszaz évvel Newton utdn az elektromossigtan tu-
domanyanak nagy beteljesitSje, James Clerk Maxwell
mutatott egy, a mai olvas6 szimara Newtonénal kovet-
het6bb, geometriai levezetést [5], melyet alabb ismer-
tettink.

Egy kis ellipszis-geometria

Newton és kortarsai jol ismerték a kapszeleteket: a téma
nagy klasszikusanak, a hellenisztikus korban élt pergai
Apolloniosnak errdl sz616 konyvét épp ekkortajt forditot-
ta, egészitette ki és adta ki Halley.

Felidézzik az ellipszis néhany, szimunkra hasznos
tulajdonsagat. Tekintstink két, S-sel és H-val jelolt pon-
tot, és legyen 2a > SH. Az ellipszis azon P pontok mérta-
ni helye, melyre

SP+HP = 2a. M
Sés Ha két fokusz, és 2a a nagytengely.

Meérjiuk fol az HP tavolsigot az SP egyenes P-n tali
meghosszabbitisira. Legyen a végpont U. Ekkor

SU= SP+PH=2a.

Ezért, ha Pvégigfut az ellipszisen, Uegy S kozéppontq,
2a sugarQ kort — az ellipszis vezérkorét (1. dbra) — irja
le. Az ellipszis minden P pontjaban vonhatd érint6,
mely a P kivételével teljes egészében az ellipszisen ki-
vil halad. Megforditva, ez a tulajdonsag jellemzi az
érintét.”

Tétel: Az ellipszis P-beli érintGje a HU felez6merGlegese.
Megforditva, ha az S centrumd, 2a sugara kor valamely H
belsd pontjat dsszekotjiik a kor egy Upontjaval, a HU fe-
lez6merd6legesének az SU egyenessel vett P metszés-
pontja az ellipszisen fekszik. U-t futtatva P a teljes ellip-
szist lefrja, HU felezGmerdlegese pedig az ellipszis P-beli
érintGjét adja.

Bizonyitds: Az ellipszis P pontjiban az érintére emelt
merdleges felezi a fokuszoktol a P-hez vont egyenesek
szoget. Ezért az SP és HP egyeneseknek az érintGvel be-
zart (az el6z8ket 90°-ra kiegészits) szogei is egyenlGek?
(2.a abra).

Legyen az érintG és a HU egyenes metszéspontja Z. A
fentiek szerint az érinté felezi a HPU egyenlGszara ha-
romszodg P-beli szogét, ezért PZ az UH felezGmerdlege-
se, mint allitottuk.

* Az érint6 ma hasznalatos definicioja (az érintS a szelSk hatarhelyze-

te) csak késébb terjedt el.
*  Kepler az 1600-as évek elején megmegfigyelte, hogy egy ellipszis
formdja tikron visszaverddve, az egyik fokuszpontbol kiinduld Osszes
fénysugar a masik fokuszban talalkozik. Ezért is adta Kepler ezeknek a
pontoknak a fokusz” = ,tlizhely” nevet.
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2. dbra. A tétel bizonyitasihoz

Megforditva, az UPH egyenlGszarG hiromszog, s ezért

HP+PS = UP+PS=1US = 2a.

Ptehat az ellipszisen fekszik.
Legyen R a felezOmerGleges tetszéleges pontja (2.b
abra). Ekkor a hiromszog-egyenlStlenség miatt:

és az egyenlGség csak R = P-re teljesil. De HR = UR,
mert PR az UH felez6merGlegese, ezért

HR+ RS > 2a,

kivéve, ha R = P. A felezGmer6leges tehat egyetlen pont
(P) kivételével az ellipszisen kiviil halad, azaz az ellipszis
P-beli érintdje.

Maxwell levezetése

Most térjiink ra a tomegvonzas képletének Maxwell-féle
levezetésére. Maxwell mindig is szerette a geometriat (6],
mar 15 éves kordban cikke jelent meg a Royal Society of

Masik fiatalkori szenvedélye az égi mechanika volt, még
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edinbourgh-i didk kordban figyelemre mélt6 tanulmanyt
irt a Szaturnusz gyurlinek stabilitisarol. Halala el6tt két
évvel, 1877-ben — mar a cambridge-i Cavendish Labora-
tory professzoraként — publikalt konyvecskéje [5] a fizikai
ismeretterjesztés felséfoka.

Mint Newton 6ta mindenki, Maxwell is Kepler II. tor-
vényével indul, melyet § mar a ma megszokott moédon, a
megmaradd impulzusmomentummal hoz kapcsolatba.
Ezutdn bevezeti a szogsebességet, @ -t. A teriileti sebes-
ség kétszerese az impulzusmomentum, b, mely a Naptol
vett tivolsaggal és a szogsebességgel a

h=1r¢ @)
alakban fejezhetS ki. Mivel b megmarad, b =0, adott
bolygopilya esetén a szogsebesség a tivolsig négyzeté-
vel forditva arinyos.

Rajzoljuk most ol a kiilonbozd pontoknak megfeleld
sebességvektorokat a ,sebességsik” O-val jelol origdjabol
kiindulva. Igy a hodogrdfnak nevezett gorbét kapjuk.”

A masodik lépésben Maxwell megmutatja, hogy a ho-
dograf (melyet 90°-kal elforgat) kor. Ehhez bevezeti a
Nap mint centrum kortl a kétszeres nagytengellyel mint
sugarral rajzolt vezérkort, majd belatja:

Tétel: A masik (H) fokuszbol a vezérkor P-nek megfelels
Upontjaba vont HU szakasz hossza arinyos sebességgel:

v=1"t7m 3)
2 p?
A bizonyitashoz Maxwellnek szliksége van a kovetke-
z6re (3.a dbra).
Lemma: Legyen az S, illetve H fokuszokbol a P-beli

érintére bocsiatott merdlegesek talppontja ¥, illetve Z.
Ekkor az SY és HZ mértani kozepe a kistengely:

SY-HZ = b, @

A Lemma bizonyitasa: Legyen az ellipszis nagytenge-
lye AB. Uaz Skozéppontd, 2a sugard koron fekszik. Az
abrat a masik, H fokuszbol felére zsugoritva, a vezérkor
egy a sugart korbe megy at, melynek atmérdje belatha-
toan AB. Ekozben U a Z-be keril: Z tehat az ellipszis
nagytengelye mint atmérd folé irt koron fekszik.

Hasonl6an, a H koézpontl vezérkort az S-bdl vett fele
méretd zsugoritassal azt kapjuk, hogy Y ugyanezen a
koron fekszik.

A ZH és YS egyenesek parhuzamosak, mivel mindket-
t6 merdleges a P-beli érintére. Y-t az ellipszis O centru-
mara tikrozve a W pontot kapjuk (3.0 dabra). Ekozben §
H-ba megy at, igy Haz AB és ZW hurok metszéspontja.

Az AHW és ZHB haromszogek hasonloak, hiszen két —
nevezetesen a H-nal, illetve W-nél és B-nél 1évs — sz0-
gik megegyezik. Ezért

AH : HW = ZH : HB.

A hodografot a Mechanika nagy kiteljesitGje, W.R. Hamilton vezette
be a XIX. szdzad derekan.
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3. dabra. Maxwell Lemmajanak bizonyitisahoz

Végezetil,

SY-HZ = HW-HZ = AH-HB =

(a-0)(a+c) =a*-c* = b

(¢ a fokuszok centrumtdl mért tivolsiga.) Ezzel a Lem-
mat belattuk.

A Lemmabol Maxwell tétele kovetkezik: a kétszeres
terlleti sebesség a 4. dbra szerint

h=10-37 5)

Mivel HU = 2 HZ, innen Maxwell (3) képletét kapjuk.

A HU egyenes merdleges a sebességre. Ezért megfele-
16 idSegységet valasztva, az S centrumii, 2a sugari ve-
zérkor az ellipszispalya hodografjanak 90°-kal valo el-
Jorgatottja, mint dllitottuk.

A mozgist 1étrehoz6 erét Maxwell a kovetkezd modon
szarmaztatja. Mig a bolygd a P pontbdl a trajektoria egy
kozeli Q pontjdba megy 4t,> sebességének viltozdsa elsé
rendben a HU és HV (ahol Va Q megfelelGje a vezérko-
ron) vektorok kilonbségének, azaz

5

Abrinkon a bolygé az 6ramutat jirisinak irdinyaban mozog.

P.A. HORVATHY: BOLYGOMOZGAS ES GEOMETRIA |.

4. dbra. Maxwell a pilyaellipszis vezérkorét a hodograffal azonositja.

UV = HV - HU

derékszogt elforgatottja, mely a P-beli, pillanatnyi (A7-vel
szorzott) gyorsuldst reprezentalia. UV merdleges a kor SU
sugardra, UV derékszogi elforgatottja ezért §felé irdnyul.

De az USVszOg ugyanaz, mint PSQ, ezért az UVivaz §
korili szogmozgast irja le. A gyorsulds igy a szogsebes-
séggel ardnyos. (2) szerint tehat adott bolygopilya esetén
a gyorsulds a Nap iranydba mutat és a tavolsag négyze-
tével forditva ardanyos, F o< r*.

Végezetil megmutatjuk, hogy az ardnyossagi tényezd
a palya valasztasatol fuggetlen. Az ellipszis terllete mwab.
Ha a bolygo6 keringési ideje 7, akkor a kétszeres tertileti
sebesség

b= 2T a b. ©)
T
Ezt (3)-ba irva,
Tad ——
- 9. 7n
T T
Ezért a
gyorsulds = % A—UI; . )

Ha a bolygd P-bdl AT id6 alatt ér a ,kozeli” Q-ba,
akkor az SPQ haromszog tertiiletének kétszerese:

AT = ¢ PAT

Ués Va 2a sugar( kdron mozog ¢ szogsebességgel. Ezért

TV=2a¢ AT=4n “LAT
T v?
Az erG ezért (7) szerint:
_mna@=m4n2£ 1. ®
Tb AT T2 | 2
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Haszndljuk most Kepler III. torvényét, mely szerint
@/T* a palyatol figgetlen allando, melyet jeldlhetiink
GM/41*-nel. (8)-ba irva végezetiil megkapjuk az univer-
zalis tbmegvonzas

F=c™mM ©)

7.2

torvényet.

Jegyezzik meg, hogy az inverz-négyzetes erétorvény
bolygdmozgasbdl torténd leszarmaztatasaval Gyorgyi Gé-
za is foglalkozott [7].

Ki nyerhette volna az 1969. évi
Edtvos-versenyt?

Fejtegetéseinket egy szorakoztaté megjegyzéssel zarjuk.
Az 1969. évi Edtvos-verseny elsS feladata a kovetkezs-
képpen hangzott: M tomegd, R ridiusza égitest felszine
felett h magassagban egy Urhajo kering korpalyan. Féke-
zorakétajat rovid ideig menetirannyal szemben mikod-
tetve olyan ellipszis palyara tért, amelyben az égitest atel-
lenes pontjin elérte annak felszinét. A fékezéskor moz-
gasi energidjanak hanyad részét kellett elveszitenie?

A feladat Maxwell modszerével is megoldhat6.® Te-
kintsiik az ellipszis egy tetszSleges P pontjat. Az ,optikai
tulajdonsag” miatt a HPZ és SPY szogek egyenléek, s igy
a HZP és SYP haromszogek hasonloak, s ezért:

SY _ SP _ r
HZ HP 2a-r

Ezt (4)-gyel megszorozva,

b*r

SY’ = )
2a-r

(5)-be (6)-ot helyettesitve és négyzetre emelve azt kap-
juk, hogy palya tetszbleges pontjaban a sebesség négy-
zete

o ATy 1 4n2a2{2a_1)_ a0
Tz WZ TZ r

Korpalya esetén

, _ 4mra?
v = .
TZ

0

® Egy el6z6 cikkben [8] a feladatra hét, tobbé-kevéshé kiilonbozs

megoldast mutattunk. Mint arra Kzirti Jend ramutatott, a probléma a
radidlis egyenlet vizsgalataval is targyalhat6 lenne.

Tehat a kinetikus energiak viszonya:

N W an
oo T
Ugyanakkor Kepler III. torvénye szerint: 1;7/7% =
r/a’. gy végezetil:
2 -
5= - 2a r’ 12)
v a

azaz, a pdlya tetszdleges pontjaban az elliptikus mozgds
és az ugyanazon ponton dtmend kérmozgds kinetikus
energidinak aranya egyenlé a mdsik fokusztol mért ta-
volsag és a fél nagytengely aranydval. A feladatban a
vizsgalt pont az aphelium, » = R+ b, a nagytengely 2a =
2R+ b, és (12) a [8]-ban talalt

2R 2R

S = =
R+r 2R+h

kifejezésre redukalodik.

Maxwell megoldasa az el6z6eknél altalanosabb, hi-
szen az tetszéleges pontban érvényes. Elegancidjaban is
feliilmulja azokat.

1856-ban Maxwell masodik ,wrangler” lett a cam-
bridge-i egyetem (azoéta is) hires ripojan, a mai tanulmi-
nyi versenyek Gsén [6]. Ha lett volna tiirelme ,kicsit” (113
évet) varni, akkor az 1969. évi Edtvos-verseny eredmé-
nye masként alakulhatott volna. Ktlonosen, hogy neki az
elektromos példa se okozott volna gondot...!

Koszonetnyilvanitds

A szerz6 koszonetet mond Stikdsd Csabanak és Balog
Janosnak érdeklGdéstkért és tandcsaikért, Szegedi Péter-
nek Newtonnal és a Principiaval kapcsolatos levelezé-
sért és Komornik Vilmosnak Maxwell Lemmaja geomet-
riai bizonyitasaért.
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