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KÓCZY Á. LÁSZLÓ


A Neumann-féle játékelmélet


Jelen dolgozat célja Neumann János játékelméleti munkásságának bemutatása, ered

ményeinek matematikatörténeti elhelyezése. Részletesen foglalkozunk a híres

minimax tétellel, illetve a Neumann–Morgenstern-féle megoldással, ennek kritikáival

és az utóbbi több mint ötven év alatt javasolt alternatív megoldáskoncepcióival. Be

számolunk a játékelméleti kutatás jelenlegi helyzetérõl, az aktuális problémákról

és alkalmazásokról.*

Journal of Economic Literature (JEL) kód: C7, N01.


A „játékelmélet” szót hallva sokunknak a kaszinók misztikus világa ötlik az eszébe, 
holott ez a tudomány ma már a póker helyett gazdasági, politikai problémákkal foglalko
zik. Alkalmazásainak köre a hadászattól kezdve a piaci verseny modellezésén át a kör
nyezetvédelmi egyezmények tervezéséig terjed; olyan helyzetekben hasznos, ahol a részt
vevõk – más néven játékosok – egy jól körülírható cél érdekében döntéseket hoznak, és 
a végeredmény a játékosok választott stratégiáinak (is) függvénye. Az elnevezés nem 
annyira a vizsgált konfliktus komolyságára utal, hanem tudománytörténeti okokra vezet
hetõ vissza. 

A mai napig a legjobban modellezhetõ konfliktusok a társasjátékok, mint például a 
sakk, ahol teljesen világos, hogy kik a játékosok, mit léphetnek egy adott állás esetén, 
illetve hogy mi a parti kimenetele, hiszen ezeket a játék szabályai pontosan rögzítik. Egy 
gyakorlott sakkozó számára a játékelmélet alapjai sem meglepõk: döntéseit a lehetséges 
ellenlépések figyelembevételével hozza, és nyerési esélyei latolgatásánál figyelembe ve
szi, hogy ellenfele ugyanúgy mindent meg fog tenni a gyõzelem érdekében. Mindez a 
sakkra is jellemzõ köztudásnak (common knowledge) köszönhetõ, azaz hogy a játékosok 
nemcsak a szabályokat ismerik, hanem azt is tudják, hogy a másik játékos mit tud. A gya
korlatban, ha A tudja, hogy a világos kezd; B is tudja, hogy ezt A tudja; A tudja, hogy B 
tudja, hogy A tudja és így tovább. 

Neumann János pókerezni szeretett, és kezdettõl fogva érdekelte, hogy – ha már az 
osztást befolyásolni nem tudjuk – miként blöfföljünk. A probléma felírásához – mai 
szemmel nézve kézenfekvõ módon – a matematikát használta, fõ érdeme azonban az 
elméletnek a játékokon messze túlmenõ általánosítása volt. A minimax tételt bizonyító 
elsõ publikációjában a már a napjainkban is használt normális alakot (normal form) hasz
nálja a játékok leírására (Neumann [1928]). Igazi lökést végül az Oskar Morngesternnel 

* A 2003. évi centenáriumi Neumann-év alkalmából a Bolyai János Matematikai Társulat által kiírt 
Neumann János a matematikus pályázat díjnyertes dolgozata, amelynek megjelenését Robert J. Auman köz
gazdasági Nobel-díja teszi aktuálissá. 
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közösen publikált könyve a Theory of Games and Economic Behavior (Játékelmélet és 
gazdasági viselkedés, 1944) adott, világossá téve a játékelmélet széles körû alkalmazha
tóságát. Bár a késõbbiekben figyelme más területek felé fordult, ezzel a két munkával 
egy egész tudomány alapjait fektette le. 

A Neumann-féle játékelmélet hatásainak összefoglalása igen nagy feladat, messze meg
haladja e dolgozat kereteit, így erre nem is törekszünk. Célunk elsõsorban Neumann mun
kásságának, illetve néhány Neumann által bevezetett idea fejlõdésének bemutatása. A mo
dern játékelméletnek így sok fontos elemérõl nem esik szó, ezeket lásd például Myerson 
[1991] könyvében. Elõször Neumann elõfutárairól ejtünk szót, majd bemutatjuk a játékel
méletet tulajdonképpen elindító minimax tételt. Ezután rátérünk az n-személyes játékokra, 
elõször a Neumann–Morgenstern-féle megoldást, majd néhány, azóta bevezetett alternatí
vát bemutatva. Röviden szót ejtünk az elmélet további területeirõl, alkalmazásairól, és 
végül beszámolunk a Neumann-féle játékelmélet kutatásának jelenlegi helyzetérõl. 

Mit nevezünk játéknak, és mi a játékelmélet? 

A bevezetõnkben röviden már utaltunk a játékok bizonyos jellemzõire, ezeket most össze
foglaljuk, majd felvázoljuk, hogy mit kezd a játékelmélet az így definiált játékokkal. 

Egy játék alapvetõen három komponensbõl áll: játékosokból, játékszabályokból és az 
eredmények értékelésébõl. Az elsõ nem igényel különösebb magyarázatot. Az eredmé
nyek értékelése megint csak egyértelmû: minden egyes játékos felállít egy rangsort a 
játék lehetséges kimenetelei között. Az egyszerûség kedvéért feltételezzük, hogy az ered
mény pénzbeli nyereséggel vagy veszteséggel jár. A játék célja a minél kedvezõbb kifize
tés elérése, s egy játékos ezt a célt szem elõtt tartva, választja lépését vagy lépéseit – 
természetesen a játékszabályok figyelembevételével. Függetlenül attól, hogy hányszor 
vagy mikor kerül döntéshelyzetbe, stratégiának nevezzük azt a döntéssorozattervet, amely 
a játék minden lehetséges döntéshelyzetére és az ebben tapasztalható minden lehetséges 
állapotára elõír egy konkrét döntést. Bár a játékban elõálló helyzetek függenek a játékos
társak lépéseitõl, a játékos stratégiája nem, legfeljebb más-más válaszlépést ír elõ. Így, 
ha a játékosok lépései függenek is egymástól, a stratégiáik nem. A játék kifizetését az 
egyes játékosok választott stratégiái döntik el.1 

A továbbiakban feltételezzük, hogy a játékosok ismerik a játékot, és hogy mindent 
megtesznek a magasabb kifizetés érdekében. A játékelmélet célja megtalálni az optimális 
stratégiákat és a kialakuló egyensúlyi helyzeteket. 

A játékelmélet elõzményei 

Dimand–Dimand [1997]2 a játékelmélet történeti áttekintését Waldergrave [1713/1968] 
minimax megoldásával kezdi. A legtöbb korai, játékelméleti gondolatokat is tartalmazó 
írás azonban különösebb hatás nélkül feledésbe merült. Újrafelfedezésük matematikatör
ténészeknek köszönhetõ, inkább csak kuriózumokként tarthatók számon.3 

Folyamatos fejlõdés a 19. századtól figyelhetõ meg, amikor Cournot [1838], illetve 
Bertrand [1883] alapvetõen gazdasági mûveikben a piaci verseny két formáját írják le. 

1 Egyes játékokban véletlen faktorok is szerepet kapnak, ezektõl azonban itt eltekintünk. 
2 A továbbiakban idézett korai mûvek jelentõs része megtalálható ebben a gyûjteményben. 
3 Érdekes megemlítenünk Aumann–Maschler [1985] eredményét; a szerzõk a vallásos zsidók életét szabá

lyozó babilóniai Talmud egyik rendelkezését igazolják játékelméleti alapokon. Lásd még Walker [1995]. 
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Mindkét szerzõre jellemzõ a feltételezés, hogy a résztvevõk pontosan ismerik a konku
rensek termelési paramétereit. Cournot ismert duopóliummodelljében két termelõ egyet
lenegy homogén terméket gyárt. A termelõk szabadon, párhuzamosan választják meg a 
termelés volumenét, míg az árat a piac (a kereslet) szabályozza. A modellben egy mo
dern játékhoz hasonlóan a termelõk a rivális várható reakciójának figyelembevételével 
választják a termelési volument. Bár itt még a matematika nem áll az érvelés középpont
jában, Cournot matematikailag igazolta egy olyan egyensúly létezését, amelyben mind
két termelõ optimálisan reagál a rivális által megtermelt mennyiségre. Összehasonlítva a 
hasonló alapokon nyugvó monopóliummodellel, megállapította, hogy duopóliumban az 
árut nagyobb mennyiségben, de ugyanakkor alacsonyabb áron kínálják. A monopólium
ellenes törvényeknek részben ma is ez az érv áll a hátterében, de akkor Cournot [1838] 
munkája nem sok visszhangra lelt, mivel – Bertrand [1883] kritikája szerint – „matema
tikai érvelése, s így szükségszerûen következtetése is, hibás”. Bertrand átdolgozta a 
modellt, hogy a termelõk a mennyiség helyett az árat tudják megválasztani. Megmutatta, 
hogy így az ár azonnal eléri a szabad verseny esetén jellemzõ színvonalát. 

Neumann János közvetlen elõfutárának Émile Borelt tekinthetjük, aki az 1920-as évek 
elején több rövid dolgozatot is publikált stratégiai játékokról (Borel [1921], [1924], [1927]). 
Munkáját az 1950-es években Fréchet [1953] fedezte fel, és rögtön a játékelmélet elindí
tójának kiáltotta ki. Bár valóban Borel vezette be a stratégiai játékok, illetve a kevert 
stratégia fogalmát, képtelen volt elméletét általános formában megfogalmazni. Mi több, 
hamisnak sejtette a késõbb Neumann [1928] által bizonyított minimax tételt, amely lé
nyegében egyértelmûsíti, hogy mely nyerõ stratégiát kell egy játékosnak választania. 
Neumann [1953] elismeri Borel érdemeit, ugyanakkor kifejti, hogy a minimax tétel nél
kül az elmélet vajmi keveset ér, továbbá hogy elméletét önállóan dolgozta ki. Sõt, Borel 
negatív sejtése adott esetben elbátortalaníthatta volna a minimax tétel bizonyítása érdeké
ben tett erõfeszítéseit. 

A minimax tétel 

A minimax elv két játékos konfliktusát írja le. Mindkét játékos választhat magának egy 
s ∈ S1  illetve s2 ∈ S2  stratégiát, ahol S1, illetve S2 elõre meghatározott (véges) stratégiahal
mazok. Legyen továbbá U: Si × S2 → R  egy valós függvény, amely megmutatja, hogy egy 
adott stratégiapár mellett mi a játék kimenetele az elsõ játékos számára. Feltételezzük, hogy 
a játék zérusösszegû, tehát a második játékos ennek éppen az ellentettjét kapja. 

Legyenek továbbá ξ ∈ RS1  és η ∈ RS2  kevert stratégiák, azaz vektorok, melyek elõír
ják, hogy egyes tiszta stratégiákat milyen valószínûséggel választja az adott játékos. Így 

∑s1∈S1 
ξs1 

= ∑s2∈S2 
ηs2 

= 1. A kevert stratégiák halmaza X1, illetve X2. A kifizetést megad

hatjuk kevert stratégiák függvényeként is. 

u: X1 × X2 → R 

(ξ,η) 6 u(ξ,η) = ∑ ∑U (s1,s2 )ξ ηs1 s2
s1∈S1 s2∈S2 

A kevert stratégiák speciális eseteként a tiszta stratégiák is elõállíthatók, s ilyenformán 
ez az alak sokkal általánosabb. Ugyanakkor, míg az U függvény tetszõleges, az u függ
vény bilineáris, ami egy nagyon speciális függvényforma (Neumann–Morgenstern [1953] 
17.7.1.). A kérdés az, hogy milyen stratégiát válasszanak az egyes játékosok ahhoz, 
hogy minél nagyobb nyereménnyel fejezzék be a játékot. A háttérben két, látszólag füg-

1 
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getlen optimalizációs jelenséggel van dolgunk. Az elsõ játékos mindent megtesz, hogy 
minél többet kapjon, viszont az ellenfele ezt a nyereményt csökkenteni kívánja. Ez az 
alábbi egyenlet bal oldala. Ugyanakkor a második játékos szemszögébõl nézve ugyanez 
lejátszódik: megpróbálja minimalizálni az elsõ játékos kifizetését, de közben természete
sen játékostársa pedig a saját hasznát növeli. Ez az egyenlet jobb oldala. A probléma attól 
érdekes, hogy a két játékosnak a függvény más-más változójára van hatása. A két meg
közelítés ekvivalenciáját elõször Neumann [1928] bizonyította: 

min max u(ξ,η) = max min u(ξ,η),
η∈X2 ξ∈X1 ξ∈X1 η∈X2 

azaz „minimax egyenlõ maximin”. Ez a minimax tétel. 
Az elsõ bizonyítás (Neumann [1928]) magas szintû topológiát és némi funkcionális 

kalkulust használt. Neumann [1937] késõbb adott egy tiszta topológiai bizonyítást is, az 
elsõ elemi bizonyítás azonban Ville [1938] tanulmányának köszönhetõ. Ennek a bizonyí
tásnak egy tovább egyszerûsített változata került bele Neumann és Morgenstern közös 
mûvébe (Neumann–Morgenstern [1953] 154. o.). 

Az n-személyes játékok 

Bár 1928-as cikkében Neumann bebizonyította a játékelmélet alaptételét, a cikk hatása 
nem volt különösebben nagy, mivel elméletének alkalmazhatósága egyáltalán nem volt 
világos. Ekkor került a képbe Oskar Morgenstern, aki felismerte a közgazdaságtani vo
natkozásokat. Több éven át tartó közös munka vette kezdetét, amelynek eredményeit 
eredetileg cikként tervezték publikálni, végül a rendkívüli terjedelem miatt könyv formá
ban, The Theory of Games and Economic Behavior (Játékelmélet és gazdasági viselke
dés, 1944) címmel adták ki.4 

A normális alak 

Bár Neumann és Morgenstern könyvük jelentõs részét a kétszemélyes játékok elméleté
nek, illetve alkalmazásainak szentelik, egyik fõ érdemük, hogy a játékelméleti gondolko
dást kiterjesztették a kettõnél több, úgynevezett n-szereplõs játékokra. Vizsgálataik tár
gya a már ismert normális vagy stratégiai alak n-személyes általánosítása. 

1. definíció [stratégiák]. Egy adott N játékoshalmazra jelölje S = S1 ×"× S|N|  a játéko
sok tiszta és X = X1 × "× X|N| a kevert stratégiáit, ahol Xi ⊆ RSi ∀i ∈ N. Ha si ∈ Si  és 
σ i ∈ Xi, akkor jelölje σ i (si ) annak a valószínûségét, hogy az i játékos a σi kevert straté

giát játszva, az si tiszta stratégiát választja. Világos, hogy ∑si∈Si 
σ i (si ) = 1. 

N2. definíció [hasznosság]. Az U: S → R hasznossági függvény megmutatja, hogy egy adott 
stratégiavektor milyen kifizetést eredményez az egyes játékosok számára. Legyen továbbá 
u: X → RN a kevert stratégiákra vonatkozó hasznosság, ha ui (σ ) = ∑s∈S 

(U (s)∏i∈N 
σ i (si )) 

teljesül. 

4 Lásd még Morgenstern [1976] visszaemlékezését közös munkájukra. 
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3. definíció [normális alak]. A játékos- és stratégiahalmazból, továbbá kifizetésfügg
vénybõl álló hármast normális vagy stratégiai alakú játéknak nevezzük. Egy játék zérus

összegû, ha ∑i∈N
ui (σ ) = 0 bármely σ kevert stratégiára. 

Koalíciók 

A kétszemélyes zérusösszegû játékok esetén a játékosok szövetsége semmi többlethasz
not nem hozhat. Három játékos esetén kettõ koalíciót alkotva összehangolhatja döntéseit 
a harmadik játékos kárára. A gondolat tetszõleges n játékosra is kiterjeszthetõ: a játéko
sok egy csoportja koalíciót alkot, hogy ezáltal hatékonyabban képviselje érdekeit. A koa
líció a külvilág számára olyan, mint egy játékos: stratégiákat választ, illetve kifizetést 
kap. A nyerõ stratégiák keresése szempontjából tehát lényegtelen az, hogy egy koalíció 
egy vagy több játékosból áll. Ha létrejön egy koalíció, a többi játékosnak ugyanúgy 
érdeke egy koalíció alakítása, hiszen így tudnak legjobban védekezni az elsõdleges koa
líció „támadásai” ellen. Az így létrejött két koalíció megfelel a kétszemélyes játék két 
játékosának; ezzel visszavezettük a feladatot a már ismert esetre. A megoldást a minimax 
tétel adja. 

Karakterisztikus függvény 

A két játékosra való redukciónak köszönhetõ a karakterisztikus vagy más néven koalíciós 
függvény is (Neumann [1953] 25. fejezet). A v: 2N → R  karakterisztikus függvény 
[v(Ø) = 0] megmutatja, hogy a játékosok S részhalmaza vagy koalíciója milyen v(S ) ∈ R 
kifizetést tud elérni, feltéve, hogy stratégiáját optimálisan választja meg.5 

4. definíció [karakterisztikusfüggvény-alak]. Az (N, v) pár egy játék karakterisztikus
függvény-alakban, röviden játék. 

Neumann és Morgenstern a karakterisztikusfüggvény-alakot a normális alakból vezették 
le. Ma már szokásos az elõbbit mint elsõdleges alakot használni. Ilyenkor a játékosok 
stratégiája rejtett, illetve koalíciók alakításában merül ki. 

Bár a karakterisztikus függvény csak a koalíció teljes kifizetését adja meg, közvetett 
módon a kifizetés elosztását is befolyásolja (Neumann–Morgenstern [1953] 25.2.1.– 
25.2.2.). Egy játékos éppen azért csatlakozik egy koalícióhoz, hogy ezáltal elõnyösebb 
helyzetbe kerüljön. Elérkezhet tehát egy olyan pillanat, amikor elõnyösebb számára a 
koalíció elhagyása, a másik koalícióba való belépés, vagy akár egy teljesen új koalíció 
létrehozása. Az ilyen megfontolások már háromszemélyes játékok esetében is fontosak, 
jelentõségük nagyobb játékokban azonban elvitathatatlan az egyensúlyi elosztások meg
határozásában. 

5 Neumann és Morgenstern megkövetelték továbbá, hogy v(N \ S ) = −v(S )  és v(S ∪ T ) ≥ v(S ) + v(T ) , ha 
S,T ⊆ N  és S ∩ T =  Ø. 
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Megoldások 

A Neumann–Morgenstern-megoldás 

Monumentális mûvének eredményei közül Neumann a „megoldást” tartotta a legfonto
sabbnak. A koncepció definiálása több, a késõbbiekben is szükséges játékelméleti fogal
mat igényel, ezért a definíciót ezek bevezetésével kezdjük. 

5. definíció [N-M elosztás]. Az x ≡ ( xi )i∈N ∈ R N kifizetésvektort elosztásnak nevezzük, ha 

xi ≥ v({i}) ∀i ∈ N (egyénenként racionális) 

x(N ) ≡ ∑ xi = 0 (nulla összegû). 
i∈N 

Elosztásnak nevezünk tulajdonképpen minden állapotot, ami egy játékban elõfordulhat. 
Egyrészrõl feltételezzük, hogy egy játékos csak olyan koalícióban vesz részt, ahol leg
alább annyit kap, mint amennyit egyedül elérhet (ez az elsõ feltétel), másrészrõl a játék 
zérusösszegû. 

A játékosok preferenciáik szerint egy sorrendet állíthatnak fel a játék lehetséges álla
potai között. Bár elvben elõfordulhat, hogy létezik olyan állapot, amely mindenki ked
vence, az ilyen játékok igen ritkák, (nem triviális) zérusösszegû játékokban pedig ilyen 
elosztás nem fordulhat elõ. Amikor tehát egy játék megoldását keressük, sokkal árnyal
tabb megközelítést kell alkalmaznunk. Neumann–Morgenstern [1953] 4.5.4. pont meg
fogalmazása szerint az elosztásoknak olyan halmazát kell megtalálnunk, amely így hal
mazként osztja egy ilyen „kedvenc” állapot tulajdonságait. Mindenekelõtt az egyes el
osztások közötti preferenciákat formalizáljuk. 

6. definíció [elérhetõség]. Az N játékoshalmaz S részhalmaza számára az x elosztás 

elérhetõ, ha x(S) ≡ ∑i∈S 
xi ≤ v(S). 

Az S koalíció képes „kikövetelni” a számára elérhetõ x elosztást. Ha ugyanis a többi 
játékos az x elérésében nem mûködik együtt, az S tagjai különválnak, hiszen a karakte
risztikus függvény alapján v(S) kifizetést biztosan el tudnak érni, és ez a komplementer 
koalíció számára kedvezõtlenebb helyzetet teremt. 

7. definíció [dominancia]. Az x elosztás dominálja az y elosztást, azaz x ; y, ha létezik 
olyan, nem üres S ⊆ N koalíció, hogy számára x elérhetõ és xi > yi ∀i ∈ S. 

8. definíció [megoldás].6 Az elosztásoknak egy Σ halmazát megoldásnak nevezzük, ha 
teljesíti a következõ két feltételt: 

1. Nincs a Σ halmaznak olyan y eleme, melyet Σ egy x eleme dominál. 
2. Minden a Σ halmazon kívüli y elosztást dominál valamely x ∈ Σ. 

A két feltétel a belsõ, illetve külsõ stabilitást biztosítja. Neumann és Morgenstern inter
pretációjában (4.6. és 30.2.) a „megoldás” nem más, mint elfogadott „viselkedési nor
mák” gyûjteménye: ha két viselkedési mód közül az egyiket preferálnánk, a másik nem 

6 Mivel azóta több alternatívát is bevezettek, a Neumann–Morgenstern-féle megoldás stabil halmaz néven 
is ismert. 



A Neumann-féle játékelmélet  37 

minõsülne elfogadottnak. Ugyanakkor egy viselkedési mód csak akkor lehet nem elfoga
dott, ha van olyan norma, amivel helyettesíthetõ. Fontos megjegyezni, hogy a megoldás 
egy globális megoldáskoncepció abban az értelemben, hogy nem egyensúlyi pontok hal
maza, hanem egyensúlyi halmaz, s az egyes elemeinek egyensúlyi volta csak a többi 
elem összességével együtt vizsgálható (Lucas [1992] 5. szakasz). 

A Neumann–Morgenstern-féle megoldásnak azonban nem ez az egyetlen érdekes, vagy 
furcsa tulajdonsága. Maguk a szerzõk is megjegyzik, hogy a megoldás létezését semmi 
sem garantálja, illetve ha létezik megoldás, az egyértelmûen definiált. Mivel idõvel sike
rült megoldások létezését igazolni a játékok széles körére, a tudományos közvéleményt 
váratlan és kellemetlen meglepetésként érte Lucas [1968], [1969] tízszemélyes ellenpél
dája. Más játékokról bebizonyosodott, hogy igen sok megoldásuk van, sõt a véges számú 
megoldással rendelkezõ játékok már különlegességszámba mennek (Lucas–Michaelis 
[1982], Lucas–Michaelis–Muto–Rabie [1982]). 

A megoldás általánosításai 

Neumannék elsõsorban zérusösszegû játékokat vizsgáltak, s ezeken belül is feltételezték, 
hogy egy koalíció létrejötte azonnal a komplementer koalíció megalakulását vonja maga 
után. Kérdés azonban, hogy nem érne-e el a két koalíció legalább ekkora kifizetést, ha 
összefognának, s egy „koalíciót” alkotnának. Nash [1950a], [1953] után az ilyen játéko
kat kooperatívnak, egyes állapotaikat pedig elosztásoknak nevezzük. 

9. definíció [elosztás]. Legyen (N, v) egy játék karakterisztikus függvény alakban. Egy 
x ∈ RN  kifizetésvektort elosztásnak nevezünk, ha 

x(N) = v(N) (megvalósítható és hatékony), illetve 
∀i ∈ N : xi ≥ v({i}) (egyénenként racionális). 

Az elosztások halmaza lehet üres. 
Mind a kooperatív, mind a Neumann-féle játékokat általánosítják a részben kooperatív 

vagy hibrid játékok (Zhao [1992]). Neumannhoz hasonlóan feltételezzük, hogy egy koa
líción belül tökéletes az együttmûködés, illetve hogy a koalíciók érdekei egymással szemben 
állnak, viszont megengedjük egy, két vagy több koalíció alakulását is. A részben koope
ratív játékok állapotait kimenetelek (outcomes) alkotják. 

10. definíció [kimenetel]. Az (x, P) párt, ahol x ∈ RN kifizetésvektor, és P a játékosok
nak egy partíciója, kimenetelnek nevezzük, ha az x vektorra teljesül 

∀S ∈ P: x(S) = v(S) (megvalósítható és hatékony), illetve 
∀i ∈ N: xi ≥ v({i}) (egyénenként racionális). 

A kimenetelek halmaza sohasem üres, hiszen a csupa egytagú koalícióból álló partíció
ban a játékosok pontosan az egyénenként racionális kifizetést kapják, amely kifizetésvek
tor egyben teljesíti az elsõ feltételt is. 

11. definíció [kimenetelek dominanciája]. Az (x, P) kimenetel dominálja az ( y,Q) ki
menetelt, azaz ( x,P ) ; ( y,Q), ha létezik olyan S ∈ P 

xi ≥ yi ∀i ∈ S és ∃i ∈ S : xi > yi. 
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Mivel S ∈ P  és (x,P )  egy kimenetel, ezért v(S) = ∑i∈S 
yi,  ami megfelel a Neumann-féle 

elérhetõségi feltételnek. Ezt továbbgondolva, az is világos, hogy ha egy adott (x,P) 

kimenetelhez létezik egy olyan S koalíció, hogy v(S) > ∑i∈S 
xi, akkor létezik olyan ( y,Q), 

hogy S ∈ Q  és (y,Q)  dominálja ( x,P )-t. 
A Neumann-Morgenstern-féle megoldás alkalmazása nem igényel új definíciót a telje

sen vagy részben kooperatív játékokra. Sajnos azonban ezek a korszerûbb, általánosabb 
értelmezések sem mentesek a klasszikus változat gyengeségeitõl. Mivel azonban az el
múlt 50 évben bevezetett számtalan megoldáskoncepció (amelyek közül párral a követke
zõ szakaszban foglalkozunk) sem nyújtott igazi alternatívát, az utóbbi idõben ismét fel
éledt az érdeklõdés a Neumann–Morgenstern-féle megoldás iránt, és sokan tettek erõfe
szítéseket a kevésbé vonzó jellemzõk kiküszöbölésére: Greenberg [1992] módosította a 
definícióban használt dominancia fogalmát; van Deemen [1991] absztrakt játékokat7 vizs
gált, majd az általánosított megoldást az absztrakt dominancia tranzitív lezártjának segít
ségével definiálta. 

Más szerzõk a megoldás további általánosításán dolgoztak: Espinosa–Inarra [2000] 
a megoldást externáliák jelenlétében vizsgálják; Diamantoudi és Xue pedig több, rész
ben közös munkában (Xue [1958], Diamantoudi [2002], Diamantoudi–Xue [2003]) ki
terjesztették a neumanni gondolatot olyan játékokra, amelyek résztvevõi „távollátók”, 
s nem a közvetlen elérhetõ, hanem a végsõ, stabil állapotban kifizetett hasznosság 
növelésére törekszenek. Az ilyen játékokról késõbb bõvebben is szót ejtünk. 

Bár az újabb eredmények sokban hozzájárultak a Neumann–Morgenstern-féle megol
dás jobb megértéséhez, továbbra is számtalan nyitott kérdésre várjuk a választ.8 Mind
ezek ellenére, amikor az újabb, egyszerûbb megoldáskoncepciók kudarcot vallanak, to
vábbra is elõ-elõkerül a játékosok viselkedését igen jól leíró Neumann–Morgenstern-féle 
megoldás. 

Alternatív megoldáskoncepciók 

A mag és változatai. 12. definíció [mag]. A mag (core) a dominálatlan elosztások/ 
kimenetelek halmaza. Másképpen: A mag pontosan azon (x,P) kimenetelek halmaza, 
amelyekre 

∑ xi ≥ v(S) ∀S ⊆ N. 
i∈S 

Az összes kooperatív megoldás közül ez a legkönnyebben megérthetõ, könnyû kiszámí
tani; egyszerûségének köszönhetõen talán a legnépszerûbb. Peleg [1992] érvelése szerint 
egy megoldás csak akkor „elfogadható”, ha axiómái a mag axiómáihoz hasonlítanak. 
A mag egyetlen hátulütõje, hogy lehet üres is, mely esetben semmifajta útmutatást nem 
nyújt a játék megoldására vonatkozólag. 

Gondolata egyidõs a játékelmélettel, felfedezhetõ már Edgeworth [1881] írásaiban is 
„szerzõdési görbe” (contract curve) néven (Kannai [1992]). Ugyanakkor, ha Neumann 
érdekes gondolatnak is tartotta a magot, az általa vizsgált zérusösszegû játékokban a mag 

7 Egy absztrakt játék egy állapothalmazból és egy azon felállított dominanciarelációból áll – játékosok 
nélkül. 

8 A Neumann–Morgenstern-féle megoldás irodalmának kitûnõ áttekintéseit adja Lucas [1977], [1990], 
[1992]. 
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mindig üres, így a definíció Gillies [1959] és Shapley nevéhez kötõdik. A mag üressége 
a kezdetektõl foglalkoztatta a kutatókat. Bondareva [1963] és Shapley [1967] egymástól 
függetlenül állították fel a nem üres mag feltételeit. Ezzel párhuzamosan elindult a kuta
tás egy hasonló, de nemüres megoldás felé. 

Közelítõ magok. A legkézenfekvõbb megoldás a dominancia „szigorítása.” A közelítõ 
mag (approximate/quasi-core, Shapley–Shubik [1966]) definíciója pontosan ezen alap
szik. Feltételezzük, hogy az elhajlás (deviation) során játékosonként (a gyenge) vagy 
koalíciónként (a erõs közelítõ mag esetén) ε > 0 elvész, például adóként be kell fizetni. 
Így az elhajlások egy része nem hoz hasznot, és a mag szükségszerûen bõvül, s ha ε 
elegendõen nagy, a mag nemüres. 

A legkisebb mag (least core, Maschler–Peleg–Shapley [1979]) az a nem üres (erõs) 
közelítõ mag, amelyre ε a legkisebb. A legkisebb mag sohasem üres, viszont általában 
túl kicsi az alkalmazásokhoz, és az ε értékéhez is nehéz magyarázatot csatolni, így alkal
mazásai ritkák. Fontos azt is megjegyezni, hogy ha a mag nem üres, a legkisebb mag a 
mag (általában kis) részhalmaza. 

Módosított mag. A mag minden lehetséges elhajlást figyelembe vesz, anélkül hogy ezek 
stabilitását vizsgálnánk. Ray [1989] csak a stabil elhajlásokat engedélyezi; az így rekur
zív módon definiált módosított mag (modified core) egybeesik a maggal. 

Alkuhalmaz. Hasonló gondolatot fogalmaznak meg Davis–Maschler [1963] és Aumann– 
Maschler [1964] tanulmányok az alkuhalmaz (bargaining set) bevezetésekor. Egy kifo
gás (objection) csak akkor hiteles, ha nincs olyan ellenkifogás (counter-objection), mely 
a kifogással élõ koalíciót felbontja. Itt azonban, amikor a kifogással élõ koalíciónak belsõ 
instabilitását vizsgáljuk, az ellenkifogás jöhet, sõt rendszerint külsõ játékostól jön. Az 
ellenkifogások révén sok kifogás hitelét veszti. Ennek köszönhetõ, hogy az alkuhalmaz 
sohasem üres Peleg [1963]; épp ellenkezõleg, az okoz problémát, hogy az alkuhalmaz 
túl nagy. Mint Dutta és szerzõtársai [1989] megállapítják, azáltal hogy a másodlagos 
kifogások, azaz az ellenkifogások hitelét nem vizsgálja, az alkuhalmaz túl sok (elsõdle
ges) kifogást hiteltelenít. A konzisztens alkuhalmaz (consistent bargaining set) az ellen
kifogásokat ugyanannak a vizsgálatnak veti alá, de sajnos, az üresség problémája itt 
visszatér. Az alkuhalmaz irodalmát Maschler [1992] tekinti át részletesen. 

Távollátás. Az alkuhalmaz lényege, hogy a játékosok a kifogásnak/elhajlásnak nem csak 
a közvetlen eredményét, hanem az erre való lehetséges reakciókat is figyelembe veszik. 
A konzisztens alkuhalmaz ezt a gondolatot viszi tovább a késõbbi ellenkifogások hitelé
nek vizsgálatával. Arra azonban nem tér ki, hogy az ellen-ellenkifogások hogyan befo
lyásolják az eredeti kifogást. Amennyiben az ellen-ellenkifogás pusztán az ellenkifogást 
semlegesíti, az eredeti kifogás akár sikeres is lehet. A távollátás gondolata, nevezetesen, 
hogy a játékosok az alkufolyamat egészét nézik, és csak a végsõ (stabil) kifizetés érdekli 
õket, már Harsányi egyik cikkében is felbukkan; modern fogalma azonban Chwe [1994] 
nevéhez köthetõ. 

Bár sokan a játékelmélet, sõt a közgazdaságtani gondolkodás forradalmát vélik ebben 
az irányzatban felfedezni, fontos megjegyeznünk, hogy a távollátás (farsightedness) nem 
azonos az elõrelátással (foresightedness). Utóbbit jelenleg legjobban Kóczy [2002], illet
ve Konishi–Ray [2003] megközelítésével lehet modellezni, azonban a felmerülõ elméleti 
és gyakorlati problémák a további kutatást egyelõre nagyon megnehezítik. Meggondo
landó ugyanakkor az is, hogy egy hosszantartó játékban csak a végeredményre koncent
rálni meglehetõsen irracionálisnak tûnik, s nehezen összehangolható az emberi gondol-
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kodással. A kérdés rendkívül gyakorlati: Magyarország EU-csatlakozásával kapcsolat
ban keveseket érdekel, hogy mi a csatlakozás elõnye 300 év múlva, a legtöbben a 
remélt pozitív hatásokat még életükben, lehetõleg öt-tíz éven belül szeretnék élvezni. 
Tekintve, hogy a tárgyalási folyamat („egy lépes”) legalább ennyi ideig tartott, ebben 
az esetben a szereplõk gondolkodását továbbra is legjobban rövidlátással, miópiával 
lehet leírni. 

Dinamikus megoldások. Mint az az eddigiekbõl kiderül, a mai napig nincs olyan 
megoldáskoncepció, amely minden kívánságnak eleget tenne. Ezeket a követelményeket 
Zhou [1994] foglalta három pontba. Egy megoldás sohasem üres, nem definiáljuk a 
játékosoknak sem egy elõre megadott, sem az összes lehetséges partíciójára. Míg a Neu
mann–Morgenstern-megoldás, a mag és még sokan mások az elsõn, az alkuhalmaz pél
dául a második feltételen bukik el. Eredményt hozhatnak az olyan dinamikus megközelí
tések, amelyek egy játék ergodikus halmazát tekintik megoldásnak. Lényegében ez törté
nik Shenoy [1979] dinamikus, Packel [1981] stochasztikus megoldása, Sengupta–Sengupta 
[1994] életképes javaslatai (viable proposals) és a legkisebb domináns halmaz esetében 
(Kóczy–Lauwers [2002]). Ezek a megoldások általában már definíciójukból adódóan nem 
lehetnek üresek. Utóbbi kettõ külön érdekessége, hogy egybeesnek a nemüres maggal. 
Sajnos, azonban ha a mag üres, az életképes javaslatok halmaza túl nagy, megoldásként 
nehezen használható. 

Nem kooperatív megoldások. A Neumann-féle játékelméletet John F. Nash – máig tartó 
vitát kavarva – kooperatív és nem kooperatív játékokra osztotta. A Nash által kooperatív
nak nevezett játékokban 1. a játékosok a döntéseiket közösen hozzák (tehát a játékosok 
között kiterjedt a kommunikáció), másrészt 2. a megállapodás köti a játékosokat, hiszen 
azonnal végre is hajtják. Ezzel szemben a nem kooperatív játékokban semmiféle kötõ 
megállapodás nem lehetséges, olykor még a játékosok közötti kommunikációt is kizár
juk. Ennek tükrében a Neumann–Morgenstern-megoldás inkább a kooperatív megoldá
sok közé sorolható. 

Non kooperatív játékokra Neumann minimax tétele nem alkalmazható változatlan for
mában. Nash [1950b], [1951] azonban – Kakutani [1941] fixponttételének egyik elsõ 
alkalmazásaként – a játékok széles körére igazolta az azóta róla elnevezett nem koopera
tív egyensúly, illetve egyensúlyok létezését. 

*13. definíció [Nash-egyensúly]. Legyen Γ = (N, X,u)  egy normális játék. A σ  kevert 
stratégia Nash-egyensúlyi pont, ha minden egyes i játékosra 

* * * ui (σ i ,σ N \{i}) ≥ ui (σ i,σ N \{i}) ∀σ i ∈ Xi. 

A Nash-egyensúly a játékelmélet és a közgazdaságtan, azon belül is a mikroökonómia 
egyik alapvetésévé vált. A gondolat azonban nem minden kritikától mentes. 

Nash a nem kooperatív játékokban feltételezte, hogy 1. a játékosok között nincs kom
munikáció, továbbá hogy 2. semmi sem köti õket az esetleges megállapodásokhoz. Össze
hasonlítva ezeket a kooperatív játékok feltételeivel, kiderül, hogy bizonyos játékok nem 
mondhatók sem kooperatívnak, sem nem kooperatívnak a nashi értelemben. Ezért vitatja 
Harsányi–Selten [1988] a kettõs, bináris felosztás helyességét, és a hangsúlyt a megálla
podások kötõ (kooperatív), vagy nem kötõ (nem kooperatív) voltára helyezik. 

Ha viszont engedélyezünk kommunikációt a játékosok között, a Nash egyensúlyi pon
tok ki vannak téve játékoscsoportok koordinált elhajlásainak. Az ilyen elhajlásokat is 
figyelembe vevõ erõs Nash-egyensúlyt Aumann vezette be. Az erõs Nash-egyensúly azon-
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ban „túl erõs”, mivel minden lehetséges koalíciós elhajlást tekintetbe vesz, függetlenül 
attól, hogy a deviáns koalíció maga stabil-e. Emiatt ilyen egyensúly ritkán létezik. 
A Bernheim–Peleg–Whinston [1987] által bevezetett koalícióbiztos részjáték-tökéletes 
(coalition-proof subgame-perfect) Nash-egyensúly erre a felvetésre ad választ. Bár való
színûleg ezzel még nem zárult le a nem kooperatív egyensúlyok fejlõdése, a modern 
játékelméletben gyakran feltételezzük, hogy a kommunikáció tartós, megkötõ megálla
podással, tehát kooperatív viselkedéssel is párosul, így az ennél összetettebb koalíciós 
megoldásokat a kooperatív játékelmélet tárgyalja. 

További kérdések 

Rövid játékelméleti utazásunk során igyekeztünk Neumann munkásságát és közvetlen 
hatását informális stílusban, inkább a gondolatok mögötti intuíció, semmint hosszú for
mális definíciók és tételek segítségével bemutatni. Nem kerülhetett sor több olyan kér
désre vagy területre, amelyek fontosak, de távol estek központi témánktól, vagy az igé
nyelt matematikai apparátus meghaladja a dolgozat kereteit. Ezek közül néhányról most 
mégis röviden szót ejtünk. 

A neumanni definíciótól való eltávolodás lehetõvé tette, hogy sokkal általánosabb ka
rakterisztikus függvény alakú játékokkal is foglalkozzunk, viszont megszûnt a különbözõ 
koalíciós kifizetések közötti kapcsolat. Az ilyen modellek tehát már nem veszik figye
lembe a koalícióalakítás külhatásait, holott a koalíciós játékelmélet mai, leggyakoribb 
alkalmazásainál, mint például a nemzetközi környezetvédelmi egyezmények vagy kartel
lek stabilitásánál, éppen a pozitív külhatást ingyen élvezõ potyautas-viselkedés (free
riding behaviour) okoz problémát. Ugyanakkor egyes iparágak (autógyártás, légi közle
kedés) koncentrálódásánál éppen a koalícióalakítás negatív externáliái okozzák azt a lánc
reakciót, amit egy-egy cégegyesülés kivált. Hasonló módon magyarázható az Európai 
Unió rohamos bõvülése, hiszen az erõsen belterjes európai piacokon fokozottan hátrány
ba kerülnek a vámunión kívül lévõ országok. Megoldást nyújthat a partíciós függvény 
(Thrall–Lucas [1963]) vagy a már említett hibrid alak használata, mert ezek számolnak 
az externáliákkal is. 

Az újabban bevezetésre kerülõ játékalakok közül mindenképpen figyelmet érdemelnek 
még a hálózati játékok (network games), ahol a kifizetéseket a játékosok közötti kétoldalú 
kapcsolatok megléte vagy hiánya, illetve általánosabban, szorossága dönti el. 

A kooperatív megoldások érdekes csoportját alkotják az értékek; közülük legismertebb 
a Shapley-féle érték  (Shapley [1953]). Szemben a dominancián alapuló megoldásokkal, 
ezek az egyes játékosok „közjóhoz” való hozzájárulását vizsgálják, s így alkalmasak 
arra, hogy felmérjük egy adott szavazattal rendelkezõ érdekcsoportnak egy döntéshozó 
szervezeten belüli tényleges befolyását. Így például a nizzai szerzõdés értékelésénél nem 
a meghatározott szavazatokat kell néznünk, hanem hogy ezek milyen tényleges érdekér
vényesítést tesznek lehetõvé, figyelembe véve az országok között érdekellentéteket és 
-párhuzamokat. 

Az összes eddigi eredmény azon a feltételezésen alapszik, hogy a kifizetések minden 
játékos számára ugyanakkora hasznosságot eredményeznek. A nem átváltható hasznos
ságú (nontransferable utility) játékokban ezt a kikötést feloldjuk. Így például a karakte
risztikus függvény nem egy valós számot, hanem a lehetséges elosztások halmazát rende
li a koalíciókhoz. 

Nem kevésbé fontos az eddigiekben a közös tudás (common knowledge). Ennek hiá
nyában a játékosok eleinte szinte „vakon” játszanak, nem ismerve a játékostársak szem
pontjait, sõt, akár a játék szabályait sem; ezeket csak ismételt lejátszások során tanulhat-
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ják meg. Az evolúciós játékelmélet ilyen játékokkal foglalkozik; alkalmazási területei 
közé sorolhatjuk természetesen a biológiát, tulajdonképpen az egész evolúció egy evolú
ciós játék. 

Az aukciók lényege is a rejtett információk felfedése. Az eladó szeretné az árut minél 
drágábban eladni, a vevõ pedig minél olcsóbban megvenni. Nem ritka a verseny a ve
võk, sõt, akár az eladók között is. Az aukcióelmélet leglátványosabb alkalmazásának a 
mobiltelefon-szolgáltatók számára kiírt pályázatok nevezhetõk. Egyes országokban a já
tékelméleti alapon kidolgozott pályáztatás korábban sohasem látott bevételhez juttatta az 
államkasszát, míg másutt a tudománytalan versenykiírás eredménye jóval alulmaradt a 
(politikai) várakozásoknak. Természetesen ugyanezek a módszerek alkalmazhatók más 
állami pályázatokra, így a privatizációban is. 

A játékelmélet napjainkban 

Befejezésképpen tekintsük át, hova jutott a játékelmélet a Neumann minimax tétele óta 
eltelt 75 év alatt. Ma a játékelmélet önálló tudomány, amelyet több száz kutató ûz világ
szerte. A terület 1974 óta saját lappal rendelkezik; az International Journal of Game 
Theory a Springer gondozásában jelenik meg. Az 1990-es évek elején az Academic Press 
által elindított Games and Economic Behavior címe talán nem véletlenül rímel Neumannék 
könyvére. Ehhez a két, ma már elismert folyóirat mellé néhány éve csatlakozott az 
International Game Theory Review, de számtalan más közgazdaságtani, matematikai vagy 
politikai folyóirat is közöl rendszeresen játékelméleti cikkeket. Az 1990-es évek elejétõl 
kezdve sorra jelennek meg a Handbook of Game Theory (Játékelméleti kézikönyv) köte
tei Aumann és Hart szerkesztésében (1992, 1994, 2002), amelyek fejezetei enciklopédi
kus stílusban mutatják be az egyes területeket, eredményeket. A tárgyalt témákban Myerson 
[1991] munkája tömörebb, de szintén kitûnõ áttekintést ad. 

1999 januárjában megalakult a Nemzetközi Játékelméleti Társaság, mely 2000 nyarán 
Bilbaóban több száz résztvevõvel tartotta elsõ kongresszusát. A tervek szerint négyéven
te megrendezésre kerülõ kongresszus mellett évente számtalan kisebb, néha csak egy 
részterülettel foglalkozó konferencia nyújt találkozási lehetõséget. 

A játékelmélet szó ma már nem csak a kutatók számára cseng ismerõsen. Az utóbbi 
években két dolog is közrejátszott abban, hogy ez a viszonylag fiatal tudomány a széle
sebb körû publikum számára is ismertté váljon. 1994-ben a játékelmélet szinte szimboli
kus elismeréseként Harsányi János, John F. Nash és Reinhard Selten közgazdaságtani 
Nobel-díjat kaptak, majd néhány évvel késõbb Csodálatos elme címmel nagysikerû, Oscar
díjas film készült Nash életébõl. A játékelmélet tehát bekerült a köztudatba, és remélhe
tõleg a centenáriumi Neumann-év eredményeként az is közismertté válik, hogy e „csodá
latos elméletnek” (is) atyja – Neumann János. 
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